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为数值求解描述不同物质间相位分离现象的高阶非线性 Cahn-Hilliard (C-H)方程 , 发展了一种基于局

部加密纯无网格有限点集法 (local refinement finite pointset method, LR-FPM). 其构造过程为 : 1) 将 C-H方

程中四阶导数降阶为两个二阶导数 , 连续应用基于 Taylor展开和加权最小二乘法的 FPM离散空间导数 ;

2) 对区域进行局部加密和采用五次样条核函数以提高数值精度; 3) 局部线性方程组求解中准确施加含高阶

导数 Neumann边值条件. 随后, 运用 LR-FPM求解有解析解的一维/二维 C-H方程, 分析粒子均匀分布/非均

匀分布以及局部粒子加密情况的误差和收敛阶, 展示了 LR-FPM较网格类算法在非均匀布点情况下的优点.

最后, 采用 LR-FPM对无解析解的一维/二维 C-H方程进行了数值预测, 并与有限差分结果相比较. 数值结

果表明, LR-FPM方法具有较高的数值精度和收敛阶, 比有限差分法更易数值实现, 能够准确展现不同类型

材料间相位分离非线性扩散现象随时间的演化过程.
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1   引　言

热力学、流体力学和生物数学等领域中常涉及

复杂相位分离现象的非线性扩散问题 [1−4], 这类问

题常用含四阶导数 Cahn-Hilliard (C-H)方程 [3−6]

来描述. 然而, 许多情况下 C-H方程含有的非线性

项使其难以得到其光滑理论解 [6−10]. C-H方程的数

值算法及模拟研究已成为科学计算领域中一个国

际热点问题. 目前, 已提出多种数值方法对 C-H方

程或对高维情况下非线性扩散过程进行求解或数

值预测, 如有限差分法、有限元法、蒙特卡罗法、谱

方法、修正欧拉法和无单元伽辽金法等 [6−22]. 上述

方法均基于网格或背景网格, 在非均匀分布节点或

多维复杂区域及含高阶导数边界条件情况下程序

实现比较复杂, 算法的灵活推广应用性上受到很大

限制. 因此, 近年来纯无网格粒子方法, 如光滑粒

子动力学方法 (smoothed particle hydrodynamics,

SPH)和 有 限 点 集 法  (finite  pointset  method,

FPM)等 [23−31], 以其不受网格限制和易推广应用

到复杂高维区域问题上的优势受到普遍关注, 亦在

偏微分方程的数值求解中得到了许多应用. 值得注

意的是, 上述纯无网格粒子法对含高阶导数多维偏

微分方程的研究还处在探索阶段, 特别是国际上鲜
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有关于 C-H方程的纯无网格粒子法研究的报道.

纯无网格 FPM法在含高阶导数 C-H方程的

数值模拟上还处在试探性研究阶段, 这与该方法的

数值精度和稳定性方面有待进一步研究有关, 其数

值精度的提高和其对非线性 C-H方程的数值模拟

均是两个研究热点. FPM法数值模拟 C-H方程较

网格类方法的优点主要在于: 易处理非均匀节点分

布或局部加密的情况、易离散求解高阶空间导数且

不依赖于网格、易准确施加含高阶导数 Neumann

边界.

基于上述原因, 本文结合高阶 C-H方程的特

点, 提出一种能够有效、准确地模拟非线性 C-H方

程局部加密 FPM方法  (local  refinement  finite

pointset method, LR-FPM): 首先将四阶空间导数

分解为两个二阶导数, 区域离散时采用局部加密;

其次采用五次样条核函数, 基于 Taylor展开和加

权最小二乘思想的 FPM法对两个二阶空间导数

依次离散, 并将含高阶导数的 Neumann边界条件

准确施加到离散格式中. 通过数值算例展现了提出

的 LR-FPM方法能准确地求解一维/二维非线性

C-H方程, 具有二阶收敛性, 能够准确可靠地预测

C-H方程描述的非线性热扩散现象随时间演化

过程. 

2   C-H方程

C-H方程 [3−6,11] 是一个含四阶导数的非线性

偏微分方程, 常用来描述一种旋量分解的相位分离

现象或工程中的非线性扩散现象. C-H方程包含非

线性项、四阶导数和 Neumann边值条件中三阶导

数, 使其成为验证一种数值模拟算法能力的挑战性

算例 [6,9−11]. 本文考虑如下形式的 C-H方程: 

∂u (x, t)

∂t
= ∇ ·

(
Mr∇

[
F ′ (u (x, t))− ε2∇2u (x, t)

])
,

u (x, t) ∈ [−1, 1] ,x ∈ Ω, (1)

u (x, t)

F ′ (u (x, t)) ε

Mr

其 中   是 二 元 混 合 物 中 组 分 的 浓 度 ,

 是自由能函数 ,    为梯度界面能系数 ,

 为恒定的迁移率. 根据文献 [11], 方程 (1)常被

分裂为含二阶空间导数的两个偏微分方程:  
∂u (x, t)

∂t
= Mr∇2µ (x, t) ,

µ (x, t) = F ′ (u (x, t))− ε2∇2u (x, t) ,

(2)

µ其中  是局部化学势, 对应的初边值条件为:

初始条件 

u (x, 0) = u0 (x) ,x ∈ Ω; (3)

齐次 Neumann边界条件 

∇u · n = ∇µ · n = 0; (4)

或周期边界条件 

u (x, t) = u (x+ 2π, t) , (5)

∇u ∇µ n ∂Ω其中  和  为梯度向量,   为  上的外法向量.

C-H方程对应Ginzburg–Landau自由能方程为: 

E (u) =

∫
Ω

(
F (u) +

ε2

2
|∇u|2

)
dx, (6)

 

F (u) =


(u− 1)

2
/2, u > 1,(

u2 − 1
)2
/4, |u| ⩽ 1,

−(u− 1)
2
/2, u < −1,

(7)

Ω ⊂ Rd (d = 1, 2, 3)

∫
Ω

F (u)dx

ε2

2

∫
Ω

|∇u|2dx F (u)

其 中   ,    为 自 由 能 ,

 为界面能,    为典型的双井位势

函数. 

3   局部加密FPM离散方法 (LR-FPM)

本文主要考虑含高阶导数非线性问题的粒子

方法模拟, 基于高阶导数降阶和局部加密思想, 拓

展 FPM法得到一种能够准确模拟 C-H方程的

LR-FPM. 给出的 LR-FPM离散算法的基本思想

概括为: a)基于文献 [11]将含四阶空间导数 (1)式

分裂为两个含二阶空间导数的 (2)式, 对 (2)式两

个方程中空间导数依次拓展应用 FPM离散格式;

b) FPM离散中采用较传统高斯核函数具有较高

精度的五次样条核函数 [23], 两个 Neumann边值条

件 (4)式也依次准确地施加到形成的线性方程组

中; c)时间导数上采用二阶精度预估校正格式, 对

计算区域进行局部加密以提高数值精度的同时还

降低了计算量. 

3.1    FPM 离散格式

对四阶导数降阶后得到的两个二阶导数方程 (2)

的空间导数离散求解, 连续两次应用 FPM, 函数

一阶/二阶导数的显式 FPM离散近似思想基于

Taylor展开和加权最小二乘法 (详见文献 [28,29,31]).

u (x) Ω ⊂ Rd (d =

xj , j = 1, 2, · · · , N

N Ω x

设  为空间函数, 计算区域   1,

2, 3)内可以不依赖网格任意布点     ,

(  为   中的粒子总数), 函数在   处的一阶/二阶
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n xi (i=1,

2, · · · , n)
导数以加权函数支持域内   个相邻粒子  

 来近似. 加权最小二乘近似中采用较传统

高斯核函数 [28−30] 具有较高精度的五次样条核函数 [23],

其形式如下: 

w (xi − x;h) =

αd


(3− q)

5 − 6(2− q)
5
+ 15(1− q)

5
, 0 ⩽ q < 1,

(3− q)
5 − 6(2− q)

5
, 1 ⩽ q < 2,

(3− q)
5
, 2 ⩽ q < 3,

0, q ⩾ 3,
(8)

q = rij/h rij = |xi − xj | αd αd

120/h, 7/(478πh2) h

h ≈ 1.1d0 d0

3h

其中  ,   ,   是正常数,   在

一维、二维空间中分别为  ,   为光

滑长度, 此处取  (  为分布粒子的初始距

离). 在粒子均匀分布情况下的支持域范围是以 

为半径的圆, 非均匀粒子分布或局部加密时则采用

平均方式的变光滑长度 (详见文献 [23]).

xi x考虑相邻粒子  在  处的 Taylor展开, 可得 

u (xi) = u (x) +

2∑
k=1

uk (x) (xki − xk)

+
1

2

2∑
k,l=1

ukl (x) (xki − xk) (xli − xl)

+ ei, (i = 1, 2, . . . , n) , (9)

ei x1i, x2i

xi x, y

其中   是 Taylor展开式的误差余项, 符号  

分别用来表示点   的   分量, k, l 表示分量的偏

导数. (9)式可化为 

e = Ma− b, (10)

其中 

M =



dx1 dy1
1

2
dx2

1 dx1dy1
1

2
dy21

dx2 dy2
1

2
dx2

2 dx2dy2
1

2
dy22

...
...

...
...

...

dxn dyn
1

2
dx2

n dxndyn
1

2
dy2n


,

a = (u1, u2, u11, u12, u22)
T
,

b = (u1 − u, u2 − u, u3 − u, · · · , un − u)
T
,

e = (e1, e2, e3, · · · , en)T,

dxi, dyi xi − x, yi − y, (i = 1, 2, · · · , n)  分别表示     .

u ei对于未知函数  的一阶/二阶导数通过误差 

加权最小二乘法来计算, 可得 

J =

n∑
i=1

wie
2
i . (11)

J = (Ma− b)
T
W (Ma− b)

W w1 w2 · · · , wn

(11)式可以写成   , 其

中  为对角矩阵, 对角线元素为  ,   ,   .

J根据  的极小值原理, 得到 

a =
(
MTWM

)−1 (
MTW

)
b. (12)

5× 5

M W

b e

(12)式涉及   局部系数矩阵, 可通过其求解得

到一阶/二阶导数近似值. 若求解带有 Neumann

边值条件的问题, 上述涉及的矩阵  ,   和向量

 ,   均要发生变化 (详见 3.2节). 

3.2    边界处理及粒子分布局部加密

∇u · n 0 = uxnx + uyny nx ny

M (nx,ny, 0, 0, 0) W

w1 w2 · · · , wn b = (u1 − u, u2 − u,

u3 − u,· · · ,un − u, 0)T e=(e1, e2, e3, · · · , en, en+1)
T

∇µ · n (F ′ (u)− ε2∇u)xnx+(
F ′ (u)− ε2∇u

)
y
ny = 0

M W b e

众所周知, 偏微分方程数值计算中边值条件的

处理对数值模拟的精度和稳定性至关重要, 也是计

算方法对其准确处理的难点之一. 本文对方程 (2)

的数值模拟中涉及三种初边值条件的处理, 对于初

始条件 (3)式和周期边界条件 (5)式可以根据文

献 [7,23]准确的施加. 对 Neumann边界条件, 离

散并准确施加到方程 (12)中的过程是 : a)  在

(2)式的第一次 FPM离散过程中将 Neumann条

件中   离散为   (  ,    是单

位外法向量), 将其与 (9)式进行联合, 此时式中的

矩阵   增加一行元素为   ,    对角

线上元素变为  ,  ,  ,1,  

 ,   ;

b)在 (2)式的第二次 FPM离散过程中, Neumann

条 件 中 的   离 散 为  

 , 然后将其与 (9)式联合 ,

求解局部线性方程组时矩阵  ,   和向量  ,   的

变化与 a)类似. 第 4节数值验证了上述边值条件

的处理是准确的, 特别对于 Neumann边界条件,

且较网格类有限差分法容易施加.

完全不依赖网格的纯无网格 FPM粒子法, 在

离散格式构造中可在计算区域内任意布置粒子, 使

其在粒子分布非均匀情况下的编程计算实现比网

格类方法容易, 且易推广应用到复杂高维非规则区

域问题的模拟. 为体现给出的 LR-FPM模拟 C-H

方程的上述优点, 数值模拟中考虑了粒子非均匀分

布情况, 为了兼顾提高计算精度和降低计算量对计

算区域进行局部加密. 值得注意的是粒子分布局部

加密情况下, 在粗粒子分布和加密粒子分布相交区

域里采用加权平均的变光滑长度 (详见文献 [23]).

由于边界处支持域内粒子缺失会降低数值精度和

稳定性, 以及模拟区域中高峰值附近数值近似对整
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个计算精度有重要影响, 因此, 数值算例中主要针

对边界处或高峰值函数附近小区域进行粒子局部

加密 (见图 3(b)).

值得注意的是, 在第 4节和第 5节的数值算例

模拟中, 均采用 FPM离散 (12)式结合 3.2节边界

处 理 和 时 间 项 二 阶 精 度 离 散 格 式 对 C-H方

程(1)—(4)式进行离散求解. 

4   FPM方法精度和收敛性分析

本节数值求解有解析解但边界条件不同的一/

二维 C-H方程, 并结合数值结果分析 LR-FPM方

法的数值误差和收敛速度. 所模拟的问题是一维带

周期边值、二维带 Neumann边值问题, 并与解析

解做比较. 为体现本文给出的方法相对于网格类方

法的优点, 着重讨论了在 FPM方法的基础上进行

局部加密分布和非均匀分布情况. 局部加密采用了

疏密点相结合的分布方式, 这种处理方式的优点在

于: 1) 相对于全局加密, 局部加密增加数值精度的

同时减少了计算量; 2)相对于网格类方法, 局部加

密简单易行.

为了分析 LR-FPM方法的精度和收敛性, 定

义如下误差 (精确解与数值解 L2-范数误差)和收

敛阶: 

E2 =

√√√√ N∑
j=1

(
um
j − Um

j

)2
√√√√ N∑

j=1

(
Um
j

)2 , m=0, 1, 2, · · · , N, (13)

 

O ≈ log [E2 (d2) /E2 (d1)]

log (d2/d1)
, (14)

u U d1, d2其中  为数值解;   为解析解;   为不同的粒子

初始间距. 

4.1    一维周期边界 C-H 方程

Ω = [0, 2π]考虑区域  上带周期边值条件的 C-H

方程 [7], 其对应的方程和初边值条件分别为 

ut = Mr

(
∆h (u)− V∆2u

)
+ f (x, t) , (15)

f (x, t)=(MrV −Mr−1) e−t sinx+ 3Mre−3t sinx

×
(
3sin2x− 2

)
h (u) = u

(
u2 − 1

)
V =1 Mr=0.001

u (x, 0) = sinx

u (x+ 2π, t) = u (x, t)

其中 

 ,   ,   ,   .

在 初 值 条 件 为   和 边 值 条 件 为

 下 ,  该 问 题 的 解 析 解 为

U (x, t) = e−t sinx .

d1 = π/32 dt = 10−4

[0, 10π/32] [54π/32, 2π]

d2 = π/64 [10π/32, 54π/32]

d1 dt = 10−4

h ≈ 0.5× (1.1× d1 + 1.1× d2)

该算例模拟中, 均匀分布情况下粒子初始间距

为   , 时间步长为   . 局部加密情

况下, 在   ,    处加密, 加密区域

的粒子间距为初始间距的 1/2, 即加密区域间距为

 ,   内仍采用粒子初始间距

 , 时间步长为  , 加密临界点光滑长度取

 . 图 1展示了不同时

刻下均匀分布和局部加密两种情况下的 FPM数

值解, 并与解析解作对比. 可知两种情况下的 LR-

FPM结果均与解析解吻合.

E2

E2

E2

t = 0.5 s

为体现提出的 FPM方法模拟周期性问题的

数值精度和收敛速度, 图 2给出了较短时间内不同

粒子数下数值误差-时间曲线, L2-范数误差  随着

粒子数的增加而减小, 粒子数较多情况下具有更好

的数值收敛性. 值得注意的是在粒子数 N = 129

时 L2-范数误差  先减小后增大, 这是由空间步长

较小和随时间延长函数值变小情况下计算机的舍

入误差导致, 但随时间延长中误差   基本稳定在

同一量级, 仍符合误差随粒子增加而减小的数值计

算理论. 同时为了进一步体现 LR-FPM模拟周期

性问题的数值精度, 表 1列出了不同粒子间距下

 时的 L2-范数误差和收敛阶. 由表 1可知,

LR-FPM具有二阶收敛速度, 与文献 [7]中有限差

分方法的收敛阶基本一致 , 从而表明 LR-FPM

 

0 1 2 3 4 5 6

1.0

0.5

0

-0.5

-1.0





FPM

LR-FPM

Analytical

=0.1 s

=0.5 s

=1.0 s

=2.0 s

=5.0 s

图 1    几个不同时刻下均匀分布、局部加密情况下的数值

解和解析解

Fig. 1. Comparisons  between  the  present  numerical  results

and analytical solutions with different times under the uni-

form and local refinement particle distributions. 
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模拟 C-H方程时具有较高的数值精度, 较网格类

方法具有更好的灵活性和推广应用性.

E2

表 2列出了不同时刻均匀分布与局部加密情

况的 L2-范数误差  , 由表 2可知局部加密情况下

的误差远远小于均匀分布情况下的误差. 这表明

LR-FPM不仅具有更好的灵活推广应用性, 而且

能保持较高的精度. 

4.2    二维 Neumann 边界 C-H 方程

Ω = [0, 1]× [0, 1]

为体现提出的 LR-FPM方法求解带第二类边

界非线性 C-H方程的准确性, 本节考虑正方形区

域  的第二类边界条件的非线性C-H

方程, 其对应的方程和初边值条件 [6] 为
 

∂u

∂t
+∆ [ε∆u− ϕ (u)] = f, (16)

ε = 0.1 u (x, y, 0) = u0 (x, y) =

sin2 (πx) sin2 (πy)
∂u

∂n
=

∂

∂n
(ϕ (u)− ε∆u) = 0 u (x, y, t) =

e−tsin2 (πx) sin2 (πy)

其 中   .  初 值 条 件  

 和 Neumann边 界 条 件  

 , 对应的解析解为 

 .

x, y

0.04

(0.5, 0.5)

图 3展示了本算例模拟中采用的三种粒子分

布方式, 其中均匀分布方式是分别沿  方向每隔

 的距离分布一个粒子, 局部加密分布采用四角

和中间加密, 分别在 [0, 0.1] × [0, 0.1], [0, 0.1] ×

[0.9, 1.0], [0.9, 1.0] × [0, 0.1], [0.9, 1.0] × [0.9, 1.0],

以及 [0.4, 0.6] × [0.4, 0.6]采用加密形式, 而非均

匀分布以   为圆心, 向外圆形分布粒子, 相

邻的两个圆距离相等, 其余区域上仍采用均匀布点

的方式.

d1 = 0.04 dt = 10−6

d2 = 0.025

d1 = 0.04 h ≈ 0.5×
(1.1× d1 + 1.1× d2)

该算例模拟中, 均匀分布采用粒子初始间距为

 , 时间步长为  , 局部加密采用加

密区域粒子间距为  , 其余区域粒子间距

仍为   , 加密临界点光滑长度取  

 .

t = 0.01 s

x = y

图 4展示了   时刻均匀分布和局部加

密两种粒子分布情况下  处的数值解, 并与解

析解进行对比. 可以看出, 随时间演化, 两种情况

下的数值结果都与解析解吻合, 但局部加密情况下

的结果更接近解析解.

 

t = 0.5 s

E2

表 1      时不同粒子间距情况下的 L2-范数

误差  和收敛阶
E2

t = 0.5 s
Table 1.    The  L2-norm  error      and  convergence

rate at   .

粒子间距 误差E2 收敛阶

d0 = π/16 1.9623 × 10–4 —

d0 = π/32 4.8081 × 10–5 2.03

d0 = π/64 1.0688 × 10–5 2.16

 

E2

表 2    不同时刻下粒子均匀分布与局部加密情况

下的 L2-范数误差  对比
E2Table 2.    The L2-norm error     at different times

under the uniform and local  refinement particle dis-

tributions.

t 均匀分布 局部加密

0.1 2.2976 × 10–5 9.7058 × 10–6

0.3 3.4419 × 10–5 2.5119 × 10–5

0.5 4.8081 × 10–5 4.3028 × 10–5

 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

2.0

1.6

1.2

0.8

0.4

0


2
/
1
0
-
4

=33
=65
=129



图 2    不同粒子数下的收敛速度随时间的变化

Fig. 2. The numerical convergence versus time under different

particle numbers. 

 

(a) (b)

(c)

图 3    不同粒子分布　(a) 粒子均匀分布; (b) 粒子局部加

密分布; (c) 粒子非均匀分布

Fig. 3. Different cases of particle distributions: (a) Uniform

case; (b) local refinement case; (c) non-uniform case. 
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d0 = 0.04

E2

表 3列出了粒子间距为   在 FPM方

法下采用五次样条核函数与高斯核函数情况下的

L2-范数误差   对比. 由表 3可知, 采用五次样条

核函数的误差比采用高斯核函数的误差小. 因此,

为提高数值精度, 模拟中均采用五次样条核函数.

d0 = 1/20 d0 = 1/40

d0 = 1/40 d0 = 1/60

为进一步体现提出的 LR-FPM方法模拟

Neumann边界问题的数值精度和收敛速度, 表 4

列出了模拟较短时间内数值结果的误差和收敛阶,

通过表 4可得: 数值误差随着粒子数的增加而减

小 ,  且   到   的 误 差 变 化 比

 到   的误差变化大. 给出的 LR-

FPM方法模拟 Neumann边界条件下 C-H方程具

有二阶收敛速度.

E2

表 5列出了粒子均匀分布、局部加密分布与非

均匀分布情况下的 L2-范数误差  . 通过观察表 5,

本文给出的粒子方法在粒子分布均匀和非均匀情

况下得到的数值误差接近, 局部加密情况下的误差

远远小于均匀分布情况下的误差, 表明局部加密能

有效地提高数值精度.

t = 0.01 s

为进一步体现粒子方法在粒子非均匀分布情

况下数值模拟精度, 表 6列出了   时不同

粒子间距非均匀分布情况下的误差和收敛阶. 由

表 4、表 5和表 6可知, 粒子方法在均匀分布和非

均匀分布情况下得到的数值结果误差都比较接近,

表明了该方法易推广应用到非均匀区域问题的模

拟, 且保持较好的精度. 本文的粒子方法不受网格

限制, 可以在模拟区域任意粒子布置情况下对问题

进行模拟实现, 较网格类方法更容易被推广应用于

复杂非规则区域上 C-H问题的模拟. 

5   C-H方程数值模拟

为了更好地体现提出的 LR-FPM粒子方法数

值模拟C-H问题的准确性, 本节分别选取一维/二维

Neumann边界无解析解 C-H问题, 并与文献 [8]

中基于离散变分导数的有限差分 (finite difference

method, FDM)法模拟结果做对比.
 

 

d0 = 0.04

E2

表 3    初始间距  情况下五次样条核函数

与高斯核函数的 L2-范数误差  对比

d0 = 0.04

Table 3.    The  L2-norm  error  with  quintic  spline

kernel and gaussian kernel functions at   .

t 五次样条核函数 高斯核函数

0.001 0.0082 0.0107

0.005 0.0186 0.0243

0.010 0.0207 0.0272

 

t = 0.01 s

E2

表 4      时刻下不同粒子间距的 L2-范数

误差  和收敛阶
E2

t = 0.01 s
Table 4.    The  L2-norm  error      and  convergence

rate at   .

粒子间距 E2 收敛阶

d0 = 1/20 0.0332 —

d0 = 1/40 0.0078 2.09

d0 = 1/60 0.0032 2.20

 

E2

表 5    粒子均匀分布、局部加密分布与非均匀分布

情况下的 L2-范数误差  对比
E2Table 5.    The L2-norm error     at different times

under  the  uniform,  local  refinement,  and  non-uni-

form particle distributions.

t 均匀分布 局部加密 非均匀分布

0.001 0.0082 0.0049 0.0089

0.005 0.0186 0.0124 0.0150

0.010 0.0207 0.0184 0.0233

 

E2

表 6    t = 0.01 s时不同粒子间距非均匀分布情况

下的 L2-范数误差  和收敛阶
E2Table 6.    The  L2-norm  error      and  convergence

rate at  t = 0.01 s under non-uniform particle distri-

bution.

粒子间距 E2 收敛阶

d0 = 1/20 0.0251 —

d0 = 1/30 0.0114 1.95

d0 = 1/40 0.0063 2.06

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0




FPM

LR-FPM

Exact

图 4    均匀分布与局部加密情况下的数值结果

Fig. 4. The present numerical results under the uniform and

local refinement particle distributions. 
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5.1    一维 Neumann 边界 C-H 方程

Ω = [−1, 1]考虑区域  上带有 Neumann边值条

件的 C-H方程, 其表达式为  
∂u

∂t
=

∂2

∂x2

δG
δu

,

δG
δu

= −u+ u3 − ε2
∂2u

∂x2
,

(17)

u0(x)=0.53x+0.47 sin(−1.5πx)对应的初值条件为  

和边值条件为 

∂u

∂x

∣∣∣
x=−1

=
∂u

∂x

∣∣∣
x=1

=
∂

∂x

δG
δu

∣∣∣
x=−1

=
∂

∂x

δG
δu

∣∣∣
x=1

=0.

ε2 = 0.3

ε2 = 0.3 dt = 10−6

t = 0.2 s, t = 2 s

ε2 = 0.03, t = 0.2 s

该算例为一维无解析解的带 Neumann边界

C-H方程, 它将描述复杂的相位分离现象, 常被用

来证明其保持方程的质量守恒性质和能量耗散性

质. 本节运用 LR-FPM方法对  情况下算例

进行了模拟, 并与文献 [8]中 FDM方法结果进行

对比. 图 5给出了  , 时间步长为  ,

初始时刻与   三个不同时刻两种数

值方法的模拟结果. 由图 5可知, LR-FPM方法得

到 的 带 Neumann边 界 C-H方 程 的 数 值 解 与

FDM结果吻合. 图 6给出了   时

刻下粒子局部加密情况, 在 [–1.0, –0.8], [0.8, 1.0]

处加密, 每隔 0.02的距离布置粒子, 在 (–0.8, 0.8)

内每隔 0.04的距离布置粒子. 由图 6可知, 粒子均

匀分布与局部加密情况下的数值结果均与

FDM结果吻合, 但局部加密情况下的模拟结果更

接近于FDM的结果. 这进一步表明提出的 LR-FPM

粒子方法模拟 C-H方程是可靠的. 

5.2    二维 Neumann 边界 C-H 方程

Ω = [0, 0.8]× [0, 0.8]

为体现提出的 FPM方法求解带 Neumann边

界非线性 C-H方程的准确性, 本节考虑正方形区

域   的第二类边界条件的非线

性 C-H方程, 其对应的方程和初边值条件 [11] 为  {
∂u

∂t
= Mr∇2µ,

µ = u3 − u− ε2∇2u.
(18)

初值条件为 u (x, y, 0) = 0.1 cos
(
2π

x

Lx

)
cos

(
2π

y

Ly

)
,

µ (x, y, 0) = u(x, y, 0)
3 − u (x, y, 0)− ε2∇2u (x, y, 0) ,

和 Neumann边界条件 
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0.5
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-1.0



=0 s

=0.2 s

=2.0 s



LR-FPM

FDM

ε2= 0.3图 5      时不同时刻 FDM结果与 LR-FPM结果

ε2= 0.3
Fig. 5. The numerical results obtained using FDM and LR-

FPM at different times with   . 

 

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

1.0

0.5

0
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-1.0





FDM

FPM

LR-FPM

ε2 = 0.03, t = 0.2 s图 6      时刻下均匀分布与局部加密情

况下数值结果对比

ε2=0.03

Fig. 6. The  present  numerical  results  under  uniform  and

local refinement particle distributions at   , t = 0.2 s. 
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t = 0.1 s图 7      时刻 FPM方法模拟结果

t = 0.1 sFig. 7. The FPM result at   . 
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∇u · n=∇µ · n= 0,

Lx = Ly = 0.8 ε =
√
0.002 Mr = 0.5其中  ,   ,   .

t = 0.1 s图 7给出了   时刻 LR-FPM方法的模

拟结果, 与文献 [11]中数值结果相比较, 可以看出

两种方法的结果接近. 图 8给出了 t =0.08 s时刻

GRBF方法 [11] 等值线图 (图 8(a))和本文方法在

三种粒子分布情况下的数值等值线分布图 (图 8 (b)—

图 8(d)). 通过观察图 8可知, 本文方法在粒子均匀

分布、局部加密以及非均匀分布情况下得到的带

Neumann边界 C-H方程的数值等值线分布均与

GRBF结果吻合, 表明本文方法数值预测带高阶

导数 Neumann边界 C-H问题是可靠的.

t = 0.08 s图 9给出了   时刻下不同粒子间距均

匀分布的情况以及局部加密分布下的数值收敛性.

由图 9可知, LR-FPM数值预测二维 C-H问题时

是收敛的. 因此, LR-FPM能够有效、可靠地模拟

C-H方程, 容易实施局部加密或非均匀分布情况下

的数值模拟.
 

6   结　论

本文基于高阶导数分解和区域离散局部加密

思想, 首次拓展应用 FPM方法对描述相位分离现
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t = 0.08 s图 8      时刻本文方法模拟结果与文献 [11]中数值等值线分布　(a) 文献 [11]中数值结果; (b)−(d) 本文方法在三种粒

子分布情况下数值结果

t = 0.08 sFig. 8. The  contour  results  obtained  using  the  present  method and the  numerical  results  in  ref.[11]  at    :  (a)  Numerical

results in [11]; (b)−(d) present numerical results. 
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t=0.08 s图 9      时刻粒子局部加密分布情况下的数值收敛

t = 0.08 s

Fig. 9. The  numerical  convergence  obtained  using  the

present  method  under  different  particle  distributions  at

 . 
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象的含四阶导数 C-H方程进行数值模拟研究, 为

复杂区域上含高阶导数非线性问题的数值预测提

供了一种准确、有效的 LR-FPM方法. 为了验证

LR-FPM方法的优势, 首先采用 LR-FPM求解了

均匀、局部加密和非均匀离散情况下带有解析解的

一维/二维 C-H方程, 并分析了 LR-FPM的数值

误差和收敛性; 其次, 运用 LR-FPM法对无解析

解 C-H方程进行了数值预测, 并与有限差分法结

果作对比. 所有数值结果表明:

1) 本文给出的带有高阶导数边值条件的施加

处理是准确的, 且给出的 LR-FPM粒子方法模拟

一维/二维 C-H方程具有较好二阶收敛速率;

2) 基于局部加密下 LR-FPM能有效地降低数

值模拟误差, 且在粒子分布非均匀情况下比有限差

分法有更好灵活应用性;

3) 给出的 LR-FPM法能准确预测不同物质间

相位分离非线性现象随时间的演化过程.
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Abstract

The  phase  separation  phenomenon  between  different  matters  plays  an  important  role  in  many  science

fields. And the high order nonlinear Cahn-Hilliard (C-H) equation is often used to describe the phase separation

phenomenon between different matters. However, it is difficult to solve the high-order nonlinear C-H equations

by  the  theorical  methods  and  the  grid-based  methods.  Therefore,  in  this  work  the  meshless  methods  are

addressed, and a local refinement finite pointset method (LR-FPM) is proposed to numerically investigate the

high-order nonlinear C-H equations with different boundary conditions. Its constructive process is as follows. 1) The

fourth derivative  is  decomposed into two second derivatives,  and then the spatial  derivative  is  discretized by

FPM  based  on  the  Taylor  series  expansion  and  weighted  least  square  method.  2)  The  local  refinement  and

quintic  spline  kernel  function  are  employed  to  improve  the  numerical  accuracy.  3)  The  Neumann  boundary

condition  with  high-order  derivatives  is  accurately  imposed  when  solving  the  local  linear  equation  sets.  The

1D/2D C-H equations with different boundary conditions are first solved to show the ability of the LR-FPM,

and the  analytical  solutions  are  available  for  comparison.  Meanwhile,  we  also  investigate  the  numerical  error

and convergence order of LR-FPM with uniform/non-uniform particle distribution and local refinement. Finally,

1D/2D C-H equation without analytical solution is predicted by using LR-FPM, and compared with the FDM

result.  The  numerical  results  show that  the  implement  of  the  boundary  value  condition  is  accurate,  the  LR-

FPM indeed has a higher numerical accuracy and convergence order, is more flexible and applicable than the

grid-based  FDM,  and  can  accurately  predict  the  time  evolution  of  nonlinear  diffusive  phase  separation

phenomenon between different materials time.
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