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结合已有的原子核半径的实验数据, 对先前的核电荷半径公式进行验证和探讨. 比较单参数核电荷半径

公式, 验证了   律公式要优于   律公式. 对两参数公式和三参数公式进行验证, 得到两参数和三参数公

式要优于单参数公式. 考虑到原子核电四极矩与形变的关系, 在原有的三参数公式中加入电四极矩因子项,

得出核电荷半径新公式. 拟合该公式发现核电荷半径理论值与实验值符合较好. 再考虑总自旋与电四极矩的

关系, 求出内禀电四极矩, 代入公式中进行拟合, 均方根偏差进一步下降. 最后加入能反映奇偶摆动现象的  

项, 用公式得到的均方根偏差为 0.369 fm, 较好地反映出了形变与核电荷半径的关系.
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1   引　言

众所周知, 原子核电荷半径是描述原子核性质

最基本的物理量之一. 核力的性质、核物质密度以

及壳结构等方面的信息可以通过研究核电荷半径

得到. 核电荷半径测量的精确程度是验证原子核微

观模型和理论的重要依据.

µ−

随着科技的发展, 实验仪器越来越精密, 技术

和测量方法也越来越完善, 对物理量的测量也更加

精确. 核电荷半径可通过高能电子在原子核上的散

射 [1]、原子光谱超精细结构的同位素移动 [2]、  原

子激发X射线谱 [3,4]、原子光谱 [5,6] 来获得. 在文献 [7]

中收集了 909个基态均方根核电荷半径, 这些数据

中包含了远离 b 稳定线的核素的核半径. 这表明核

电荷半径的测量已经扩展到远离 b 稳定线的区域.

Rc = r0A
1/3

在核电荷半径的理论计算和实验测量等方面,

人们做出了大量工作. 早期, 人们通常使用简单的

单参数公式  . 在文献 [8,9]中, Nerlo和

A1/3

Z1/3

Z1/3

Pomorski提出包含同位旋的两参数公式与三参数

公式, 指出同位旋与核电荷半径的关系. 文献 [10]

提出含 Casten因子项和 d 项的四参数公式和五参

数公式, 这两个公式给出了核电荷半径与壳效应和

奇偶摆动的关系. 由于以  律的单参数公式缺乏

物理量的解释, 曾谨言 [11,12] 提出了以   律的单

参数公式. 张双全等 [13] 提出含有同位旋的  律

公式, 该公式很好地描述了远离 b 稳定线的核电荷

半径. 另外壳层效应对核电荷半径的影响 [14]、镜像

核电荷半径的差异现象 [15] 和重核及其同位素半径

的研究 [16] 等仍然是热点课题.

本文首先对上述公式进行拟合, 比较公式之间

的优劣. 再考虑到原子核电四极矩与形变的关系,

在三参数公式基础上提出加入电四极矩项的核电

荷半径新公式. 最后对新公式进行改进, 分析新公

式的优点和不足. 

2   原子核电荷半径常用公式

核电荷半径通常由下面的等效半径表示: 
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Rc =

√
5

3
⟨r2⟩1/2, (1)

⟨r2⟩1/2

N ⩽ 8 Z ⩽ 8

A1/3

其中   为均方根电荷半径 , 取文献 [7]中的

909个核电荷半径数据. 由于核电荷有限分布引起

的 1s能级移动很小, 测量其得到的误差较大 [10],

所以将中子数   和质子数   的核素去除.

将剩余的 885个核电荷半径实验值进行最小二乘

法拟合. 先取最简单的核电荷半径公式, 即单参数

公式, 它遵循  律: 

Rc = r0A
1/3, (2)

r0其中  是核电荷半径常数, A 为质量数, 拟合后得

核电荷半径常数 r0 = 1.2269 fm, 拟合图像如图 1

所示, 在轻核和重核区偏离较大, 中间区域符合较

好. 由 (2)式得到的核电荷半径理论值和实验值的

均方根偏差为 

σ =

[
885∑
i=1

(RCal
c −RExpt

c )
2
/885

]1/2

= 0.1224. (3)

r0

r0 r0

A1/3

A1/3

Z1/3

通过实验数据和图 1的分析表明  不是一个常数,

对于轻核,   较大, 到了重核  逐渐减小. 这种系

统性的偏离表示  律有某些物理内容的缺失. 为

了解决   律在轻核与重核的偏离, 曾谨言 [11,12]

依据实验数据提出电荷半径的  律: 

Rc = r0Z
1/3. (4)

A1/3 σ Z1/3

A1/3

用最新数据拟合得到 r0 = 1.6394 fm, 均方根偏差

s = 0.0939 fm, 拟合图像如图 1中右图所示. 对比

 律 (2)式,    减小了 0.0285 fm, 这说明了  

律比   律描述得更好. 在文献 [8,9]中提到两参

数公式: 

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A

)
A1/3, (5)

(N − Z)/A

β

Z ⩾ 8

1/A

式中有一个同位旋项  , 加入此项的目的

是将远离  稳定线的核素的核电荷半径变化趋势更

好 地 描 述 , 拟 合 (5)式 得 到 拟 合 参 数 r0  =

1.2827 fm, a = 0.2700, 均方根偏差 s = 0.0855 fm.

为了更好地描述   的偶偶核元素, (5)式加入

 项, 得到三参数公式 [9]: 

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A
+ b

1

A

)
A1/3. (6)

拟合 (6)式得到参数 r0 = 1.2331 fm, a = 0.1461,

b = 2.3301, 均方根偏差 s = 0.0510 fm. (6)式是

目前描述电荷半径变化较好的公式之一, 也是应用

较为广泛的公式. 对比于 (5)式和 (6)式, 文献 [13]

提出如下公式: 

Rc = r0

(
1 + a

N −N∗

Z

)
Z1/3, (7)

N∗ β N/Z其中  表示  稳定线上核素的中子数,   是与

同位旋相关的物理量 , 拟合 (7)式得到 r0  =

1.6312 fm,  a  = 0.0627,   均 方 根 半 径 s  =

0.0618 fm.

为了更好地描述原子核电荷半径的变化规律,

文献 [10]提出以下两个公式: 

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A
+ b

1

A
+ c

P

A

)
A1/3, (8)

 

Rc=r0

(
1− a

N − Z

A
+b

1

A
+c

P

A
+d

δ

A

)
A1/3. (9)
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Rc = r0A1/3 Rc = r0Z1/3 Rc = r0A1/3 Rc = r0Z1/3图 1      与   的拟合曲线 (左图是   的拟合曲线, 右图是   的拟合曲线)

Fig. 1. The fitting curve of the Eqs. (2) and (4).(The left picture is the fitting curve of the Eq. (2) and the right picture is the fit-

ting curve of the Eq. (4)). 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 16 (2020)    162101

162101-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


Casten

NpNn/(Np +Nn) Casten

δ

(8)式和 (9)式中考虑到壳效应对核电荷半径的影

响, 引入 P 项, P 代表  因子 [17,18], 实质意义是

质子与中子的相互作用, 质子与中子的相互作用是

导致原子核集团运动和形变的重要因素之一 [19].

P 具体的表达式是  ,   因子广

泛地应用于相位转移、形变、激发态性质、转动惯

量等方面 [20−23].   项是描述奇偶摆动现象, 在同位

素链中偶偶核的电荷半径比相邻的两个奇偶核的

电荷半径的平均值大, 奇奇核的电荷半径比相邻的

两个奇偶核的电荷半径的平均值小 [10]. 可粗略

表示为: 偶偶核的 d = 1, 奇奇核的 d = –1, 其他

情况的 d = 0. 对 (8)式拟合, 得到拟合参数 r0 =

1.2262 fm, a =  0.1473,  b =  1.9876,  c =  0.3993,

均方根偏差 s = 0.0273 fm. 对 (9)式 拟合, 得到

拟合参数 r0 = 1.2262 fm, a = 0.1472, b = 1.9952,

c = 0.4030, d = 0.1093, 均方根偏差 s = 0.0266 fm.

(8)式和 (9)式的均方根偏差都很小, 可以较好地

描述核半径的变化. 

3   形变与核电荷半径的关系

核的形变与核半径密切相关, 其中原子核的

电四极矩是反映原子核电荷分布偏离球对称程

度的物理量 [24]. 电四极矩也是理解原子核内物质

分布 [25,26]、检验核模型 [27]、核子与核子的相互作用

的基本观测量之一 [28,29]. 原子核电四极矩的研究引

起了许多核物理的热点课题. 包括其中的奇异核粒

子的研究 [30]、原子核形状共存的研究 [31]、以及壳演

化的研究. 经过多年的研究, 人们对电四极矩有了

大致的了解, 也开发了一系列的计算方法. 但是由

于核结构较为复杂, 所以电四极矩的理论计算和实

验测量都存在困难, 目前的实验测量和理论计算仍

不尽完善 . 电四极矩值随着核子数有着周期性

变化 , 计算出的理论值与实验值相比有较大的

偏差 [32].

电四极矩可由电势的多极展开得到, 原子核的

内禀电四极矩有积分表示方法与张量表示方法, 具

体计算过程见文献 [33], 得到的内禀电四极矩表示为 

Q0 =
ρ

e

∫
v

(3z2 − r2)dτ, (10)

Q0 =
2

5
Z(c2 − a2)

其中 e 是质子的电荷元 , 代入积分上下限 , 得

 , Z 为原子核的核电荷数.

ε=
∆R

R
=

c−R

R

4

3
πR3 =

4

3
πa2c

a = R(1 + ε)−
1
2 = R (1− ε/2)

假设与椭球体等体积球体的半径为 R, 定义形变

参量   , 由等体积性   ,

得到半轴长   , 则形变

参量与内禀电四极矩的关系为 

Q0 = (6/5)ZR2ε. (11)

ε由 (11) 式可计算出形变参量  , 计算结果表明, 大

多数原子核的形变参量都很小, 说明大多数核是偏

离不大的非球形核. 在文献 [33]中提出电四极矩与

内禀电四极矩的关系为 

Q =
I(2I − 1)

(I + 1)(2I + 3)
Q0, (12)

I = 1/2

N ⩽ 8 Z ⩽ 8

Q∗

Q∗/A

当总自旋 I = 0或   时, 电四极矩 Q 一定为

0. 有了理论的支持, 再从文献 [34]中取出 378个

基态电四极矩, 去除中子数   和质子数  

的核素, 剩余 368个基态电四极矩. 这些电四极矩

有正值与负值, 其中电四极矩的大小代表原子核偏

离球形的程度, 正负号代表偏离的方向. 把电四极

矩取绝对值, 表示成  , 并在三参数公式 (6) 式的

基础上, 加上一个  的项, 得到 

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A
+ b

1

A
+ c

Q∗

A

)
A1/3. (13)

拟合 (13)式得到参数 r0 = 1.2221 fm, a = 0.1350,

b = 2.4698, c = 0.8976, 均方根偏差 s = 0.0397 fm.

拟合图像如图 2所示, 相比图 1, 图 2在轻核区和

重核区符合更好.

与应用广泛的 (6)式拟合的结果相比, 均方根

偏差下降了, 说明用 (13)式能够较好地描述核电

荷半径的变化趋势.
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Fig. 2. The fitting curve of the Eq. (13). 
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Q0 Q∗
0

Q∗

由 (12)式可知, Q 还与总自旋 I 有关, 继续从

文献 [34]中取出对应的 368个核素的总自旋 I, 反

求内禀电四极矩   , 并取绝对值, 表示成   , 替

换 (13)式中的  , 得到
 

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A
+ b

1

A
+ c

Q∗
0

A

)
A1/3. (14)

拟合 (14)式, 得到参数 r0 = 1.2220 fm, a = 0.1410,

b = 2.4200, c = 0.3643, 均方根偏差 s = 0.0372 fm.

拟合图像如图 3所示, 图 3在重核的一些区域表现

得更平滑.

δ再取 (9)式中能反映奇偶摆动现象的   项, 将

其加入 (14)式中得到 (15)式:
 

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A
+ b

1

A
+ c

Q∗
0

A
+ d

δ

A

)
A1/3.

(15)

拟合 (15)式 , 得到参数   r0  =  1.2223  fm,  a  =

0.1421, b = 2.4577, c = 0.3660, d = 0.1705, 均方

根偏差 s = 0.0369 fm. 拟合图像如图 4所示.

为了看出 (13)式—(15)式在具体的同位素链

中拟合的好坏程度, 选取两个满壳附近的核 Ba和

Fr, 与 两 个 远 离 满 壳 附 近 的 核 Ho和 Lu. 把

(13)式—(15)式计算的理论的核电荷半径值与实

验值进行对比, 结果如图 5所示. 可以看出, 在实

验曲线上的一些跳跃和转折, (13)式并不能很好地

体现. 这些跳跃和转折现象与奇偶摆动、壳效应、
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Fig. 3. The fitting curve of the Eq. (14). 
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图 5    Ba和 Fr, Ho和 Lu四个同位素链核电荷半径的实验值与 (13)式—(15)式计算的核电荷半径理论值的对比

Fig. 5. The experimental values of the nuclear charge radii of Ba and Fr, Ho and Lu isotopic chains are compared with the theore-

tical values calculated by Eqs. (13)–(15). 
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形变相关. 把电四极矩项转变为内禀电四极矩项之

后, 均方根偏差下降, 说明含有内禀电四极矩的

(14)式与实验曲线符合得更好, 且 (14)式在跳跃

与转折的地方有了些许改善. 在加入了奇偶摆动项

之后, 在跳跃与转折的地方符合得更好, 但是在一

些没有出现跳跃与转折的地方, (15)式却表现出来

跳跃与转折, 这表明仅仅加入这些项还是不足以描

述核电荷半径复杂的变化.

为了从整体上看出理论值与实验值的差距, 计

∆R ∆R

∆R

∆R ∆R

∆R

算了核电荷半径的实验值与 (13)式—(15)式计算

的理论值的差值   , 做出   随质子数 Z 变化,

结果如图 6所示. 可以看出, 整体趋势上 (15)式得

出的结果比 (13)式和 (14)式更加集中, 也印证了

(15)式得出的均方根偏差最小. (13)式计算的 

相对比较分散, 但在 Z = 10的轻核区, (13)式有

少数核的  比 (14)式和 (15)式的  小. 在图 6

中还可以看到, 传统幻数 Z = 28, 50, 82所对应的

 接近于零, 也印证了电四极矩与壳效应相关.

表 1    各种核电荷半径公式
RcTable 1.    The mentioned equations for nuclear charge radius   .

公式 参数 s/fm

Rc = r0A1/3 r0 = 1.2269 fm s = 0.1224

Rc = r0Z1/3 r0 = 1.6394 fm s = 0.0939

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A

)
A1/3 

r0 = 1.2827 fm, a = 0.2700 s = 0.0855

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A
+ b

1

A

)
A1/3 

r0 = 1.2331 fm, a = 0.1461, b = 2.3301 s = 0.0510

Rc = r0

(
1 + a

N −N∗

Z

)
Z1/3 

r0 = 1.6312 fm, a = 0.0627 s = 0.0618

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A
+ b

1

A
+ c

Q∗

A

)
A1/3 

r0 = 1.2221 fm, a = 0.1350, b = 2.4698, c = 0.8976 s = 0.0397

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A
+ b

1

A
+ c

Q∗
0

A

)
A1/3 

r0 = 1.2220 fm, a = 0.1410, b = 2.4200, c = 0.3643 s = 0.0372

Rc = r0

(
1− a

N − Z

A
+ b

1

A
+ c

Q∗
0

A
+ d

δ

A

)
A1/3 

r0 = 1.2223 fm, a = 0.1421, b = 2.4577,
c = 0.3660 d = 0.1705

s = 0.0369
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图 6    计算 368个核电荷半径的实验值分别与 (13)式—(15)式计算的理论值的差值 . (从上到下依次为核电荷半径的实验值与

(13)式的差值图, 核电荷半径的实验值与 (14)式的差值图, 核电荷半径的实验值与 (15)式的差值图)

Fig. 6. The  difference  between  the  experimental  value  of  368 nuclear  charge  radii  and  the  theoretical  value  calculated  by  Eqs.

(13)–(15) , respectively. 
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对于轻核区, (13)式—(15)式的拟合结果不是很

好, 计算的理论值和实验值差值较大, 这说明仅仅

通过几个参数来精准地描述核电荷半径的变化趋

势是很困难的. 以后还需要挖掘出蕴含在更深层的

物理内容来对其进行补充. 最后, 将本文所提及的

公式列在表 1中, 可以直观地看到各公式拟合的参

数和精确程度. 

4   结论与展望

本文对已有的核电荷半径实验数据和已经提

出的核电荷半径公式进行验证. 并在三参数的基础

上加入了电四极矩项, 发现计算结果的均方根偏差

下降. 在已有的电四极矩数据的基础上, 又求出内

禀电四极矩. 替换拟合公式中原本的电四极矩项,

发现在质子数 Z = 28, 50, 82附近元素的实验值

与公式计算的理论值相差非常小, 说明了内禀电四

极矩项的加入, 很好地反映了壳效应的变化趋势,

继续加入奇偶摆动项之后, 进行拟合并计算均方根

偏差, 发现均方根又减小了. 相比于已经提出的公

式, 新提出的公式更好地反映了原子核形变、壳效

应和奇偶摆动等变化趋势, 在计算精度上也有所提

高, 这将为今后的实验提供有益的参考.
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Abstract

Z1/3 A1/3

δ

Based on the existing experimental data of nuclear radius, the previous formula of nuclear charge radius is

verified and discussed. Comparing the formula of the single-parameter nuclear charge radius, it is proved that

the formula of    law is better than the formula of    law. We refitted the two-parameter formula and the

three-parameter formula that have been proposed and confirmed that the two-parameter and three-parameter

formula fit better than the single-parameter formula. It is shown that show that the deformation plays a key

role  in  the  nuclear  charge  radius.  The  electric  quadrupole  moment  is  an  important  physical  quantity

representing the properties of the nucleus. Its appearance indicates the deviation from spherical symmetry and

also  reflects  the  size  of  the  nuclear  deformation.  The  electric  quadrupole  moment  is  also  one  of  the  basic

observations to understand the distribution of matter within the nucleus, to examine the nuclear model, and to

observe  nucleon-nuclear  interactions.  Taking  into  account  the  relationship  between  the  nuclear  quadrupole

moment and the deformation, the electric quadrupole moment factor is added to the original three-parameter

formula to obtain a new formula for the nuclear charge radius. Fitting the four-parameter formula, it is found

that the theoretical  value of the nuclear charge radius is  in good agreement with the experimental value,  the

root-mean-square  deviation  is  0.0397  fm.  Considering  the  relationship  between the  total  spin  and the  electric

quadrupole  moment,  the  intrinsic  electric  quadrupole  moment  is  obtained  and  brought  into  the  formula  for

fitting,  and  the  root-mean-square  deviation  further  decreases,the  root-mean-square  deviation  is  0.0372  fm.

Finally,  considering the universality  of  odd-even staggering,  we add the      term that  can reflect  the odd and

even oscillation phenomenon, and the root-mean-square deviation obtained by the formula is  0.369 fm, which

better  reflects  the  relationship  between  the  deformation  and  the  nuclear  charge  radius.  Compared  with  the

formulas already proposed, the new formula can better reflect the variation trend of nuclear deformation, shell

effect,  odd-even  staggering,  etc.,  and  the  calculation  accuracy  is  also  improved,  which  can  provide  a  useful

reference for future experiments.
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