
 

Straining 流对柱状晶体在三元过冷
熔体中生长的影响*
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研究了三元过冷熔体中柱状晶体在非等温条件下受 straining流作用的生长问题, 给出了柱状晶体生长

形态的近似解析表达式. 发现流入的 straining流加快了界面的生长速度, 而流出的 straining流减缓了界面的

生长速度, 即 straining流使得柱状晶体的界面发生变形. 同时发现, 随着流动速度的增大, 界面变形也更为显

著. 通过比较 straining流对纯熔体、二元熔体、三元熔体中柱状晶体界面的影响, 发现相比于纯熔体, 柱状晶

体在稀合金熔体中的界面形态受 straining流的影响更大.
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1   引　言

在材料科学领域, 凝固过程可以看作是传热、

传质的过程, 它决定着材料晶体微结构的形态及生

长, 进而决定着材料的性能. 自Mullins和 Sekerka[1]

开创性地研究了熔体中球形粒子的生长问题以来,

许多研究者开始关注这一理论, 并陆续推广到不同

几何形状粒子的生长问题 [2−12]. 柱状晶体作为一种

重要的微结构, 其生长技术特别是单个晶体的生长

技术对于提升半导体、光学等相关产品的性能有着

重要的作用 .  Coriell和 Parker[13] 研究了溶质扩

散、表面张力各向异性及界面动力学对柱状冰界面

形态稳定性的影响, 得出了柱状晶体生长的临界半

径. 陈亚军等 [14] 通过实验说明了柱状晶体受晶粒

淘汰机制和合并机制的共同作用. Du等 [15] 利用相

场法研究了柱状晶体的生长问题, 指出生长前沿浓

度的不均匀是产生不规则柱状晶体的原因. 因为流

动可以促使凝固前沿浓度的不均匀, 当然也就可以

通过流动来控制柱状晶体的界面形态. 基于上述思

想一些研究者开始研究各种流动对柱状晶体生长

界面形态的影响. 例如, Murakami等 [16] 通过实验

研究发现柱状晶体在 Cu-Al二元熔体中生长时向

来流方向偏转, 且其偏转角是流动大小和熔体浓度

共同作用的结果. Szajnar[17] 研究了 Al-Cu合金的

凝固过程, 指出温度的变化不足以使柱状晶向等轴

晶转变, 其在实验中通过强加磁场使液态金属产生

流动, 从而使凝固界面的浓度发生变化.

在许多实际应用中一些研究者研究了多组分

熔体的凝固问题. 例如, Altieri和 Davis[18] 研究了

多组分熔体的凝固问题, 通过线性稳定性分析得出

了随着组分的增加凝固前端变得更加不稳定的结

论. 由此可见需要研究多组分熔体的凝固问题, 并

深入研究多组分熔体中不同形状晶体微结构的生

长问题. Colin[19] 研究了柱状晶体在三元熔体中弹

性效应对界面形态影响的生长问题, 发现了一个由
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11401021)资助的课题.

†  通信作者. E-mail: chenmw@ustb.edu.cn

© 2020 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 11 (2020)    116401

116401-1

http://doi.org/10.7498/aps.69.20200233
mailto:chenmw@ustb.edu.cn
mailto:chenmw@ustb.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


纯弹性效应引起的不稳定性. 由于熔体中不可避免

地存在流动, 这就需要研究存在流动的多组分熔体

中柱状晶体的生长问题.

本文研究了 straining流对多组分柱状晶体界

面形态的影响, 利用渐近分析方法 [20] 给出了柱状

晶体界面形态的近似表达式. 分析了流动对柱状晶

体界面形态的影响, 并比较了 straining流对多组

分熔体与单组分熔体柱状晶体界面形态影响的

异同. 

2   理论模型

Oxy (r, θ, z)

U = c1xi+ c2yj

i, j x, y

c1, c2 c1 + c2 = 0

∇ ·U = 0 TL TS

TI Ci
S

Ci
L

Di
L ≫ Di

S

T∞ C1
∞ C2

∞

考虑单个初始半径为 a 的无限长柱状晶体在

straining流作用下的多组分过冷稀合金熔体中的

生长问题. 建立以柱状晶体的中心轴为 z 轴, 中心

轴的中点为坐标原点 O, 垂直于中心轴的横截面为

 平面的柱坐标系   . 流场的速度 U是由

远离柱状晶体的 straining流  引起

的, 其中  为直角坐标系下的单位向量,   为直

角坐标,   为常数且满足  , 即连续性

条件  成立. 用  和  分别表示液相和固

相的温度,   表示界面温度,   表示固相第个 i 组

分的浓度,   表示液相第个 i 组分的浓度, 并做如

下假设: 1)扩散的相互作用、浮力效应和熔体压力

忽略不计; 2)液相和固相中的密度相等; 3)由于实

际中固体扩散系数比液体扩散系数小几个数量级,

故而假设溶质在液相中的扩散速率远大于固相, 即

 ; 4) 由于柱状晶体相对于整个熔体来说

较小, 故而根据 Mullins和 Sekerka的观点, 认定

远离柱状晶体几个波长的熔体为远场; 5)假设远

场温度为   , 远场浓度为   和   且都为常数,

并视熔体为不可压缩的牛顿流体.

V =
kL∆T

a∆H
kL

∆T = Te − T∞ Te

T∞ ∆H

Ci
e − Ci

S Ci
e

Ci
S

∆H/(cpρL) kLV /(cpa)

ρL cp

为了突出考虑流动对柱状晶体生长的影响, 采

用如下尺度: 初始半径 a 为长度尺度; 特征速度

 为速度尺度, 其中  表示液相的热传导

系数,   ,   表示平界面的液相平衡温

度,    表示远场温度,    表示熔体单位体积的

潜热;    为浓度尺度, 其中   表示第 i 个组

分的液相平衡浓度,   表示第 i 个杂质的固相浓度;

 为温度尺度;   为压力尺度, 其

中  为熔体的密度,   为熔体的定压比热. 引入无

量纲量 

T̄L =
TL − TM

∆H/(cpρL)
, T̄S =

TS − TM
∆H/(cpρL)

,

C̄1
L =

C1
L − C1

e
C1
e − C1

S
, C̄2

L =
C2
L − C2

e
C2
e − C2

S
,

P̄ =
P

kLV /(cpa)
, Ū =

U

V
, r̄ =

r

a
, t̄ =

t

a/V
. (1)

为方便起见, 省略无量纲头上的“–”, 得到无量纲

控制方程 

ε

(
∂TL
∂t

+U · ∇TL

)
= ∇2TL, (2)

 

ελT
∂TS
∂t

= ∇2TS, (3)
 

ε

(
∂C1

L
∂t

+U · ∂C
1
L

∂r

)
= λ1

D∇2C1
L , (4)

 

ε

(
∂C2

L
∂t

+U · ∂C
2
L

∂r

)
= λ2

D∇2C2
L , (5)

 

ε(U · ∇)U +∇P = Pr∇2U , (6)

其中 

ε =
∆T

∆H/cpρL
, λT =

κL
κS

, λ1
D =

D1
L

κL
,

λ2
D =

D2
L

κL
, κL =

kL
cpρL

, P r =
υ

κL
, (7)

κL κS

D1
L D2

L

Pr υ

∇ ∇2

ε

λT

式中的   表示液相的热扩散系数,    表示固相的

热扩散系数,   和  分别表示液相中第一个组分

和第二个组分的扩散系数,   是普朗特数,   表示

熔体的黏度,    是梯度算子,    表示拉普拉斯算

子.    是无量纲参数, 其值等于 Stefan数的倒数.

无量纲参数  表示液相和固相热扩散系数的比值.

r = R(θ, t)晶体生长控制方程 (2)—(6)在界面 

上满足温度连续性条件、Gibbs-Thomson条件、热

量守恒条件、质量守恒条件、界面无滑移条件. 

TL = TS = TI, (8)
 

TI = εΓ2K − εE−1MKUI −M1
CC

1
L − εM1

e

−M2
CC

2
L − εM2

e , (9)
 

εUI = (KT∇TS −∇TL) · n, (10)
 

εS1
pUI = −∇C1

Ln, (11)
 

εS2
pUI = −∇C2

Ln, (12)
 

U · n = 0, U · τ = 0, (13)

其中 
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Γ =
γ∆TM

a∆H∆T
, E =

∆T

TM
, MK =

V

µTM
,

KT =
kS
kL

, S1
p =

(k1 − 1)(1− C1
0 )

k1λ1
D

,

S2
p =

(k2 − 1)
(
1− C2

0

)
k2λ2

D
, C1

0 =
C1
e

C1
e − C1

S
,

C2
0 =

C2
e

C2
e − C2

S
, M1

C = −m1(C
1
e − C1

S )

∆H/cpρL
,

M2
C = −m2(C

2
e − C2

S )

∆H/cpρL
, M1

e = −m1(C
1
e − C1

∞)

∆T
,

M2
e = −m2(C

2
e − C2

∞)

∆T
,

UI

γ µ kS

kL

τ

其中 K 为界面的局部平均曲率,   表示界面生长

速度,   为表面自由能,   为界面动力学系数,   和

 分别表示固相和液相的热传导系数, n表示单位

外法线向量,   表示单位切向向量.

晶体控制方程 (2)—(6)还应满足下面的远场

条件、初始条件、界面分离条件.

r → ∞远场条件, 当  时, 有 

TL → −ε, C1
L → −C1

L,∞ε,

C2
L → −C2

L,∞ε, U → Axi+Byj, (14)

其中 

C1
L,∞ =

(C1
e − C1

∞)∆H

(C1
e − C1

S )cpρL∆T
,

 

C2
L,∞ =

(C2
e − C2

∞)∆H

(C2
e − C2

S )cpρL∆T
,

 

A = c1a/V, B = c2a/V,

A+B = 0且有  成立.

初始条件 

R(θ, 0) = 1. (15)

界面分离条件 

Ci
S = kiC

i
L, (16)

ki其中  表示液相第 i 个组分的分离系数.

r = εr, r, r, θ,

由于界面附近的热传递、质量传递与远离界面

处的情况有较大的区别, 因而界面附近的区域和远

离界面的熔体区有不同的尺度 . 故引入慢变量

  把             t 视为独立的变量 , 则 (2)—

(16)式变为 

ε
∂TL
∂t

+ ε(U · ∇)TL + ε2ur
∂TL
∂r̄

= ∇2TL + 2ε
∂2TL
∂r∂r̄

+ ε2
∂2TL
∂r̄2

+
ε

r

∂TL
∂r̄

, (17)
 

ελT
∂TS
∂t

= ∇2TS + 2ε
∂2TS
∂r∂r̄

+ ε2
∂2TS
∂r̄2

+
ε

r

∂TS
∂r̄

, (18)
 

ε
∂C1

L

∂t
+ ε(U · ∇)C1

L + ε2ur
∂C1

L
∂t

= λ1
D

(
∇2C1

L+2ε
∂2C1

L
∂r∂r̄

+ε2
∂2C1

L
∂r̄2

+
ε

r

∂C1
L

∂r̄

)
, (19)

 

ε
∂C2

L

∂t
+ ε(U · ∇)C2

L + ε2ur
∂C2

L
∂t

=λ2
D

(
∇2C2

L + 2ε
∂2C2

L
∂r∂r̄

+ε2
∂2C2

L
∂r̄2

+
ε

r

∂C2
L

∂r̄

)
, (20)

 

∇U + ε
∂ur

∂r̄
= 0, (21)

 

ε(U · ∇)U + ε2ur
∂U

∂r̄

= Pr
(
∇2U + 2ε

∂2U

∂r∂r̄
+ ε2

∂2U

∂r̄2
+

ε

r

∂U

∂r̄

)
, (22)

U = (ur, uθ)其中  .

界面条件为 

TI = TL = TS = 2εΓK − εE−1MKUI −M1
CC

1
L

−M2
CC

2
L − εM1

e − εM2
e , (23)

 

εUI = (KT∇TS −∇TL) ·n+ ε
∂

∂r̄
(KTTS − TL), (24)

 

εS1
pUI = −∇C1

L · n− ε
∂

∂r̄
C1
L , (25)

 

εS2
pUI = −∇C2

L · n− ε
∂

∂r̄
C2
L . (26)

r → ∞远场条件, 当  时, 有 

TL → −ε, C1
L → −C1

L,∞ε, C2
L → −C2

L,∞ε,

ur → r(Acos2θ +Bsin2θ),

uθ → r(B −A) sin θ cos θ. (27)

初始条件为 

R(θ, 0) = 1. (28)
 

3   渐近解

∆H/(cpρL)

∆H = 1.830× 109 cp

ρL ∆H/(cpρL)

∆H = 1.0676× 109 cp

ρL ∆H/(cpρL)

ε

对于典型的金属,   通常为几百K. 如

Cu的   J·m–3,    = 390 J·kg–1·K–1,

   =  8930 kg·m–3,      =  525 K.  Al的

   J·m–3,     =  1084  J·kg–1·K–1,

  = 2700 kg·m–3,     = 365 K, 因此无

量纲参数  实际上是一个小量, 即 
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ε =
∆T

∆H/CPρL
≪ 1. (29)

ε → 0当   时 , 采用类似于 Vogel和 Cantor[20]

的方法, 求解柱状晶体生长系统 (17)式—(28)式

的渐近解. 在界面附近的区域, 做如下展开:
 

TL = εTL0 + ε2TL1 + · · · , TS = εTS0 + ε2TS1 + · · · ,

C1
L = εC1

L0 + ε2C1
L1 + · · · , C2

L=εC2
L0+ε2C2

L1 + · · · ,

R = R0 + εR1 + · · · , R̄ = R̄0 + εR̄1 + · · · , (30)

R̄ = εR R̄0 = εR0 R̄1 = εR1.其中  ,   ,  

界面平均曲率可以展开为
 

K = − 1

R0
+

ε

R2
0

(
∂2

∂θ2
+ 1

)
R1 + · · · . (31)

∂/∂t = O(1)假设   , 把 (29)式—(31)式代入

(17)式—(28)式可得出首阶近似.

首阶解的控制方程为
 

∇2TL0 = 0, ∇2TS0 = 0, ∇2C1
L0 = 0,

∇2C2
L0 = 0, ∇U0 = 0, ∇2U0 = 0. (32)

R = R0在柱晶界面  上, 有
 

TL0 = TS0 = − 2Γ

R0
− E−1MK

dR0

dt
−M1

CC
1
L0

−M2
CC

2
L0 −M1

e −M2
e , (33)

 

dR0

dt
= KT

∂TS0
∂r

− ∂TL0
∂r

, (34)
 

S1
p
dR0

dt
= −∂C1

L0
∂r

, (35)
 

S2
p
dR0

dt
= −∂C2

L0
∂r

, (36)
 

U0 = 0, (37)

r → ∞远场条件: 当  时
 

TL0 → −1, C1
L0 → −C1

L,∞, C2
L0 → −C2

L,∞,

ur = r(Acos2θ +Bsin2θ),

uθ → r(B −A) sin θ cos θ. (38)

初始条件:
 

R(θ, 0) = 1. (39)

U = (ur, uθ)因为  满足方程 (32), 故有下列方程成立:
 

∂ur

∂r
+

ur

r
+

1

r

∂uθ

∂θ
= 0, (40)

 

1

r

∂ur

∂r
+

∂2ur

∂r2
+

1

r2
∂2ur

∂θ2
− 2

r2
∂uθ

∂θ
− 1

r2
ur = 0, (41)

 

1

r

∂uθ

∂r
+

∂2uθ

∂r2
+

1

r2
∂2uθ

∂θ2
+

2

r2
∂ur

∂θ
− 1

r2
uθ = 0, (42)

r → ∞由远场条件 (38)式可知, 当  时有
 

ur → Ar cos(2θ), uθ → −Ar sin(2θ). (43)

由 (40)式—(43)式解得
 

ur =

(
r − R4

0

r3

)
A cos(2θ),

uθ =

(
−r − R4

0

r3

)
A sin(2θ),

类似于文献 [21], 可求得温度场和浓度场的首阶近

似解为:
 

TL0(t)=R0
dR0

dt
(Aλ + lnR0 − ln r)eR0−r−1, (44)

 

TS0 = AλR0
dR0

dt
− 1, (45)

 

C1
L0(t) = S1

pR0
dR0

dt
(Aλ + lnR0 − ln r)eR̄0−r̄ − C1

L,∞,

(46)
 

C2
L0(t) = S2

pR0
dR0

dt
(Aλ + lnR0 − ln r)eR̄0−r̄ − C2

L,∞,

(47)

Aλ = lnR∞ − lnR0 = N/(2λ2) > 0, λ

λ2 ln(ν2λ2)+N=0 N≪1, ln ν2=0.5772

其中       是方程

 的一个解.      .

R0由界面条件可得柱状晶体半径  的首阶近似

解满足下列微分方程:
 

dR0/dt =

R0 − 2Γ

R0(AλR0 +M1
CS

1
pR0Aλ +M2

CS
2
pR0Aλ + E−1MK)

,

R0(0) = 1. (48)

因此有
 

t = [4Γ 2Aλ(M
1
CS

1
p +M2

CS
2
p + 1) + 2ΓMKE

−1]

× ln[(R0 − 2Γ )/(1− 2Γ )]

+ [2ΓAλ(M
1
CS

1
p +M2

CS
2
p + 1) + E−1MK](R0 − 1)

+
Aλ

2
(M1

CS
1
p +M2

CS
2
p + 1)(R2

0 − 1). (49)

dR0

dt
< 0

dR0

dt
> 0

由 (48)式可知 , 当   时 , 晶体收缩 ; 当

 时, 晶体生长.

一阶渐近解的控制方程为
 

∂TL0
∂t

+(U0·∇)TL0 = ∇2TL1+2
∂2TL0
∂r∂r̄

+
1

r

∂TL0
∂r̄

, (50)
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λS
∂TS0
∂t

= ∇2TS1 + 2
∂2TS0
∂r∂r̄

+
1

r

∂TS0
∂r̄

, (51)
 

∂C1
L0

∂t
+ (U0 · ∇)C1

L0

= λ1
D

(
∇2C1

L1 + 2
∂2C1

L0
∂r∂r̄

+
1

r

∂C1
L0

∂r̄

)
, (52)

 

∂C2
L0

∂t
+ (U0 · ∇)C2

L0

= λ2
D

(
∇2C2

L1 + 2
∂2C2

L0
∂r∂r̄

+
1

r

∂C2
L0

∂r̄

)
, (53)

其满足下面的界面条件:
 

TL1 = TS1 +
dR0

dt
R1 +AλR0

dR0

dt
R̄1, (54)

 

TS1 =
2Γ

R2
0

(
∂2

∂θ2
+ 1

)
R1 − E−1MK

dR1

dt
−M 1

CC
1
L1

−M 2
CC

2
L1 + (M 1

CS
1
p +M2

CS
2
p)
dR0

dt
R1

+ (M1
CS

1
p +M2

CS
2
p )R0

dR0

dt
R̄1, (55)

 

dR1

dt
= KT

∂TS1
∂r

− ∂TL1
∂r

− R1

R0

dR0

dt

+AλR0
dR0

dt
−AλR0

dR0

dt
R̄1, (56)

 

S1
p
dR1

dt
= − ∂C1

L1
∂r

−
S1
p

R0

dR0

dt
R1

− S1
P
dR0

dt
R̄1 + S1

pR0Aλ
dR0

dt
, (57)

 

S2
p
dR1

dt
= − ∂C2

L1
∂r

−
S2
p

R0

dR0

dt
R1

− S2
p
dR0

dt
R̄1 + S2

pR0Aλ
dR0

dt
. (58)

r → ∞远场条件: 当  时, 有
 

TL1 → 0, C1
L1 → 0, C2

L1 → 0, (59)

初始条件
 

R1(θ, 0) = 0. (60)

类似于文献 [21], 可求得一阶近似解为
 

TL1 = CL0 + CL2r
−2 cos(2θ) + T ∗

L10 + T ∗
L12 cos(2θ),

(61)
 

TS1 = CS0 + CS2r
2 cos(2θ) + T ∗

S10, (62)
 

C1
L1 = C1

C0 + C1
C2r

−2 cos(2θ) + C1∗
C10 + C1∗

C12 cos(2θ),
(63)

 

C2
L1 = C2

C0 + C2
C2r

−2 cos(2θ) + C2∗
C10 + C2∗

C12 cos(2θ),
(64)

 

R1 = g0 + g2 cos(2θ), (65)

CL0, CL2, T ∗
L10, T ∗

L12, CS0, CS2, T ∗
S10,

C1
C0, C1

C2, C1∗
C10, C1∗

C12, C2
C0, C2

C2, C2∗
C10, C2∗

C12,

dg0
dt

,
dg2
dt

,
db0
dt

其中参数                          

                            

       的取值见附录.

综上可得温度场、浓度场及界面半径的渐近

解为: 

TL = εTL0 + ε2[CL0 + CL2r
−2 cos(2θ)

+ T ∗
L10 + T ∗

L12 cos(2θ)] + · · · , (66)
 

TS = εTS0+ε2[CS0+CS2r
2 cos(2θ)+T ∗

S10]+· · · , (67)
 

C1
L = εC1

L0 + ε2[C1
C0 + C1

C2r
−2 cos(2θ)

+ C1∗
C10 + C1∗

C12 cos(2θ)], (68)
 

C2
L = εC2

L0 + ε2[C2
C0 + C2

C2r
−2 cos(2θ)

+ C2∗
C10 + C2∗

C12 cos(2θ)], (69)
 

R = R0 + ε[g0 + g2 cos(2θ)] + · · · . (70)

界面生长速率是 

UI =
∂R

∂t
=

dR0

dt
+ ε

[
dg0
dt

+
dg2
dt

cos(2θ)
]
+ · · · .

(71)
 

4   讨　论

利用渐近方法研究了非等温条件下多组分稀

合金熔体中柱状晶体生长的数学模型, 获得了柱状

晶体生长模型界面的近似解析解. 由所得出的解析

解表达式 (71)式, 可以定量分析 straining流对柱

状晶体界面形态的影响. 由图 1可以直观地发现

在 straining流的作用下, 柱状晶体的界面形态发

生了明显的变化, 即柱状晶体生长的横截面不再保

持圆形. 图 2给出了柱状晶体在 straining流下生

长的界面形态. 图 3给出了不同强度的 straining

流对柱状晶体界面形态的影响, 可以看出流入的

straining流加强了界面的生长速度 , 流出的

straining流降低了界面的生长速度, 由此产生了不

规则的柱状晶体. 这从物理含义方面理解实际上是

由于流动改变了界面前沿的浓度, 导致晶体生长前

沿浓度的不均匀, 从而产生了不规则的柱状晶体.

这一结论与文献 [15]的结论是一致的, 但需要指出

的是, 我们给出的解析解可以定量地描述这一问
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题, 从而为将来通过流动来精确控制柱状晶体的界

面形态打下良好的基础. 图 4给出了在固定强度

straining流影响下, 柱状晶体界面形态随时间变化

的生长过程, 这一发现的物理意义在于可以动态地

预测某一时刻柱状晶体界面的形态. 图 5比较了

straining流对多组分熔体和纯熔体中柱状晶体界
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Fig. 1. The  morphology  evolution  of  columnar  crystal  in  a

straining flow on the cross-section of   plane at  

where               
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m2 = −2.33, E = 0.3, Mk = 0.01, kT = 1.23, λS = 0.01,

λ1
D = 0.01, λ2D = 0.02, ε = 0.05, A = 0.9

Fig. 2. The  morphology  evolution  of  columnar  crystal  in  a

straining  flow  at      where       

            

            

          .
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图 3    不同强度的应变流对柱状晶体界面形态的影响, 其
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D = 0.01, λ2D = 0.02, ε = 0.05.

Fig. 3. Interface  morphology  of  columnar  crystals  affected

by  different  sizes  of  straining  flow,  where   

            

            

                

A is 0.9, 0.6, 0.3, 0 from left to right, respectively. 
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Fig. 4. Evolution of columnar crystal interface with time in

the    plane, where        

              m2  =

–2.33,  E  =  0.3,  Mk  =  0.01,  kT  =  1.23,   

          .
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面形态影响, 发现多组分稀合金熔体中的柱状晶体

界面形态受 straining流的影响更大. 文献 [18]在

研究多组分熔体的凝固问题时指出, 随着组分的增

加凝固前端变得更加不稳定, 这与我们的结论是一

致的. 图 6比较了 straining流对二元熔体和三元

熔体中柱状晶体界面形态影响, 发现熔体中组分的

多少, 并不是柱状晶体界面形态变化的决定性因

素, 即不能说明三元柱状晶体的界面形态比二元柱

状晶体的界面形态更容易受 straining流的影响.

由图 7柱状晶体界面杂质浓度  随  的变化情况,

可以看出柱状晶体的界面形态主要是由界面附近

的溶质浓度决定的. 实际上通过 (71)式可以发现,

相比于纯熔体中柱状晶体的生长, 在多组分熔体中

生长的柱状晶体的界面形态表达式更为复杂, 其中

参数   和   对界面

形态有着重要的影响 . 为了便于分析我们假设

 , 即液相中第一个组分和第二个组分的扩

散系数相等 , 容易得出   . 这时只需分析

 对 于 界 面 形 态 的 影 响 即 可 . 由

 容易看出相比于纯熔体, 多组分熔

体中柱状晶体的界面形态还主要受液相线斜率

 以及液相中第 i 个杂质组分浓度  的影响,

实 际 上 这 正 是 受 到 成 分 过 冷 (constitutional

undercooling)影响的结果. 通过上面的分析可以

得到以下结论, 稀合金熔体中柱状晶体的界面形态

比纯熔体中的柱状晶体的界面形态受 straining流

的影响更为显著. 
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Fig. 5. Effect of straining flow on the interface morphology

of  columnar  crystals  in  different  impurity  content,  where
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图 7    在   平面上, 柱状晶体界面杂质浓度   随   的变

化情况 , 其中           

            

            

            

R, θ t = 256,

Γ = 0.25, M1
C = 0.01, M2

C = 0.02, C2
L,∞ = 3.0, Aλ = 3.3,

m1 = −1.6, m2 = E = 0.3, Mk = 0.01, kT = 1.23,

λS = 0.01, λ1D = 0.01, λ2D = 0.02, ε = 0.05, A = 0.9

Fig. 7. The change  of  impurity  concentration  at  the   inter-

face of columnar crystal in the     plane, where   

            

     –2.33        

             .
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5   结　论

本文从理论上研究了 straining流对三元过冷

熔体中柱状晶体生长的影响. 通过计算给出了晶体

生长界面的解析表达式 , 由表达式可以看出

straining流是产生不规则柱状晶体的重要原因. 在

分析 straining流对三元熔体中柱状晶体生长的影

响时, 发现流入的 straining流加快了界面的生长

速度, 而流出的 straining流减缓了界面的生长速

度. 同时发现随着流动速度的增大, 界面变形也更

为显著. 我们比较了纯熔体、二元熔体和三元熔体

中柱状晶体的生长, 发现合金熔体中柱状晶体的生

长受 straining流的影响更为显著. 
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dg0
dt

+ S2
p

(
2AλR

2
0 − g0 −

R0

4λ2
D
b0

)
dR0

dt

− R2
0

4

1

λ2
D
S2
p
db0(t)
dt

(Aλ + 1)− R2
0

4λ2
D
S2
p b0(t)

dḡ0
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ḡ2, (A13)

 

C2∗
C10 =

1

4
r2

1

λ2
D
S2
p

(
db0(t)
dt

+ b0(t)
dR̄0

dt

)
(Aλ + lnR0 + 1− ln r)eR̄0−r̄0

+ rS2
pR0

dR0

dt
(ln r −Aλ − lnR0)eR̄0−r̄0 +

r2

4

1

λ2
D
S2
p
b0
R0

dR0

dt
eR̄0−r̄0 , (A14)

 

C2∗
C12 = −1

4

1

λ2
D
A0R

5
0S

2
p
dR0

dt
eR̄0−r̄r−2 ln r − 1

4

1

λ2
D
A0R0S

2
p
dR0

dt
eR̄0−r̄r2 ln r, (A15)

 

dg0
dt

= − 1

R0

dR0

dt
g0 +

1

2
b0(t)

dR0

dt
+

1

2

(
kTλSAλ +Aλ +

1

2

)
R0(t)

db0
dt

+(2Aλ − 1)R0
dR0

dt

−AλR0
dR0

dt
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Abstract

As an important microstructure, columnar crystal growth technology, especially the growth technology of

single columnar crystal plays an important role in improving the performances of semiconductor, optical devices

and other related products. In many practical applications, because the alloy is composed of multi-component

and  there  is  inevitably  flow  in  the  melt,  it  is  necessary  to  study  the  growth  of  columnar  crystals  in  multi-

component melt with flow separately. The growth of columnar crystal in a ternary undercooled melt subjected

to  straining  flow  under  non-isothermal  conditions  is  studied,  and  the  approximate  analytical  expression  for

growth morphology of columnar crystal is given by using asymptotic method. It can be seen from the expression

that straining flow is an important reason for irregular columnar crystal. When analyzing the effect of straining

flow  on  the  growth  of  columnar  crystal  in  ternary  melt,  it  is  found  that  the  incoming  flow  accelerates  the

growth velocity of the interface, while the outgoing straining flow reduces the growth velocity of the interface,

namely, the straining flow makes the interface of columnar crystal deformed. At the same time, it is found that

the  interface  deformation  becomes  more  intense  with  the  increase  of  flow velocity.  The  above  conclusion  can

also be applied to the effect of straining flow on the interface morphology of columnar crystal in pure melt and

binary melt.  The comparison of  the effects  of  straining flow on the interface of  columnar crystal  among pure

melt,  binary  melt  and  ternary  melt,  shows  that  the  interface  morphology  of  columnar  crystal  in  dilute  alloy

melt is more affected by straining flow than in the pure melt, but the more components are more easily affected

by  flow.  However,  the  number  of  components  in  melt  is  not  a  decisive  factor  for  the  change  of  interface

morphology of the columnar crystal, but the constitutional undercooling is an important factor for determining

the interface morphology of multicomponent alloy. According to the conclusion of this paper, the influence of

straining flow on the interface morphology of columnar crystal growth can be quantitatively predicted, which

provides the necessary theoretical guidance in accurately controlling the interface morphology in the future.

Keywords: columnar crystal, ternary melt, straining flow, interfacial morphology
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