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对比已有完善而系统理论的微分方程领域 , 差分方程理论尚处于发展之中 . 近年来离散可积理论的进

展, 带来了差分方程理论的革命. 多维相容性是伴随离散可积系统研究出现的新的概念, 作为对离散可积性

的一种理解, 提供了构造离散可积系统的 Bäcklund变换、Lax对和精确解的工具. 本文旨在综述多维相容性

的概念及其在离散可积系统研究中的应用.
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1   引　言

离散系统泛指含有离散自变量的常差分、微分

差分、偏差分系统、以及变换和映射等. 由于缺少

导数、积分等局部化的数学工具, 对于非线性离散

系统的研究, 往往伴随着新的数学概念、理论和方

法的出现.

现代可积理论兴起于 20世纪 60年代中期孤

立子的命名 [1]、反散射变换方法的建立 [2] 和 Lax对

概念的提出 [3], 参见文献 [4]. 早期对离散可积系统

的探索主要是可积离散化, 早在 20世纪 70年代:

Case和 Kac[5] 对 Schrödinger谱问题的离散以及

Ablowitz和 Ladik[6−8] 对 Ablowitz-Kaup-Newell-

Segur(AKNS) 谱问题的离散 建立了基于差分的

反散射变换过程; Hirota[9−11] 对双线性方程的离

散利用双线性 Bäcklund变换与 Lax对的联系获

得了一系列离散可积系统. 进入 80年代后, 对离

散可积系统的研究逐渐向形成独立于连续系统的

研究方法, 系统进展有: 京都学派 Date等 [12−16] 和

 Ueno等 [17] 对 Sato理论的离散; 荷兰学者 Nijhoff

等 [18−22] 和 Quispel等 [23] 基于 Fokas和 Abolwitz[24]

的直接线性化格式以及 Levi和 Benguria[25] 的变

换与离散的同等性认识发展起来的构造和研究离

散可积系统的系统方法. 进入 90年代以后, 离散

可积系统的显著进展包括: 超离散可积系统的提出

及其连续极限的建立 [26,27], 基于奇点囿禁的奇点理

论与可积性的联系的发现 [28,29], 奇点囿禁在可积性

判别上的不充分性的发现 [30], 以及基于代数熵理

论对可积性的判别 [31]. 这些进展相继推动了超离

散可积系统、离散 Painlevé方程、可积性检验等方

面的发展.

进入新世纪后, 离散可积系统继续迎来新的发

展. Sakai[32] 基于有理曲面理论和 Blow-up分析对

离散 Painlevé方程的分类, 揭示了离散 Painlevé方

程丰富的代数几何结构 ,  Bobenko和 Suris[33]、

Adler等 [34] 和 Nijhoff等 [35,36] 学者对于“多维相

容性”的理解以及对若干离散可积系统的分类 ,

各种精确求解方法  在离散可积系统中相继实

现 [37−45], 等等, 一系列进展标志着对离散可积系统

的研究进入到一个新的阶段. 2009年在著名的英
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Mathematical Sciences)举办的为期半年的离散可

积系统主题研讨活动, 是对当时离散可积系统蓬勃

发展的一个反映.

可积系统与数学和物理的众多分支都有联系,

已经渗透到数学物理的各个领域 [4]. 在数学方面,

离散可积系统的发展伴随着离散几何和离散复分

析的发展, 这与连续意义下可积系统丰富的几何背

景以及分析的工具在其研究中的重要作用是分不

开的. 对与离散可积系统相关的差分算子理论与复

分析方面的研究, 如势函数的渐近性、散射理论、

Riemann-Hilbert问题、解的长时间渐近分析、初

边值问题等等, 建议参考文献 [42,46]. 除了提及的

上述进展, 还有如离散几何、对称理论、Galois理

论、Lagrangian多形式理论等许多方面的重要进

展 . 值得指出的是 , 最近由 Hietarinta,  Joshi和

Nijhoff [47]完成的一部专著《Discrete Systems and

Integrability》已经出版. 读者可以参考了解其更

多内容. 国际上每两年一届的SIDE会议 (Symmetries

and Integrability of Difference Equations)是离散

可积系统及其相关问题的首要国际会议, 1994年

始于加拿大 Montreal, 至今已经成功举办 13届,

其中 SIDE-10于 2012年在我国宁波召开.

本文将在第二、三节重点介绍多维相容性的概

念及其应用. 希望通过具体的例子让更多读者了解

离散可积系统及其中的概念和方法.
 

2   多维相容性

离散可积系统从未独立于连续系统. 下面首先

来介绍两种引入离散变量的途径.
 

2.1    离散变量的引入

离散化是引入离散变量的方式之一. 从熟悉

的 AKNS谱问题开始:
 

Φx = MΦ, M =

(
η u
v −η

)
, Φ = (ϕ1, ϕ2)

T, (1)

u = u(x, t), v = v(x, t) η

M = M(η, U) U = (u, v)T

其中   ,    是谱参数 , 为了方

便, 记  ,   . 定义
 

Φn+j = Φ(x+ jϵ), (2)

(Φn+1 −Φn)/ϵ Φx然后利用差分  替代导数  , 得到
 

Φn+1 =

(
1 + ϵη ϵu

ϵv 1− ϵη

)
Φn,

Φn = (ϕ1,n, ϕ2,n)
T. (3)

Ablowitz-Ladik (AL)谱问题指 [7]
 

Φn+1 =

(
λ Qn

Rn 1/λ

)
Φn,

Φn = (ϕ1,n, ϕ2,n)
T. (4)

在 (2)式和 

(Qn, Rn) = ϵ(u, v), λ = eϵη (5)

Φn+1 = Φ(x+ ϵ) ϵ = 0 ϵ→ 0

λ η

之下, 对  在  展开, 并取  ,

则 AKNS谱问题 (1)式可以作为领头项从 AL谱

问题 (4)式中恢复出来, 同时谱参数从  -平面变到  -

平面.

[x0, x] ϵ

Φn Φ(x)

R Z

(2)式是我们所熟悉的数值 (差分)离散 : 如

图 1, 将区间   等分成 n 份, 步长为   . 在 x 点,

 与  仍然表示相同的数值, 但是自变量的空

间已经从实数域  变为整数域  . 差分离散是计算

连续极限的基础, 但是对于可积系统而言, 差分离

散 (也称为直接离散)不足以保持原有系统的可积

特征 . 关于由 AL谱问题 (4)式引出的半离散

AKNS系统, 读者可以参考文献 [48−51].

{Hn(x)}
递推关系可以很自然地视为离散的方程. 例

如 Hermite正交多项式  满足递推关系
 

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x).

第 I型 Bessel函数
 

Jα(x) =
(x
2

)α ∞∑
k=0

(−x2/4)k

k!Γ(α+ k + 1)

满足方程常微分方程
 

x2w′′ + xw′ + (x2 − α2)w = 0,

α其中 x 是自变量 ,    是参数 . 由此方程可以建立

Bessel函数的递推关系 (参考文献 [47]的第 37页)
 

x(wα+1 + wα−1)− 2αwα = 0,

α α此时 x 和   互换了角色, x 是参数,    成为自变量.

再如, Painlevé II方程
 

 

T

0 

[x0, x]图 1      上的数值离散

[x0, x]Fig. 1. Numerical discretisation on   .
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f ′′(t) = 2f3 + tf − α

的解满足递推关系 

fα+1(t) = −fα(t)−
α+

1

2

f ′
α(t)− f2α(t)−

t

2

,

f ′(t)这里  表示对 t 的导数.

在上面 Bessel函数和 Painlevé II方程的解的

例子中, 递推关系分别来自于两个微分方程的解之

间的变换, 可以视为通过变换建立起来的解之间的

叠加关系. 这是由连续系统到离散系统的常见过

程. 尤其, KdV方程的 Bäcklund变换的非线性叠

加公式提供了对 KdV方程的完美的离散化.

对于著名的 KdV方程, 

ut + 6uux + uxxx = 0, (6)

Wahlquist和 Estabrook[52] 在 1973年发现形如 

(w̃ + w)x = 2λ− 1

2
(w̃ − w)2, (7a)

 

(w̃−w)t =
1

2
[(w̃−w)3]x − 6λ(w̃−w)x − (w̃−w)xxx

(7b)

的非线性 Bäcklund变换 , 其中 w 满足势 KdV

方程 

wt + 3(wx)
2 + wxxx = 0, (8)

u = wx  满足 KdV方程 (6).

λ = λ1 λ = λ2

w̃ w1 w2

利用 Bäcklund变换 (7a)式可以建立 KdV方

程的解的非线性叠加公式. 首先在 (7a)式中, 从同

样的种子解 w 出发, 分别记由   和   引

出的  为  和  , 即 

(w1 + w)x = 2λ1 −
1

2
(w1 − w)2, (9a)

 

(w2 + w)x = 2λ2 −
1

2
(w2 − w)2. (9b)

w = w1, λ = λ2

w̃ = w12

接 下 来 ,  在 (7a)式 中 取   ,  记

 , 有 

(w12 + w1)x = 2λ2 −
1

2
(w12 − w1)

2; (10a)

w = w2, λ = λ1 w̃ = w21取  , 记  , 有 

(w21 + w2)x = 2λ1 −
1

2
(w21 − w2)

2. (10b)

上述过程可以描述为图 2.

w12 w21可以证明  和  能够相等 (参考文献 [49]).

进一步, 从 (9)式和 (10)式得到 

4(λ1 − λ2) = (w1 − w2)(w12 − w), (11)

称为 (势)KdV方程解的非线性叠加公式, 也称为

Bianchi等式①, 还称为离散的势 KdV方程 [47]. 作

为离散的方程时, (11)式通常写为 

(wn+1,m−wn,m+1)(wn,m−wn+1,m+1) = p−q, (12)

其中 p 和 q 分别是对应于 n–方向和 m–方向的方

向参数.

modified KdV(mKdV)方程 

ut = 6u2ux − uxxx (13)

和 sine-Gordon方程 

θxx − θtt = sin θ (14)

拥有形式相同的非线性叠加公式 (文献 [53,54]): 

tan
θ12 − θ

4
=
p+ q

p− q
tan

θ1 − θ2
4

, (15)

即 

p sin
θ12 − θ1 + θ2 − θ

4
= q sin

θ12 + θ1 − θ2 − θ

4
.

(16)

u = e iθ
2此方程经过变换  以后, 可以写为 

p(u12u2 − u1u) = q(u12u1 − u2u), (17)

此方程也称为离散势 mKdV方程. 有意思的是, 离

散的 sine-Gordon方程形如 

p sin
φ12 + φ− φ1 − φ2

4
= q sin

φ12 + φ+ φ1 + φ2

4
,

(18)

u = e
iφ
2

由 Hirota[11] 和 Orfanidis[55] 先后得到 , 与 (16)式

只有部分符号差别, 经过同样的变换  以后,

可以写为 [18]
 

p(u12u− u1u2) = q(uu1u2u12 − 1). (19)

2阶 AKNS方程组 

ut = uxx − 2u2v, vt = −vxx − 2v2u (20)

的 Bäcklund变换的非线性叠加公式形如 

(u1 − u2)(uv12 + 1) + (p− q)u = 0, (21a)
 

 

w1

w12=w21

1 2

12
w2

w

图 2    Bäcklund变换解的交换性质

Fig. 2. Permutation property of Bäcklund transformation. 

 
①Luigi Bianchi最早得到了 sine-Gordon方程解的非线性

叠加公式 (15)式, 并证明了形如图 2的解的交换性质 [56,57].
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(v1 − v2)(uv12 + 1)− (p− q)v12 = 0, (21b)

由 Konopelchenko[58] 于 1982年获得.

w1

w2

Bäcklund变换提供了引入离散变量的一种方

式. (9a)式中  可视为w 沿一个方向上的平移, (9b)式

中  可视为 w 沿另一个方向上的平移. 非线性叠

加公式 (11)式是这两个方向上平移相容性的结果.

同时, (9a)式作为一个独立方程, 也可视为一个微

分-差分方程.

Bäcklund变换应用于非线性模型 , Darboux

变换的目标对象则是在线性层面 (Lax对). 对于给

定的连续谱问题, 存在与之相应的连续等谱发展方

程族; 它的 Darboux变换可视为一个离散的谱问

题, 与原有连续谱问题之间的相容性引出的微分差

分方程 自然给出连续等谱发展方程族的解之间的

Bäcklund变换 . 这一漂亮的联系首先由 Levi和

Benguria[25,59] 发现, 对于研究和理解离散可积系统

具有重要意义 .  AKNS谱问题 (1)式存在如下

Darboux变换 [60]: 

Φ̃ = TΦ, T = T (γ,U , Ũ) =

(
2(η − γ) + uṽ u

ṽ 1

)
,

(22)

U = (u, v)T Φ̃

Φ̃x = M̃Φ

M̃ = M(η, Ũ)

(Φ̃)x = (Φ̃x)

式 中   . 作 为 Darboux变 换 ,    满 足

AKNS谱 问 题 (1)式 ,  即   ,

 , 这相当于要求 (1)式与 (22)式相

容, 即  , 由此有
 

Tx − M̃T + TM = 0, (23)

引出的方程 

ux = ũ− u− u2ṽ, vx = v − v
∼

+ u
∼
v2, (24)

可视为连续的等谱 AKNS方程族的 Bäcklund变

换. 作为离散的谱问题, (22)式引出一个新的半离

散 AKNS族 [61,62], 可视为微分-差分 Kadomtsev-

Petviashvili (KP)  方程族 Lax三重组的对称约

束的结果 [63]. 若考虑两个不同方向上的 Darboux

变换: 

Φ̃ = T (p/2,U , Ũ)Φ, Φ̂ = T (q/2,U , Û)Φ, (25)

Q(U , Ũ , Û ,
̂̃
U ; p, q) = 0

作为离散的 Lax对, 其相容性得到方程 (21), 且在

适当的连续极限下, (21)式引出 (20)式 (参考文

献 [43]). 显然, 由 Darboux变换作为 Lax对引出

的 4点方程   即为 4个解之

间的非线性叠加公式. 更多的关于 Darboux变换

作为离散谱问题的例子可见文献 [64].

当作为离散的方程时, 变换的符号意义可以理

解为 

u = un,m,

ũ = un+1,m,

û = un,m+1,̂̃u = un+1,m+1, (26)

变换引入的参数 p 和 q 分别表示 n–方向和 m–方

向上的链参数. 如图 3所示.

  






 



图 3    变换与平面网格

Fig. 3. Map and lattice.
  

2.2    多维相容性

对于离散可积系统的研究需要引入新的概念.

下面介绍离散可积系统的“多维相容性”的概念.

回到 (势 )KdV方程解的非线性叠加公式

(12)式, 这一叠加关系可以重复下去. 为了方便，

我们采用 (26)式中的符号, 将 (12)式写为 

(u− ̂̃u)(ũ− û) = p− q. (27)

u = un,m,l+1

这是一个定义在平面网格上的四方格方程. 我们引

入第三个方向 l, 该方向上的平移表示为  ,

方向参数为 r, 如图 4所示.

  

















图 4    相容立方体

Fig. 4. Consistent cube.
 

(˜ , p) (̂ , q)
( , r)

观察方程在  和  互换下保持不变, 要

求  与另外两个方向之间也存在对称性, 则有 

(u− ũ)(ũ− u) = p− r, (28a)
 

(u− û)(u− û) = r − q, (28b)

视 (27)式定义在图 4中立方体的底面, (28a)式和
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(28b)式则分别定义在左侧和后侧. 如何体现这种

维数扩充后的相容性? 首先, 由上述 3个方程有 

̂̃u =
p− q

û− ũ
+ u, (29a)

 

û =
r − q

û− u
+ u, (29b)

 

ũ =
p− r

u− ũ
+ u, (29c)

(29a) = (̃29b) =

(̂29c) (̂29c)

引入方向 l 以后的相容性体现在  

 . 将 (29a)式和 (29b)式代入到  算得
 

̂̃u =
(q − p)ũû+ (r − q)ûu+ (p− r)uũ

(q − r)ũ+ (p− q)u+ (r − p)û
.

(˜ , p) (̂ , q) ( , r)

(29a) (̃29b) ̂̃u此式右端在任意交换  ，  和  下都保

持不变, 说明从  和  也将得到同样的  .

方程 (27)的这种性质称~为该方程的 3维相

容性, 也称为立方体相容 (consistent-around-the-

cube (CAC)), 它体现了 (27)式自身的性质. 方程

(17)也具有同样的性质. 一般地, 对于一个定义在

平面四方格上的方程 

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0, (30)

将其嵌入到图 4中立方体的 6个面中, 得到 

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0, Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0,

Q(u, ũ, u, ũ; p, r) = 0, Q(û, ̂̃u, û, ̂̃u; p, r) = 0,

Q(u, û, u, û; q, r) = 0, Q(ũ, ̂̃u, ũ, ̂̃u; q, r) = 0. (31)̂̃u ũ û̂̃u如果从上式左侧的 3个方程中分别解出  ,   和  ,

代入到右侧的 3个方程后得到同样的   , 则称方

程 (30)具有 3维相容性.

(d+ 1)

(d+ 1)

对于离散系统而言, 上述多维相容性将提供一

系列的可积特征, 后文将进一步介绍. 对于一个 d-

维的离散方程, 如果嵌入到一个  -维链后, 所

有的 d-维子链都是相容的, 则称原 d-维离散方程

具有  -维相容性. 对于 2维离散方程, 这种多

维相容性即为 3维相容性, 或 CAC性质. 

2.3    ABS 方程

本世纪初, 多维相容性逐渐被系统地认识并作

为工具应用到离散系统的研究中 [65,35,36,33].  2003

年, Adler, Bobenko和 Suris (ABS)[34] 发表了他们

在多维相容性的基础上对四方格方程的分类, 他们

得到的方程列表被统称为 ABS方程.

ABS在假设方程 (30)具有 3维相容性的基础

上, 进一步要求 (30)式满足:

(i) 仿线性 (affine linear),

D4(ii) 在正方形对称群  下不变,

(iii) 四面体性质 (tetrahedron property).

在前两条要求下方程 (30)的一般形式可以设为 

k0uũû̂̃u+ k1(uũû+ uũ̂̃u+ uû̂̃u+ ũû̂̃u)
+ k2(ũû+ û̃u) + k3(uũ+ û̂̃u) + k4(uû+ ũ̂̃u)
+ k5(u+ ũ+ û+ ̂̃u) + k6 = 0, (32)

ki
̂̃u ̂̃u ũ

û ̂̃u ̂̃u ũ û

其中   都是待定系数; 四面体性质指   只与   ，  

和   有关, 而与 u 无关, 即 (  ,    ,    ,    )四个点

在立方体 (图 4)中构成一个四面体. ABS证明了

满足上面 3条要求的 3维相容方程 (30)只有 9个

(允许存在 Möbius变换), 并分别命名为 H1, H2,

H3(d), A1(d), A2, Q1(d), Q2, Q3(d), Q4: 

H1 : (u− ̂̃u)(ũ− û)− p+ q = 0, (33a)
 

H2 : (u− ̂̃u)(ũ− û)−(p−q)(u+ ũ+ û+ ̂̃u+p+q) = 0,
(33b)

 

H3(δ) : p(uũ+ û̂̃u)− q(uû+ ũ̂̃u) + δ(p2 − q2) = 0,
(33c)

 

A1(δ) : p(u+û)(ũ+̂̃u)−q(u+ũ)(û+̂̃u)−δ2pq(p−q)=0,
(33d)

 

A2 : p(1 − q2)(uũ+ û̂̃u)− q(1− p2)(uû+ ũ̂̃u)
− (p2 − q2)(1 + uũû̂̃u) = 0, (33e)

 

Q1(δ) : p(u − û)(ũ− ̂̃u)− q(u− ũ)(û− ̂̃u)
+ δ2pq(p− q) = 0, (33f)

 

Q2 : p(u− û)(ũ− ̂̃u)− q(u− ũ)(û− ̂̃u)
+ pq(p− q)(u+ ũ+ û+ ̂̃u− p2 + pq − q2) = 0,

(33g)
 

Q3(δ) : p(1− q2)(uû+ ũ̂̃u)− q(1− p2)(uũ+ û̂̃u)
− (p2−q2)

(
ũû+û̃u+ δ2(1−p2)(1−q2)

4pq

)
=0,

(33h)
 

Q4 : sn(p)(uũ+ û̂̃u)− sn(q)(uû+ ũ̂̃u)
− sn(p− q)(ũû+ û̃u)
+ sn(p)sn(q)sn(p− q)(1 + k2uũû̂̃u) = 0, (33i)

u→ in+mu

其中, H1即为离散势 KdV方程 (27), H3(d = 0)

为离散势 mKdV方程 (17) (  ), Q1(d =
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u→ (−1)n+mu

u→ u(−1)n+m

0)为离散的 Schwarzian KdV方程 , 也称为交比

(cross-ratio)方程, A1(d)在   下即为

Q1(d), A2在   下为 Q3(d = 0), Q4是

著名的 Krichever-Novikov方程的 Bäcklund变换

的非线性叠加公式, 原型中系数用Weierstrass椭

圆函数表示 [34,66], (33i)中 Jacobi椭圆函数的参数

化形式来自于 Hietarinta[67], 式中 k 为 Jacobi椭圆

函数的模 (modulus). 

2.4    离散 Boussinesq 型方程

3× 3

离散的势 Boussinesq方程是平面 9点方程 ,

定义在  格子上: 

P −Q

x11 − x20
− P −Q

x02 − x11

=(x00 − x21)(x10 − x01)

− (x01 − x22)(x21 − x12), (34)

P,Q n,m xij = xn+i,m+j式中  分别表示  的方向参数,   .

这类方程早期由 Nijhoff等 [68−70] 学者构造并研究.

借助于其他 (因)变量, (34)式可以改写为 (参考文

献 [65]) 

ỹ − xx̃+ z = 0, ŷ − xx̂+ z = 0, (35a)
 

y − x̂̃x+ ̂̃z − P −Q

x̃− x̂
= 0. (35b)

u = (x, y, z)T取向量  , 方程可以视为向量意义下的

四方格系统, 并具有 3维相容性.

2011年 ,  Hietarinta[71] 在 (35)式形式的基础

上, 寻找了可能的离散 Boussinesq型的 3维相容

系统, 代表方程为 (考虑到对称性和Möbius变换): 

[B− 2] : ỹ = xx̃− z, ŷ = xx̂− z, (36a)
 

y = x̂̃x− ̂̃z + b0(̂̃x− x) + b1 +
P −Q

x̃− x̂
, (36b)

 

[A− 2] : ỹ = zx̃− x, ŷ = zx̂− x, (37a)
 

y = x̂̃z − b0x+
Px̃−Qx̂

ẑ − z̃
, (37b)

 

[C− 3] : ỹ z = x̃− x, ŷ z = x̂− x, (38a)
 

̂̃z y = b0 x+ b1 + z
P ỹ ẑ −Q ŷ z̃

z̃ − ẑ
, (38b)

P,Q n,m bi

bi

式中  仍然分别表示  的方向参数,   都是任

意常数, 有的   可以通过适当的变换去掉. 显然,

[B-2]是 (35)式的推广 . 文献 [71]中还得到 [C-4]

方程, 现已证明与 [C-3]之间存在Möbius变换, 故不再

列出.
 

2.5    不同方程间的 3 维相容性

离散的 sine-Gordon方程 (19)不是 3维相容

的, 但是它与离散势 mKdV方程 (17)一起可以实

现立方体相容 [72]. 在符号 (26)式下, 两个方程分别

表示为
 

B1(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = p(û̃u− ũû)− q(uũû̂̃u− 1) = 0,
(39)

和
 

B2(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = p(û̂̃u− uũ)− q(ũ ̂̃u− uû) = 0.
(40)

u→ (−1)nu方程 (39)在变换  下成为 (40)式.

 
 

u

uu

u

u
u

uu

图 5    离散 sine-Gordon和势 mKdV方程的相容立方体

Fig. 5. The  consistent  cube  for  the  discrete  sine-Gordon

equation and potential mKdV equation.
 

将方程 (39)和方程 (40)以如下方式放置于立

方体的 6个面:
 

底 : B1(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0,

顶 : B1(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0,

左 : B1(u, ũ, u, ũ; p, r) = 0,

右 : B1(û, ̂̃u, û, ̂̃u; p, r) = 0,

后 : B2(u, û, u, û; q, r) = 0,

前 : B2(ũ, ̂̃u, ũ, ̂̃u; q, r) = 0. (41)

u, ũ, û, u ̂̃u可以检验, 在给定初值  以后,   是唯一的.

这说明两个方程按照如此方式放置于立方体的

6个面时, 它们 (在一起)具有 3维相容性.

ABS方程和离散 Boussinesq型方程都是利用

同一方程构成相容立方体, 而上面这个例子说明允

许用 不同的方程构成相容立方体. 文献 [73]给出

了更多的例子. Adler等 [74] 和 Boll[75] 对这种情况

进行了讨论. 详细结果列于 Boll[76] 的博士学位论

文中.
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2.6    高维的多维相容方程

对于定义在 6面体上的 8点 3维 (标量)离散

方程, 如图 6(a), 目前已知的具有四维相容性 (见

图 7)的方程有 [34]

 
 

u

u uu u

u u

u u

u u
u u(a) (b)

图 6    定义 3维方程的 6面体以及 8面体

Fig. 6. Cube and octahedron for 3D equations.
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.




.



图 7    围绕超立方体的 4D相容性

Fig. 7. 4D consistency around the hyper cube.
  

û̃u− ũû+ ûũ− û̃u = 0, (42a)
 

(ũ− u)(û− ̂̃u)
(u− û)(̂̃u− ũ)

=
(u− ũ)(̂̃u− û)

(ũ− ̂̃u)(û− u)
. (42b)

对于定义在 8面体上的 6点 3维离散方程, 如

图 6(b), 要求这些方程具有 4维相容性, Adler等 [77]

于 2011年进行了分类. 满足条件的方程共有 5个: 

i) ̂̃uu− ûũ+ ũû = 0, (43a)
 

ii)
(̂̃u− û)(û− u)(ũ− ũ)

(̂̃u− ũ)(û− û)(ũ− u)
= 1, (43b)

 

iii) (̂̃u− û)û+ (û− ũ)u+ (ũ− ̂̃u)ũ = 0, (43c)
 

iv)
(̂̃u− û)

û
+

(û− ũ)

u
+

(ũ− ̂̃u)
ũ

= 0, (43d)
 

v)
(û− ũ)

u
= ̂̃u( 1

ũ
− 1

û

)
. (43e)

这些方程可以存在方向参数, 但是这些参数可

以通过适当的变换移除. 这些方程均已经出现于早

期的文献中. 如: (42a)式是离散的 BKP方程, 又

称 为 Miwa方 程 [78];  (42b)式 被 认 为 是 离 散

Schwarzian BKP, 首先从几何中得到 [79]; (43a)式

由 Hirota[80] 在 1981年给出 , 又称为离散广义

Toda方程; (43b)式, (43c)式和 (43d)式分别称为

离散 Schwarzian KP、离散势 KP和离散 modified

KP方程 , 最早由 Nijhoff等系统构造 (见文献

[20]中 (4)式和 (23)式和文献 [22]中 (4.16)式 );

(43e)式由 Date等于 1982年获得 (见文献 [13]

中 (N-1)方程). 

3   多维相容性的应用

“多维相容性”不仅作为一类离散系统的可积

性的理解, 还提供了研究手段, 可用于构造离散可

积系统的 Bäcklund变换、Lax对、精确解等等. 

3.1    Bäcklund 变换

Bäcklund变 换 始 于 对 伪 球 面 的 构 造 .

Bianchi[81] 首先证明了 Bäcklund给出的含任意参

数的变换 可以保持 sine-Gordon方程不变. 变换

不仅是引入离散变量的一个渠道, 也是联系离散与

连续的一座桥梁. 通常, auto-Bäcklund变换指同

一方程的解之间的变换, nonauto-Bäcklund变换

指不同方程的解之间的变换.

“多维相容性”提供了非常直观的构造 auto-

Bäcklund变换的方法. 对于任意具有 3维相容性

的方程 (30), 将其置于相容立方体的 6个面中, 如

图 8所示.
 
 















图 8    相容立方体

Fig. 8. The consistent cube.
 

底面和顶面的方程分别为 

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0, (44a)
 

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0. (44b)

u当将  也视为方程 (44a)的解时, 相容立方体侧面
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的两个方程 

Q(u, ũ, u, ũ; p, r) = 0, (45a)
 

Q(u, u, û, û; r, q) = 0. (45b)

自然地构成方程 (44a)的一个 Bäcklund变换. 对

于 H1方程 (33a)来说 , 多维相容性为它提供的

Bäcklund变换是 (28)式.

即使是对于两个方程合作构成相容立方体时,

上述思想依然有效 . 对于离散 sine-Gordon方程

(39)和离散势 mKdV方程 (40)而言, 它们合作构

成相容立方体 (见 (41)式). 此时, 左侧和后侧的两

个方程, 即 

p(uũ− ũu)− r(uũuũ− 1) = 0, (46a)
 

r(ûû− uu)− q(u û− uû) = 0, (46b)

构成离散 sine-Gordon方程 (39)的 Bäcklund变换.

不过这个变换没有对称性.

Q2(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) =

多维相容性也可以用于构造不同方程间的

nonauto-Bäcklund变换. 下面以 Q2和 Q1(d)为例

来 解 释 如 何 利 用 相 容 立 方 体 建 立 nonauto-

Bäcklund变换. 首先, 将 Q2方程 (33g)置于相容

立方体的 6个面. 然后在顶层方程 

0中引入关系 

u =
v

ϵ
+

δ2

4ϵ2
, (47)

ϵ2 ϵ→ 0对方程乘以  以后取极限  , 顶层方程变为 

p(v−v̂)(ṽ−̂̃v)−q(v−ṽ)(v̂−̂̃v)+δ2pq(p−q) = 0, (48)

即 Q1(d). 此时, 立方体的左侧和后侧的两个方程,

经过替换 (47)式以及取极限以后, 得到 

δ(u−ũ)(v−ṽ) = −p[δ2(u+ũ)−2vṽ]+p2δ(v+ṽ+pδ)],
(48a)

 

δ(u−û)(v−v̂) = −q[δ2(u+û)−2vv̂]+q2δ(v+v̂+qδ)],
(48b)

这就是Q2与Q1(d)之间的nonauto-Bäcklund变换.

2008年, Atkinson构造了 ABS方程之间一系

列 nonauto-Bäcklund变换 , 详细结果请参考文

献 [73]中表 3. 除了上述方法, Bäcklund变换可以

利用 Yang-Baxter映射以及 ABS方程的分解性质

来构造, 相关内容读者可以分别参考文献 [82]和

文献 [83]. 

3.2    Lax 对

众所周知, Bäcklund变换与 Lax对存在密切

联系, 对于多维相容系统来说, 这种联系更加直接.

下面以 H1方程 (33a)为例, 利用其 3维相容性引

出的 Bäcklund变换构造它的 Lax对.

将 H1的 Bäcklund变换 (28)式改写为 

ũ =
p− r

u− ũ
+ u, û =

r − q

û− u
+ u. (49)

u = g/f取  , 得到 

g̃

f̃
=
ug + (p− r − uũ)f

g − ũf
,

ĝ

f̂
=
ug + (q − r − uû)f

g − ûf
. (50)

Φ = (g, f)T引入  , 上式改写为 

Φ̃ = γ1MΦ, Φ̂ = γ2NΦ, (51a)
 

M =

(
u p− r − uũ
1 −ũ

)
, N =

(
u q − r − uû
1 −û

)
,

(51b)

γi

γ1 =
1√
|M |

, γ2 =
1√
|N |

γi

̂̃
Φ =

˜̂
Φ

式中   可视为 分式线性形式 (50)式写成矩阵形

式 (51)式后保留的原分子、分母的公因子, 一般取

为   , 对于 H1来说 ,    可

以取为任意常数. 相容性  引出
 

M̂N = ÑM , (52)

计算后可得 H1方程 (33a).

Φ = (ϕ1, ϕ2)
T

γ1 = γ2 = 1 Φ̃ = MΦ ϕ1

在 H1的 Lax对 (51)式中 , 取   ,

 , 从  中消去  , 得到  ˜̃
ϕ2 = (u− ˜̃u)ϕ̃2 − (p− r)ϕ2, (53)

此为 H1方程谱问题的标量形式. 由此出发 可以构

造 H1方程的无穷守恒律 [84].

Q(u, ũ, û, ̂̃u, p, q) = 0

上面以 H1为例给出了利用 Bäcklund变换构

造 Lax对的方法, 事实上, 所有的 ABS方程都具

有相同结构的 Lax对, 且存在一般形式. 具体地,

对于任一 ABS方程   , 其 Lax

对为 (参考文献 [85]) 

Φ̃ = γ1MΦ, Φ̂ = γ2NΦ, (54a)

其中 

M =

(
−∂ûQ −Q

∂̂̃u∂ûQ ∂̂̃uQ
)

û=̂̃u=0, q=r

,

N =

(
−∂ũQ −Q

∂̂̃u∂ũQ ∂̂̃uQ
)

ũ=̂̃u=0, p=r

, (54b)

γ1 =
√
|M |, γ2 =

√
|N |  . 显然, 将矩阵谱问题改

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 1 (2020)    010202

010202-8

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


写成标量形式后, 可以发现所有的 ABS方程都具

有类似于 (53)式的二阶离散谱问题.

(˜, p)
(̂, q)

通常, 对于由一个方程构成相容立方体时, 由

于方程的对称性, 其 Bäcklund变换具有对称性,

Lax对也具有对称性, 即在上式M中, 将   换

为   , 即得到 N. 在文献 [86]中搜集了更多的

利用 3维相容性构造 Lax对的例子. 对于由两个

方程构成相容立方体时, 例如 2.5节中的离散 sine-

Gordon方程和势 mKdV方程, 由它们的相容立方

体构造的离散 sine-Gordon方程的 Bäcklund变换

具有非对称性, 由此引出的离散 sine-Gordon方程

的 Lax对也是非对称的: 

Φ̃ =
−1√
uũ

(
−pũ r
ruũ −pu

)
Φ, (55a)

 

Φ̂ =
1√
uû

(
−ru quû
q −rû

)
Φ. (55b)

 

3.3    孤子解

下面以离散势 KdV (即 H1)方程 (33a)为例,

演示如何通过其 Bäcklund变换构造单孤子解

(1-soliton solution (1SS)). 首先需要一个种子解. 取 

a2 = −p, b2 = −q, (56)

不难发现 

u0 = an+ bm+ λ, (57)

γ是方程 (33a)的一个解, 其中  是任意常数.

方程 (33a)的 Bäcklund变换是 (28)式, 即 

(u− ũ)(ũ− u) = −a2 + k2, (58a)
 

(u− û)(u− û) = −k2 + b2. (58b)

r = −k2

u

相应于参数化 (56)式, 这里取  . 取 u 为 (57)

作为种子解, 设新解  形如 

u = u0 + v, (59)

u其中  是种子解 (57)沿 l 方向的一次平移: 

u0 = an+ bm+ k + λ, (60)

v 是待定函数. 将 (59)式和 (57)式代入 Bäcklund

变换 (58)式得到 

ṽ =
Ev

v + F
, v̂ =

Gv

v +H
, (61)

其中 

E = −(a+ k), F = −(a− k),

G = −(b+ k), H = −(b− k).

v = f/g Φ = (f, g)T引入  和  , 将 (61)改写为 

Φ̃ =

(
E 0
1 F

)
Φ, Φ̂ =

(
G 0
1 H

)
Φ. (62)

̂̃
Φ =

˜̂
Φ

γi

验算可见成立相容性  , 否则需要在上式的矩

阵前乘上平衡因子 (类似于 (51)式中的   ). 进一

步求解, 先后得到 

fn,m = Enf0,m, gn,m =
En − Fn

−2k
f0,m + Fng0,m,

以及 

fn,m = Gmfn,0, gn,m =
Gm −Hm

−2k
fn,0 +Hmgn,0.

从而有 

Φn,m =

 EnGm 0

EnGm − FnHm

−2k
FnHm

Φ0,0. (63)

取 

ρn,m=

(
E

F

)n(
G

H

)m

ρ0,0=

(
a+ k

a− k

)n(
b+ k

b− k

)m

ρ0,0,

(64)

ρ0,0其中  为常数, 从 (63)式可得 

vn,m =
v0,0ρn,m/ρ0,0

1 +
v0,0
2k

− v0,0
2k

ρn,m/ρ0,0
. (65)

ρ0,0重新定义常数  后, 有 

vn,m =
−2kρn,m
1 + ρn,m

. (66)

代入到 (59)式, 离散势 KdV方程 (33a)的 1-孤子

解为 

u1SS
n,m = u0+vn,m = an+bm+λ+

k(1− ρn,m)

1 + ρn,m
. (67)

依据上述过程, 若利用 Bäcklund 变换获得 2-

孤子解显然不容易. 但是 1-孤子解的结构往往可以

“暗示”一些 2-孤子解的结构信息, 有助于发现合适

的变换公式将离散方程双线性化, 并进一步获得

N-孤子解. 相关内容可以参考文献 [38, 87, 88]. 

3.4    0-孤子解与不动点方法

u = 0

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0

u

对于 (33)式中所列的 ABS方程,    一般

都不是解 , 而且也不易明显看出一些简单的解 .

“不动点方法”是在 Bäcklund 变换的基础上求解

0-孤子解的方法. 从上一节的求解过程来看, 对于

方程   的 Bäcklund变换 (3.1),

其中的参数 r 是孤子参数, 将作为离散谱在  中引
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u = u

出一个孤子. 现在, 如果孤子参数 r 在变换中“失

效”, 即  , 则有 

Q(u, ũ, u, ũ; p, r) = 0, (68a)
 

Q(u, u, û, û; r, q) = 0. (68b)

由此变换引出的原方程的解应当是最简单的, 可以

作为 0-孤子解.

对于 H1方程 (33a), 有 

(ũ− u)2 = r − p, (û− u)2 = r − q.

由此很容易得到 

u = an+ bm+ γ, a2 = r − p, b2 = r − q,

即 (57)式.

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0 u→ T (u)

u = T (u)

如果方程  在变换 

下不变, 可在变换 (3.1)中取  , 从而有 

Q(u, ũ, T (u), T (ũ); p, r) = 0, (69a)
 

Q(u, T (u), û, T (û); r, q) = 0. (69b)

T (u) = u+ c对于 Q1(d)方程 (33f), 在   下不变, 对

于的 Bäcklund变换 (69)式有 

r(u− ũ)2 = p(c2 + δ2r(p− r)),

r(u− û)2 = q(c2 + δ2r(q − r)). (70)

(p, q) → (α, β)经过参数化  : 

p =
c2/r − δ2r

a2 − δ2
, q =

c2/r − δ2r

b2 − δ2
,

α := pa, β := qb, (71)

可得 Q1(d)的线性 0-孤子解: 

u0 = αn+ βm+ λ,

λ

T (u) = −u
其中   是任意常数. 此外, Q1(d)方程 (33f), 还在

 下不变. 此时的Bäcklund变换 (69)式给出 

4puũ+ r(u− ũ)2 = δ2pr(p− r),

4quû+ r(u− û)2 = δ2r(q − r). (72)

(p, q) → (α, β)经过参数化  : 

p =
1

2
r(1− cosh(α′)) = −1

4
r(1− α)2/α, (73)

 

q =
1

2
r(1− cosh(β′)) = −1

4
r(1− β)2/β, (74)

得到解 

u0 = Aαnβm +Bα−nβ−m, AB = δ2r2/16. (75)

上述所描述的过程称为“不动点方法”. 首先用

于构造 Q4方程的种子解 [89], 其后又系统地应用于

其他 ABS方程 0-孤子解的构造 [37,38]. 当然, 也可

以利用其他的方法构造 0-孤子解, 例如, 利用方程

间的 Bäcklund变换 (如 (48)式), 从一个方程的 0-

孤子解得到另一个方程的 0-孤子解. 

4   结　论

通过简单的描述和例子介绍了多维相容性的

概念及其在离散可积系统中的应用. 对于多维相容

性, 存在一定的几何背景, 换言之, 经典的初等几

何中的点线之间的关系蕴含着若干离散可积系统

的多维相容性 (如文献 [79,90]). 此外, 多维相容性

也可以从平面波因子的对称性来理解. Miwa映射

提供的离散的平面波因子 [78]
 

ψ =
∏
i

(1− pik)
ni

在各个方向上具有对称性; 考虑到不少离散可积系

统可以从平面波因子出发通过Cauchy矩阵方法 [37,45]

等途径来构造, 不难理解由此获得的离散可积系统

具有多方向上的相容性.

对比连续系统, 目前, 离散可积系统在代数结

构和工具、几何背景、离散的分析工具等方面都仍

待发展. 例如, 基于谱问题、零曲率方程和 Kac-

Moody代数的连续可积系统 理论并不适用于离散

系统, 许多连续意义下的几何体系仍未实现离散

化, 离散的复分析也尚未成熟.

对于离散可积系统的研究也是一个在不断认

识离散可积性、发展研究方法和工具、与新兴数学

工具结合 (如 Tropical几何、Cluster代数等)的过

程. 关于离散可积系统中值得关注的发展与研究方

向, 建议读者关注 SIDE会议的网站.
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Discrete integrable systems: Multidimensional consistency*
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Abstract

In  contrast  to  the  well-established theory of  differential  equations,  the  theory of  difference  equations  has

not quite developed so far. The most recent advances in the theory of discrete integrable systems have brought

a true revolution to the study of difference equations. Multidimensional consistency is a new concept appearing

in  the  research  of  discrete  integrable  systems.  This  property,  as  an  explanation  to  a  type  of  discrete

integrability,  plays  an  important  role  in  constructing  the  Bäcklund  transformations,  Lax  pairs  and  exact

solutions  for  discrete  integrable  system.  In  the  present  paper,  the  multidimensional  consistency  and  its

applications in the research of discrete integrable systems are reviewed.
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