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本文研究了四阶色散非线性薛定谔方程的明暗孤立波和怪波的形成机制, 该模型既可以模拟高速光纤

传输系统中超短脉冲的非线性传输和相互作用, 又可以描述具有八极与偶极相互作用的一维海森堡铁磁链

的非线性自旋激发现象. 本文首先通过对四阶色散非线性薛定谔方程的相平面分析, 发现由其约化得到的二

维平面自治系统具有同宿轨道和异宿轨道, 并在相应条件下求得了方程的明孤立波解和暗孤立波解, 从而揭

示了同异宿轨道和孤立波解的对应关系; 其次, 基于非零背景平面上的精确一阶呼吸子解, 给出了呼吸子的

群速度和相速度的显式表达式, 进而分析得出呼吸子的速度存在跳跃现象. 最后, 为了验证在跳跃点处呼吸

子可以转化为怪波, 将呼吸子解在速度跳跃条件下取极限获得了一阶怪波解, 从而证实怪波的产生与呼吸子

速度的不连续性有关.
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1   引　言

孤子、呼吸子和怪波是自然界中三种典型的非

线性波现象, 由于在非线性光学、玻色-爱因斯坦凝

聚、大气物理以及等离子体等领域中的潜在应用而

受到密切关注 [1−20]. 其中, 孤子在群速度色散和非

线性效应均衡作用下可以保持不变的波形和速度

稳定地传播, 从而在长距离、大容量和高速率光纤

通信系统中有着重要应用 [9]. 呼吸子的产生源于小

扰动引起的平面波调制不稳定性 [9]. 研究发现, 经

典的非线性薛定谔方程 (NLSE)具有两类呼吸子

解 :  Kuznetsov-Ma呼 吸 子 (简 称 KMB)[10] 和

Akhmediev呼吸子 (简称 AB)[11]. 另外, 怪波在数

学上可以通过 NLSE的有理解 (即 KMB或 AB呼

吸子解的一种退化情形 [10,11])进行描述, 同时也可

以作为在周期边界条件下不稳定 Stokes波的一种

同宿轨行为 [12,13]. 怪波最早被用来描述在海洋中发

现的来无影去无踪的大振幅畸形波 [14,15], 近年来也

在非线性光学和水槽实验中被观察到 [16,17]. 通常情

况下, 学者们认为只有非线性可以解释由能量的大

量聚集而形成的高于周围波平均高度的单个水峰

现象 [18,19], 并且认为调制不稳定性是怪波产生的初

始过程 [20].

近几年, 人们在实验和理论上开展了大量关于

怪波形成机制的研究. 例如, 文献 [21]在一个大的

定向波池实验中讨论了平面波的调制不稳定性, 该

研究为有限水深条件下怪波的产生给出了一定解
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释; 文献 [22]通过光学实验研究了在连续波泵浦区

域超连续统的时间特性, 从而指出怪波可由孤子之

间的相互碰撞产生; 文献 [23]借助数值模拟发现拉

曼效应和三阶色散可以激发怪波的形成; 文献 [24,25]

在理论上指出由速度跳跃可以使得呼吸子演化为

怪波, 并且非线性偏微分方程的行波解与对应的常

微分方程的轨道存在对应关系, 即, 常微分方程中

的同宿轨道和异宿轨道分别与非线性波方程中的

孤立波和冲击波相对应, 而对于非线性薛定谔型方

程, 其约化后的常微分系统的同宿轨道和异宿轨道

则分别对应钟型的明孤立波解、冲击波解或倒钟型

的暗孤立波解 [26,27].

本文将从结构不连续性角度研究如下四阶色

散非线性薛定谔方程 [28−30] 的孤立波解和怪波解形

式机制: 

iqt + α1qxx + α2q|q|2

+ ε2(α3qxxxx + α4|q|2qxx + α5q
2qxx

∗

+ α6qx
2q∗ + α7q|qx|2 + α8|q|4q) = 0, (1)

q(x, t)

ε2

j = 1, 2, · · · , 8

其中   代表波的慢变包络振幅, x 和 t 是归一

化的空间和时间变量,   是一个表示高阶线性和非

线性强度的无量纲小参数, aj (  )为

实参数. 方程 (1)主要来源于光纤光学和磁力学:

在光学中可以模拟高速光纤传输系统中超短脉冲

的非线性传播及相互作用 [31], 在磁力学中亦可描

述具有八极与偶极相互作用的一维海森堡铁磁链

的非线性自旋激发现象 [32]. 特别地, 当参数取值为

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 1, a4 = 8, a5 = 2, a6 = 6,

a7 = 4, a8 = 6时, 该方程是一个可积模型, 具有

Lax对和无穷多守恒律 [33]. 文献 [34]借助双线性方

法获得了方程 (1)的双线性形式及 N 孤子解, 并通

过渐近分析揭示了孤子的弹性碰撞现象. 文献 [30]

利用达布变换方法构造了呼吸子解和高阶怪波解

的精确表达式.

本文将首先利用相平面分析方法研究方程 (1)

经约化后得到的常微分方程的动力学性质, 分别给

出同宿轨道和异宿轨道对应的参数条件, 并在相应

条件下求得了方程 (1)的明孤立波解和暗孤立波

解, 揭示了同异宿轨道与孤立波解之间的对应关系;

其次, 基于文献 [30]获得的呼吸子解表达式, 分析

了呼吸子的群速度和相速度随参数的变化关系, 进

而确定速度发生跳跃的参数条件; 为了验证在速度

跳跃的参数条件下呼吸子可以转化成怪波, 在该条

件下对呼吸子解取极限得到一阶怪波解, 从而揭示

怪波形成与速度跳跃之间的关联.
 

2   方程 (1)的二维相平面分析及明暗
孤立波解的产生条件

为了分析方程 (1)对应常微分方程的平衡点

及相轨迹, 对方程 (1)做如下行波解约化:
 

q(x, t) = ϕ(ξ)eih(x,t),

ξ = a(x− ct),

h = Kx−Ωt, (2)

Ω ϕ(ξ) ξ

ϕ

其中 a, c, K 和  都是实数,   是  的实函数. 将

其代入方程 (1)中, 得到关于  的常微分方程:
 

i[−a(c− 2Kα1 + 4K3ε2α3)ϕ
′

+ 2aKε2(α4 − α5 + α6)ϕ
2ϕ′ + 4a3Kε2α3ϕ

′′′]

+ ε2α8ϕ
5 + [α2 −K2ε2(α4 + α5 + α6 − α7)]ϕ

3

+ (Ω −K2α1 +K4ε2α3 + a2ε2α6ϕ
′2

+ a2ε2α7ϕ
′2)ϕ+ a2ε2(α4 + α5)ϕ

2ϕ′′

+ a2[α1ϕ
′′ + ε2α3(−6K2ϕ′′ + a2ϕ′′′′)] = 0. (3)

进一步, 分离方程 (3)的实部和虚部, 得到
 

− a(c− 2Kα1 + 4K3ε2α3)ϕ
′ + 2aKε2

× (α4 − α5 + α6)ϕ
2ϕ′ + 4a3Kε2α3ϕ

′′′ = 0, (4)
 

ε2α8ϕ
5 + [α2 −K2ε2(α4 + α5 + α6 − α7)]ϕ

3

+ (Ω −K2α1 +K4ε2α3 + a2ε2α6ϕ
′2

+ a2ε2α7ϕ
′2)ϕ+ a2ε2(α4 + α5)ϕ

2ϕ′′

+ a2[α1ϕ
′′ + ε2α3(−6K2ϕ′′ + a2ϕ′′′′)] = 0. (5)

ξ将 (4)式关于  积分一次并取积分常数为零, 可得
 

12a3Kε2α3ϕ
′′ − a(3c− 6Kα1 + 12K3ε2α3)ϕ

+ 2aKε2(α4 − α5 + α6)ϕ
3 = 0. (6)

ξ ϕ′′′′而对 (4)式关于  求一阶导, 得到  如下:
 

ϕ′′′′ =
1

4a2Kε2α3
(−4Kε2α4ϕϕ

′2 + 4Kε2α5ϕϕ
′2

− 4Kε2α6ϕϕ
′2 + cϕ′′ − 2Kα1ϕ

′′

+ 4K3ε2α3ϕ
′′ − 2Kε2α4ϕ

2ϕ′′

+ 2Kε2α5ϕ
2ϕ′′ − 2Kε2α6ϕ

2ϕ′′). (7)

ϕ′′ ϕ′′′

ϕ′′′′

结合 (6)式和 (7)式消掉方程 (5)中的   ,    和

 , 有
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−ϕ′2 +
c2 + 4K2[4ε2(−cK +Ω)α3 − (α1 − 4K2ε2α3)

2]

16a2K2ε4α3(α4 − α5 − α7)

+
c(α4 + 5α5 − 2α6) + 2Kα1(−2α4 − 4α5 + α6) + 4Kα3[3α2 +K2ε2(α4 − α5 − 2α6 + 3α7)]

12a2Kε2α3(α4 − α5 − α7)
ϕ2

+
(−α4 − 3α5 + α6)(α4 − α5 + α6) + 12α3α8

12a2α3(α4 − α5 − α7)
ϕ4 = 0. (8)

2ϕ′另一方面, 将方程 (6)两边同乘以  , 得 

12a3Kε2α3ϕ
′′ϕ′ − a(3c− 6Kα1 + 12K3ε2α3)ϕϕ

′ + 2aKε2(α4 − α5 + α6)ϕ
3ϕ′ = 0. (9)

ξ同时, 对方程 (8)关于  求一阶导数, 有 

c(α4 + 5α5 − 2α6) + 2Kα1(−2α4 − 4α5 + α6) + 4Kα3[3α2 +K2ε2(α4 − α5 − 2α6 + 3α7)]

6a2Kε2α3(α4 − α5 − α7)
ϕϕ′

−2ϕ′ϕ′′ +
(−α4 − 3α5 + α6)(α4 − α5 + α6) + 12α3α8

3a2α3(α4 − α5 − α7)
ϕ3ϕ′ = 0. (10)

由于方程 (9)和方程 (10)含有相同项, 两者需相容, 则参数满足以下条件: 

c =
2K[6α2α3 + α1(α4 − 7α5 + α6 − 3α7)− 4K2ε2α3(α4 − α5 + α6 − 3α7)]

2α4 − 8α5 + 2α6 − 3α7
, (11)

 

4α2
5 + α2

6 + α4(−4α5 + α6 − α7)− α6α7

+ α5(−5α6 + α7) + 12α3α8 = 0. (12)

因此, 在条件 (11)式和 (12)式下, 方程 (9)和

方程 (10)可同时化为如下常微分方程: 

ϕ′′ + β1ϕ+ β2ϕ
3 = 0, (13)

其中 

β1 = −
4K2ε2α3 − 2α1 +

c
K

4a2ε2α3
,

β2 =
α4 − α5 + α6

6a2α3
. (14)

X ≡ ϕ Y = ϕξ

为了借助平面动力系统分岔理论讨论二阶常

微分方程 (13)的二维平衡点类型及相轨迹, 在变

换   和   下, 方程 (13)可等价于如下二

维平面动力系统: 

X ′ = Y, (15a)
 

Y ′ = −β1X − β2X
3. (15b)

该系统是一个哈密尔顿系统, 具有如下哈密尔顿

函数: 

H(X,Y ) =
1

2
Y 2 +

β1

2
X2 +

β2

4
X4 = h∗. (16)

为了判断系统 (15)的平衡点的类型, 我们得出其

相应的雅克比矩阵为 

J =

(
0 1

−β1 − 3β2X
2 0

)
, (17)

λ1,2 = ±
√

−β1 − 3β2X2该雅克比矩阵的特征值为  .

根据特征值与平衡点的对应关系, 我们对系

统 (15)的平衡点类型及解的稳定性分析如下:

β1/β2 ⩾ 0

±
√
−β1

β1 > 0 β1 < 0

1) 当   时, 系统只有一个平衡点 (0,

0)并且在该点处 J的特征值为   . 如果

 , 则 (0, 0)点是中心点; 如果   , 则 (0,

0)点是不稳定鞍点.

β1/β2 < 0

S0(0, 0) S1(
√
−β1/β2, 0) S2(−

√
−β1/β2, 0)

±
√
−β1 ±

√
2β1

±
√
2β1 β1 < 0 S0 S1

S2 S1 S2 S0

β1 > 0 S0 S1 S2

2) 当   时 , 系 统 有 三 个 平 衡 点 :

 ,    和   . 对

应这些平衡点, J 的特征值分别为  ,  

和  . 若  , 则  是不稳定鞍点, 而  和

 是中心点, 此时存在围绕中心点  和  绕至 

的同宿轨道. 若  , 那么  是中心点,   和 

是不稳定的鞍点, 此时系统存在异宿轨道.

β1/β2 < 0

β1 =

β2 = 1/18

β1 = 1 β2 = −5/9

为了演示系统 (15)存在的同宿轨道和异宿轨

道, 选取特定参数画出系统 (15)在条件 

下的相位图, 如图 1所示. 当取定    –1/10 和

 , 图 1(a)显示有一个鞍点和两个中心点,

随着时间的变化从鞍点出发的轨道最终会返回形

成同宿轨道. 而当   和   时, 图 1(b)

显示有一个中心点和两个鞍点, 并形成从一个鞍点

到另一个鞍点的异宿轨道.

β1/β2 < 0 β1 < 0

β1/β2 < 0 β1 > 0

进一步, 根据相位轨道与非线性偏微分方程的

解之间的对应关系 [26,27], 可以得出如下结论: 如果

 且   , 则方程 (1)具有明孤立波解;

而当   且   时, 方程 (1)有冲击波解
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β1/β2 < 0 β1 < 0 6K2ε2α3 − 3α1+

6K2ε2α3 − 3α1+

β1/β2 < 0 β1 > 0

6K2ε2α3 − 3α1 + 3c/2K < 0

或 暗 孤 立 波 解 . 通 过 (14)式 , 可 以 将 条 件

 和   具 体 表 示 为  

3c/2K <  0, a5  –  a4  –  a6 > 0  且 a3 <  0或者

  3c/2K < 0, a5 – a4 – a6 > 0且

a3 < 0. 同样地, 条件  且  可具体写

成   , a5 – a4 – a6 > 0

6K2ε2α3 − 3α1+且 a3 < 0或者    3c/2K < 0, a5 –

a4 – a6 > 0且 a3 < 0.

h∗ = hi = H(Si)(i = 0, 1, 2)

下面为了验证方程 (1)中明孤立波解和暗孤

立波解的存在性, 分别在同宿轨和异宿轨条件下利

用 哈 密 尔 顿 函 数 对 系 统 (15)进 行 求 解 . 令

 , 则有 

h1 = h2 = H(S1) =
−β2

1

4β2
, h0 = H(S0) = 0 . (18)

事实上, 由相容性条件 (11)式和 (12)式可知表达

式 (8)与哈密尔顿函数 (16)式是等价的, 故可得 

h∗ =
c2+4K2[4ε2(−cK +Ω)α3−(α1−4K2ε2α3)

2]

16a2K2ε4α3(α4 − α5 − α7)
.

(19)

β1 < 0 β2 > 0 S0

S1 S2

S1 S2 S0 h∗ = h0

1) 当   且   时, 则平衡点   是不稳

定鞍点, 而平衡点  和  是中心点, 此时存在围绕

中心点   和   至   的同宿轨道. 当   时, 由

表达式 (16)得到 

ϕ
′2 = −β1ϕ

2 − β2

2
ϕ4 . (20)

求解得 

ϕ = ±

√
−2β1

β2
sech(

√
−β1ξ) . (21)

将解 (21)式代入变换 (2)式中得到方程 (1)的明

孤立波解为 

q(x, t) = ±ei(kx−Ωt)

√
−2β1

β2
sech

√
−β1a(x− ct) ,

(22)

其中 

 

c =
2K[6α2α3 + α1(α4 − 7α5 + α6 − 3α7)− 4K2ε2α3(α4 − α5 + α6 − 3α7)]

2α4 − 8α5 + 2α6 − 3α7
,

Ω = −c2 − 4K2[4cKε2α3 + (α1 − 4K2ε2α3)
2
]

16K2ε2α3
,

4α2
5 + α2

6 + α4(−4α5 + α6 − α7)− α6α7 + α5(−5α6 + α7) + 12α3α8 = 0.

β1 > 0 β2 < 0 S0

S1 S2

h∗ = h1 = h2

2) 当   且   时, 那么平衡点   为中

心点, 平衡点  和  是不稳定的鞍点, 此时存在异

宿轨道. 当  时, 由表达式 (16)得到
 

ϕ
′2 = −β1ϕ

2 − β2

2
ϕ4 − β2

1

2β2
. (23)

可求得
 

ϕ = ±

√
−β1

β2
tanh

(√
β1

2
ξ

)
. (24)

将解 (24)式代入变换 (2)式中得到方程 (1)的暗

孤立波解为
 

q(x, t) = ±ei(kx−Ωt)

√
β1

−β2
tanh

√
β1

2
a(x−ct) , (25)

 

-2 -1 0 1 2



0.8

0.4

0

-0.4

-0.8



-1.5 -1.0 0 0.5 1.0 2.01.5



2

1

0

-1

-2



(a)

(b)

图 1    系统 (15)的相位图　(a)同宿轨道 (b1 = –1/10, b2 =
1/18); (b) 异宿轨道 (b1 = 1, b2 = –5/9)

Fig. 1. Phase  portraits  of  System  (15): (a)  Homoclinic   or-

bits (b1 = –1/10, b2 = 1/18); (b) heteroclinic orbits (b1 =
1, b2 = –5/9). 
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其中 

c =
2K[6α2α3 + α1(α4 − 7α5 + α6 − 3α7)− 4K2ε2α3(α4 − α5 + α6 − 3α7)]

2α4 − 8α5 + 2α6 − 3α7
,

Ω = (α4−α5−α7)

[
−3(c−2Kα1+4K3ε2α3)

2

16K2ε2α3(α4−α5+α6)
+

cK

α4−α5−α7
− c2

16K2ε2α3(α4−α5−α7)
+

(α1−4K2ε2α3)
2

4ε2α3(α4−α5−α7)

]
,

4α2
5 = − α2

6 − α4(−4α5 + α6 − α7) + α6α7 − α5(−5α6 + α7)− 12α3α8.

根据参数条件, 在解 (22)式和 (25)式中选取恰当

的参数值得到明暗孤立波的传播图形, 如图 2所示.
 

3   呼吸子的速度跳跃点及怪波的形
成条件

目前, 怪波解已经被发现存在于很多非线性发

展方程中, 例如 NLSE、Hirota方程、导数非线性

薛定谔方程、Sasa-Satsuma方程、离散 Ablowitz-

Ladik方程以及变系数高阶非线性薛定谔方程

等 [35−37]. 本节将基于方程 (1)在可积条件下求得的

呼吸子解 [30], 分析呼吸子的速度跳跃现象以及怪

波产生的条件.

在可积条件下, 分别取方程 (1)中的参数为 a1 =

1, a2 = 2, a3 = 1, a4 = 8, a5 = 2, a6 = 6, a7 =

4, a8 = 6, 得到如下形式: 

iqt + qxx + 2q|q|2 + ε2(qxxxx + 6q2xq
∗ + 4q|qx|2

+ 8|q|2qxx + 2q2q∗xx + 6|q|4q) = 0.
(26)

基于AKNS谱问题, 方程 (26)的Lax对表示如下[30]: 

Φx = MΦ, M =

(
−iλ q
−q∗ iλ

)
, (27a)

 

Φt = NΦ, N =


8iε2A4 − 2iλ2 + i|q|2

8iε2B4 + 2λq + iqx
8iε2C4 − 2λq∗ + iq∗x

−8iε2A4 + 2iλ2 − i|q|2)

 ,

(27b)

其中 

A4 =λ4 − 1

2
|q|2λ2 +

i
4
(qq∗x − qxq

∗)λ

+
1

8
(3q2q∗2 + q∗qxx + qq∗xx − qxq

∗
x),

B4 = iqλ3 − 1

2
qxλ

2 − i
4
(qx,x + 2q2q∗)λ

+
1

8
(qxxx + 6qq∗qx),

C4 = − iq∗λ3 − 1

2
q∗xλ

2 +
i
4
(q∗xx + 2qq∗2)λ

+
1

8
(q∗xxx + 6qq∗q∗x). (28)

文献 [30]基于 Lax对 (27)式给出了方程 (26)的

一阶达布变换, 其中势函数变换关系如下: 

q[1] = q[0] − 2i∆1

∆2
, (29)

∆1=−2if1,1f2,1Im(λ1) ∆2=f1,1f2,2−f1,2f2,1,这里  ,  

 

1

0

-6

6 0.3

1.8





|
|2

(a)

0.15

0

-12

12 0.3

1.8





|
|2

(b)

Ω

Ω

图 2    (a)由明孤立波解 (22)式描述的明孤立波传输图形,

其中参数选取为  a1 = 1, a2 = 2, a3 = 1, a4 = 8, a5 = 2,
a6 = 6, a7 = 4, a8 = 6, c = 1, K = 1,     = 51/16, e = 1,
a = 1; (b) 由暗孤立波解 (25)式描述的暗孤立波传输图形,

其中参数选取为 a1 = –1, a2 = 2, a3 = 1, a4 = –8, a5 =
–2, a6 =   –6, a 7 =   –4, a8 =  6,  c  =   –7, K = 1,     =

–123/32, e = 1, a = 1

Ω

Ω

Fig. 2. (a) Propagation of bright solitary wave via Solution

(22) with the parameters chosen as a1 = 1, a2 = 2, a3 = 1,
a4 = 8, a5 = 2, a6 = 6, a7 = 4, a8 = 6, c = 1, K = 1,    =

51/16, e = 1, a = 1; (b) propagation of dark solitary wave
via  Solution  (25)  with  the  parameters  chosen  as a1 =  –1,
a2 = 2, a3 = 1, a4 = –8, a5 = –2, a6 = –6, a7 = –4, a8 = 6,
c = –7, K = 1,    = –123/32, e = 1, a = 1. 
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f2,1 = −f∗
1,2 f2,2 = f∗

1,1 (fi,1, fi,2) (i = 1, 2)

λ = λi λ2 = λ∗
1

其中   ,    ,       

是 Lax对 (27)式相应   (  )的两组线

性无关解.

以方程 (26)的平面波解作为种子解: 

q[0] = ceiρ, ρ = ax+ bt, (30)

b = ε2(a4 − 12a2c2 + 6c4) + 2c2 − a2 a, b, c

q[0]

其中  ,   分

别代表波的波数、频率和振幅. 此时, 与  对应的

Lax对 (27)式的解为 

f1,1 = k1cei[
ρ
2+κ(x,t)] + ik2

(a
2
+ h+ λ1

)
ei[

ρ
2−κ(x,t)],

(31a)
 

f1,2=k2ce−i[ ρ2+κ(x,t)]+ik1
(a
2
+h+λ1

)
e−i[ ρ2−κ(x,t)],

(31b)

其中
 

κ =h(x+ dt),

k1 = eih(s1ε+s2ε
2),

k2 = e−ih(s1ε+s2ε
2),

h =

√
c2 +

(
λ1 +

a

2

)2
≡ hR + ihI,

d =2λ1 − a+ ε2[a(a2 − 6c2)− 8λ3
1

+ 4aλ2
1 + (4c2 − 2a2)λ1] ≡ dR + ihI.

将平面波解 (30)式及特征函数 (31a)式和

(31b)式代入变换 (29)式中, 得到方程 (26)的一

阶呼吸子解为 [30]: 

 

q[1] = ceiρ +
2η{ω1 cos(2G)− ω2 cosh(2F )− i[(ω1 − 2c2) sin(2G)− ω3 sinh(2F )]}eiρ

ω1 cosh(2F )− ω2 cos(2G)
, (32)

其中 

ω1 = c2 + (hI + η)2 +
(
ξ + hR +

a

s

)2
,

ω2 = 2c (hI + η) ,

ω3 = 2c
(
ξ + hR +

a

2

)
,

F = hIx+ (dRhI + dIhR)t ≡ k1x+ w1t,

G = hRx+ (dRhR − dIhI)t ≡ k2x+ w2t,

λ1 = ξ + iη,

这里下标 R和 I分别代表相关参数的实部和虚部.

图 3展示了由呼吸子解 (32)式描述的单个呼吸子

的动力学演化, 其在演化过程中呈现出随时间的周

期性震荡现象.

cos(2G) sin(2G)

k2 w2

接下来 , 将基于呼吸子解的精确表达式

(32)来分析呼吸子的速度跳跃现象. 根据非线性波

速度的相关理论 [38,39], 从表达式 (32)中可以看出,

呼吸子沿时间和空间轴方向发生周期性震荡, 其震

荡性体现在三角函数部分   或   , 且

G 中的   和   分别代表震荡的空间和时间频率,

Vp

(x, t) F = 0

Vg

Vg Vp

震荡速度对应于呼吸子相速度  . 另外, 呼吸子可

以在  平面上沿直线传播, 其传播轨迹由 

决定, 传播速度对应于呼吸子的群速度   . 因此,

得到呼吸子解 (32)式的群速度  和相速度  的表

达式如下:

 

 

Vg = − w1

k1
= −dRhI + dIhR

hI
=

−8η2(a+ 2ξ)(1− a2 + 2c2 + 4η2 + 4aξ − 12ξ2)

a2 + 4c2 − 4η2 + 4aξ + 4ξ2 +
√
D1

+
[a3 − 2a2ξ − a(1 + 6c2 + 4η2 − 4ξ2) + 2ξ(1 + 2c2 + 12η2 − 4ξ2)](a2 + 4c2 − 4η2 + 4aξ + 4ξ2 +

√
D1)

a2 + 4c2 − 4η2 + 4aξ + 4ξ2 +
√
D1

,

(33)
 

 

2

1

0

-5

0

5

-10

0

10





|
[1
] |
2

ξ = 0 η = 1/2 c = 2/5 a = 0

图 3    解 (32)式描述的一阶呼吸子的动力学演化, 其中参

数选取为   ,   ,   和  

ξ = 0 η = 1/2 c = 2/5

a = 0

Fig. 3. The  propagation  of  one  breather  via  Solution  (32)

with  the  parameters  chosen  as    ,    ,   

and   . 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 1 (2020)    010502

010502-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


Vp = − w2

k2
= −dRhR − dIhI

hR
= 4ξ(c2 + 6η2 − 2ξ2)− [a3 + 2ξ − 2a2ξ − a(1 + 6c2 + 4η2 − 4ξ2)]

+
(−1 + a2 − 2c2 − 4η2 − 4aξ + 12ξ2)(4c2 − 4η2 + (a+ 2ξ)

2
) +

√
D2

a+ 2ξ
, (34)

其中 

D1 = 16η2(a+ 2ξ)2 + [a2 + 4aξ + 4(c2 − η2 + ξ2)]2 ,

D2 = (4(c− η)2 + (a+ 2ξ)2)(4(c+ η)2 + (a+ 2ξ)2).

η → ±c Vg Vp当  时, 群速度  和相速度  化简如下: 

Vg =
−8η2(a+ 2ξ)(1− a2 + 6c2 + 4aξ − 12ξ2)

a2 + 4aξ + 4ξ2 +

√
(a+ 2ξ)

2
(a2 + 16c2 + 4aξ + 4ξ2)

+ [a3 − 2a2ξ − a(1 + 10c2 − 4ξ2) + 2ξ(1 + 14c2 − 4ξ2)], (35)
 

Vp =4ξ(7c2 − 2ξ2)− [a3 + 2ξ − 2a2ξ − a(1 + 10c2 − 4ξ2)]

+
(−1 + a2 − 6c2 − 4aξ + 12ξ2)((a+ 2ξ)

2
+

√
(a+ 2ξ)

2
[16c2 + (a+ 2ξ)

2
])

a+ 2ξ
. (36)

ξ

−a/2
√
(a+ 2ξ)2

Vg Vp

η → ±c

ε2 = 1 η = c c = 1 ξ = 1

从表达式 (35)式和 (36)式中可以看出, 当   沿不

同方向趋于  时,   的符号是不同的,

从而导致群速度   和相速度   趋于不同的值, 即

产生跳跃现象. 为了图形演示速度关于参数 a 的跳

跃现象, 我们在条件  下, 保留参数 a 且将其

他参数取定 , 即   ,    ,    和   , 得

到,
 

Vg =
δ1
δ2

, Vp =
δ3
δ4

, (37)

其中
 

δ1 =2a4 + a5 + 2a2[

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 15]

− a3[3 +

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)]

− a

{
48 + 3[4 +

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)]

−2[48 + 5

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)]

}

− 2

{
48− 3[

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 4]

+2[7

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 72]

}
, (38)

 

δ2 =

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 4− 4a− a2,

(39)
 

δ3 = a4 − 80− 7

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)

+ a2[

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 15]

+ 4[37 + 3

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)]

− 4a[

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 3], (40)

 

δ4 = −2(a+ 2). (41)

Vg Vp

Vg

a = −2

lim
a→−2−

Vg = −54 ̸= lim
a→−2+

Vg = 14

a = −2 Vp a = −2

图 4给出了群速度  和相速度  随参数 a 的

变化关系. 以  为例, 由图 4可清晰地看到群速度

在   处出现突然的跳跃. 为了更加说明该跳

跃点, 我们计算了群速度在该点的左右极限, 发现

 , 从而表明群速

度在  处不连续. 类似地, 相速度  在 

 

-4 -2 0 2 4

40

20

0

-20

-40

-60

-80

a

V
g
(V

p
)

Vg Vp图  4     呼吸子的群速度   (红实线 )和相速度   (蓝虚

线)随参数 a 的变化关系

Vg

Vp

Fig. 4. Group  velocity      (red-solid line)  and  phase   velo-

city    (blue-dot line) of the breather.
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a = −2 √
(2 + a)2

Vg VP a = −2

a = −2

处的左右极限分别为 14和–54, 也是不连续的, 即

 为跳跃点. 通过对表达式 (37)的分析, 速度

跳跃点的出现是由于分母中包含   , 从而

导致   和   在   点处不连续 . 根据文献 [24]

中关于临界频率的定义, 由于速度在波数  

处表现出了速度的不连续性, 因此该不连续点可以

定义为方程 (26)的临界波数.

ξ → −a/2 η → c λ1 = ξ + iη
→ λ0 =

已有研究表明呼吸子在速度跳跃点会转变为

怪波 [24,25]. 为了验证方程 (26)中怪波的形成与速

度 跳 跃 的 关 系 , 我 们 将 呼 吸 子 解 (32)式 在

 和   条件下取极限 , 即    

 –a/2 + ic, 得到方程 (26)的一阶怪波解

如下:

 
 

 

qrw =

[
c− 4cθ1(λ0 − λ0

2)(θ4 + α∗
1t)

4c2θ3θ4 + θ1θ2 + 4c2[θ4α1 + α∗
1(θ3 + α1t)]t

]
eiρ(x,t), (42)

其中 

ρ = ax+ bt , b = (a4 − 12a2c2 + 6c4)ε2 + 2c2 − a2 ,

θ1 =
4c2α1t

a+ 2λ0
+

(ax+ 2λ0x+ 2i)α1 + α2[a
4ε2 − a2(1 + 6c2ε2)− 8ac2ε2λ0 + 4λ0

2(1 + 2c2ε2 − 4ε2λ2
0)]

a− a3ε2 + 6ac2ε2 − 2λ0 + 2a2ε2λ0 − 4c2ε2λ0 − 4aε2λ2
0 + 8ε2λ3

0

,

θ2 =
4c2α∗

1t

a+ 2λ∗
0

+
α∗
1(ax+ 2xλ0

∗ − 2i) + α∗
2[a

2(a2ε2 − 6c2ε2 − 1)− 8ac2ε2λ∗
0 + λ∗2

0 (4 + 8c2ε2)− 16ε2λ∗4
0 ]

a− a3ε2 + 6ac2ε2 + 2λ∗
0(a

2ε2 − 2c2ε2 − 1)− 4aε2λ∗2
0 + 8ε2λ∗3

0

,

θ3 =
α1x+ α2[a

3ε2 − 2a2ε2λ0 + a(4ε2λ2
0 − 1− 6c2ε2) + 2(λ0 + 2c2ε2λ0 − 4ε2λ3

0)]

a3ε2 − 2a2ε2λ0 + a(4ε2λ2
0 − 1− 6c2ε2) + 2(λ0 + 2c2ε2λ0 − 4ε2λ3

0)
,

θ4 =
α∗
1x+ α∗

2[a(a
2ε2 − 6c2ε2 − 1) + λ∗

0(2− 2a2ε2 + 4c2ε2) + 4aε2λ∗2
0 − 8ε2λ∗3

0 ]

a(a2ε2 − 6c2ε2 − 1) + λ∗
0(2− 2a2ε2 + 4c2ε2) + 4aε2λ∗2

0 − 8ε2λ∗3
0

. (43)

α1 α2

c = 1 η = 1 ε2 = 1 α1 = α2 = 1

x → ∞ t → ∞ |qrw|2

|qrw|2

5.32932× 10−13 5.3456× 10−13

这里   和   是两个非零的实参数. 图 5给出了由

解 (42)式描绘的一阶怪波的动力学演化, 其中参

数选取为  ,   ,   和  . 通过

极限计算, 当  或  时, 一阶怪波  在

无穷远处高度为 1, 从而说明了怪波的空间和时间

局域性. 进一步, 借助数值近似计算可以验证 

分别在点 (0.3660257, –1)和 (–1.3660251, –1)附

近取得最小值   和   ,

ξ → −a/2

η → c

在点 (–0.4999952, –1)附近取得最大值 9, 该值即

为一阶怪波的振幅. 因此, 解 (42)式符合一阶怪波

解具有一个极大值点和两个极小值点的特点, 且最

高点振幅为背景波三倍以上. 以上分析表明方程 (26)

的呼吸子解 (42)式在速度跳跃条件   和

 下转化成了怪波, 进而证明速度的不连续性

可以产生怪波. 值得注意的是, 该速度跳跃条件与

达布变换方法求怪波解 [24] 时的谱参数取值相一致,

而该谱参数条件对应方程的调制不稳定区域 [40],

因此调制不稳定性与速度跳跃从不同角度揭示了

怪波产生的条件.
 

4   结　论

本文研究了一个在光纤光学和磁力学提出的

四阶色散非线性薛定谔方程 (1), 分别从动力学分

析和速度不连续性两方面探讨了孤立波和怪波的

产生条件.

首先, 利用行波解约化将该四阶色散非线性薛

定谔方程变为常微分方程, 然后通过分离常微分方

程的实虚部得到二维平面自治系统 , 即系统

 

9

5

0

-6

0

6
-1.4

-1.0

-0.6





|
rw
|2

ξ = 1 η = 1 c = 1 α1 = 1 α2 = 1 a = −2

图 5    解 (42)式描述的一阶怪波的动力学演化, 其中参数

选取为   ,   ,   ,   ,   和  

ξ = 1 η = 1

c = 1 α1 = 1 α2 = 1 a = −2

Fig. 5. The propagation of  first-order rogue wave via Solu-

tion  (42)  with  the  parameters  chosen  as    ,    ,

 ,   ,    and   . 
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(15a)和 (15b). 进而, 借助相平面分析方法讨论了

系统 (15a)和 (15b)的平衡点类型及解的稳定性,

同时根据平衡点类型与相轨道的关系发现二维平

面自治系统具有同宿轨道和异宿轨道, 并在相应条

件下求解得到了方程 (1)的明孤立波解和暗孤立

波解, 从而验证了同异宿轨道分别对应非线性方程

的明暗孤立波解.

ξ → −a/2 η → ±c

√
(a+ 2ξ)2

其次, 为了从速度不连续性角度研究怪波的产

生条件, 我们基于非零背景平面之上的精确一阶呼

吸子解, 推导出了呼吸子的群速度和相速度的显式

表达式. 通过对速度表达式的理论分析发现, 当

 和   时, 群速度和相速度均关于波

数存在不连续点 , 即跳跃点或临界波数 (见图 3

所示). 同时, 从数学上指出了该跳跃点的出现是由

于速度表达式中含有因子  . 为了验证呼

吸子在速度跳跃点可以转化成怪波, 对一阶呼吸子

解在速度不连续点处取极限获得了方程 (26)的一

阶怪波解, 从而表明怪波的形成与呼吸子速度的不

连续性有关. 另外, 如果取定速度表达式 (35)式

和 (36)式中其他参数而只保留振幅参数 c, 则群速

度和相速度均不会出现不连续点, 如图 6所示. 在

ξ = 1/2(−a+
√
−4c2) η = 0

a = 1

图 6中 , 参数选取为   ,   

和   , 此时群速度和相速度都是关于振幅参数

c 的连续函数.

感谢深圳大学高等研究院的贺劲松教授在中国石油大

学 (北京)所作关于怪波形成机制的学术报告.
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Abstract

In this paper, we study the generation mechanism of bright and dark solitary waves and rogue wave for the

fourth-order  dispersive  nonlinear  Schrödinger  (FODNLS)  equation,  which  can  not  only  model  the  nonlinear

propagation  and  interaction  of  ultrashort  pulses  in  the  high-speed  optical  fiber  transmission  system,  but  also

govern the nonlinear spin excitations in the onedimensional isotropic biquadratic Heisenberg ferromagnetic spin

with the octupole-dipole interaction. Firstly,  via the phase plane analysis,  we obtain both the homoclinic and

heteroclinic  orbits  for  the  two-dimensional  plane  autonomous  system  reduced  from  the  FODNLS  equation.

Further,  we  derive  the  bright  and  dark  solitary  wave  solutions  under  the  corresponding  conditions,  which

reveals the relationship between the homoclinic (heteroclinic) orbit and solitary wave. Secondly, based on the

exact  first-order  breather  solution  of  the  FODNLS  equation  over  a  nonvanishing  background,  we  give  the

explicit  expressions  of  group  and  phase  velocities,  and  reveal  that  there  exists  a  jump in  both  the  velocities.

Finally, in order to verify that the breather becomes a rogue wave at the jumping point, we obtain the first-

order  rogue  wave  solution  by  taking  the  limit  of  the  breather  solution  at  such  point,  which  confirms  the

relationship of the generation of rogue wave with the velocity discontinuity.

Keywords: homoclinic and heteroclinic orbits, solitary waves, rogue wave, velocity discontinuity
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