
 

专题：非线性物理

Boussinesq 方程的 Lax 对、Bäcklund 变换、
对称群变换和 Riccati 展开相容性*
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(2019 年 9 月 2日收到; 2019 年 12 月 9日收到修改稿)

Boussinesq方程是流体力学等领域一个非常重要的方程. 本文推导了 Boussinesq方程的 Lax对. 借助于

截断 Painlevé展开 , 得到了 Boussinesq方程的自 Bäcklund变换 , 以及 Boussinesq方程和 Schwarzian形式的

Boussinesq方程之间的 Bäcklund变换. 探讨了 Boussinesq方程的非局域对称, 研究了 Boussinesq方程的单参

数群变换和单参数子群不变解 . 运用 Riccati展开法研究了 Boussinesq方程 , 证明 Boussinesq方程具有

Riccati展开相容性, 得到了 Boussinesq方程的孤立波-椭圆余弦波解.
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1   引　言

一般来讲, Boussinesq方程可写为 

utt + αuxx + β(u2)xx + γuxxxx = 0, (1)

其中, 下角标 x 和 t 表示偏微分. Boussinesq方程

可以用于描绘浅水波、等离子体、非线性晶格等众

多物理现象 [1−5].

由于该方程应用广泛, 一些特殊形式的或者修

正的 Boussinesq方程被推导出来研究. 例如, “坏”

Boussinesq方程 (也叫不适定 Boussinesq方程)的

形式为 

utt − uxx − (u2)xx − uxxxx = 0. (2)

这个方程是在 1872年由 Boussinesq[1] 提出来用于

描绘浅水波问题的 .  Benny和 Luke[6] 发现这个

Boussinesq方程非线性弱散色现象的一般近似 .

“好”Boussinesq方程的形式为 

utt − uxx − (u2)xx + uxxxx = 0. (3)

这个方程是作为描绘弦的非线性振动模型提出来

的, 也可以用于描绘非线性介质材料中的电磁波 [7].

一种修正的 Boussinesq方程的形式为 

utt − uxx − (u2)xx − uxxtt = 0. (4)

这个方程也经常被称为“改进的”Boussinesq方程 [8],

它由流体力学推导而来, 也可以用于描绘波在磁场

中的传播, 并取代“坏”Boussinesq方程.

很多不同形式的 Boussinesq方程, 是方程 (1)

的特殊形式. 本文旨在研究 Boussinesq方程 (1)的

可积性、对称性和严格解. 在下文中, 如果没有特

殊说明, Boussinesq方程指的是方程 (1). 论文结

构如下: 在第 2节中, 从一个简化的 Boussinesq方

程的 Lax对 , 推导出 Boussinesq方程 (1)的一组

Lax对; 在第 3节, 对 Boussinesq方程 (1)进行截
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断 的 Painlevé展 开 ,  得 到 Boussinesq方 程 的

Bäcklund变换; 第 4节研究了 Boussinesq方程的

单参数群变换; 第 5节讨论了 Boussinesq方程的

全 点 李 对 称 性 相 似 解 ;  第 6节 应 用 CRE

(consistent Riccati expansion, CRE)方法证明了

Boussinesq方程的 CRE相容性. Boussinesq方程

孤立波-周期波在第 7节进行了讨论; 第 8节是本

文的结论和讨论.
 

2   Boussinesq方程的 Lax对

α = 0 β = 1 γ = 1/3当  ,  ,  时, 方程 (1)退化成
 

vττ + (v2)χχ +
1

3
vχχχχ = 0, (5)

{u, x, t}

{v, χ, τ}

为了将方程 (1)和方程 (5)的变量进行区分, 我们

将方程 (1)中的变量   对应地写成方程 (5)

中 的   .  Weiss[9] 通 过 研 究 方 程 (5)的

painlevé性质, 推出了方程 (5)的一组 Lax对, 其

形式如下
 

ψχχχ = −3

2
vψχ − 3

4
ψvχ − 3

4
ψ

∫
vτ dχ+ λψ, (6a)

 

ψτ = ψχχ + vψ. (6b)

方程 (1)和方程 (5)之间存在标度变换
 

u(x, t) =

(
3γ

β2

) 1
3

v (χ, τ)− α

2β
,

χ = ±β
( 1

6 )3(
2
3 )x

3γ
1
3

,

τ = ±3(
5
6 )β(

1
3 )t

3γ(
1
6 )

. (7)

结合方程 (5)的 Lax对 (6)式以及标度变换, 可以

得到方程 (1)的 Lax对.

定理 1 (Lax对定理)

Boussinesq方程 (1)具有如下形式 Lax对:
 

ϕxxx = −
√
3 γβϕ

12 γ2

∫
ut dx−

(2uβ + α)

4 γ
ϕx

− ϕβ

4 γ
ux ± ϕλ

√
β

3 γ
, (8a)

 

ϕt =
√
3 γϕxx +

√
3ϕ (2β u+ α)

6
√
γ

, (8b)

{x, t}这里的 l 代表谱函数, j 表示  的任意函数.
 

3   与 截 断 Painlevé展 开 相 关 联 的

Bäcklund变换

截断 Painlevé展开法, 是分析非线性系统最有

效的方法之一 [10−12]. 对 Boussinesq方程 (1), 可将

u 展开成 

u = u0 +
u1
f

+
u2
f2
, (9)

u0, u1, u2 {x, t}

f−6

这里的  和 f 都是  的函数, f 是奇异流

函数. 将 (9)式代入到方程 (1)中, 所得到的多项

式中, f 的所有不同阶次的系数都应该为零. 由 

的系数为零, 可得到 

u2 = −6 γ fx
2

β
. (10)

f−5由  的系数为零, 可得 

u1 =
6 γ fxx
β

. (11)

f−4由  的系数, 容易得到 

u0 =
3

2

γ fxx
2

βfx
2 − 2 γ fxxx

βfx
− 1

2

ft
2

βfx
2 − α

2β
. (12)

f−3将 (10)式–(12)式代入到  的系数中, 得 

γ

(
fxxx
fx

− 3

2

fxx
2

fx
2

)
x

+

(
ft
fx

)
t

+
ft
fx

(
ft
fx

)
x

= 0,

(13)

方程 (13)在Möbious变换下, 保持形式不变, 因此

被称为 Schwarzian形式的 Boussinesq方程 [9].

f0 u0

u = u0

将 (9)式—(13)式代到方程 (1)中, 比较所得

方程中  的系数, 可发现  也是 Boussinesq方程

的一个解, 这表示   是 Boussinesq方程的一

个 自 Bäcklund变 换 .  而 且 ,  对 以 上 截 断

Painlevé展 开 进 行 总 结 ,  可 得 到 一 个 非 自

Bäcklund变换.

定理 2 (Bäcklund变换定理)

如果 f 是 Schwarzian形式的 Boussinesq方

程 (13)的解, 那么 

u = u0 =
3

2

γ fxx
2

βfx
2 − 2 γ fxxx

βfx
− 1

2

ft
2

βfx
2 − α

2β
(14)

也是 Boussinesq方程 (1)的解.

定理 3 (Bäcklund变换定理)

如果 f 是 Schwarzian形式的 Boussinesq方

程 (13)的解, 那么 
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u =u0 +
u1
f

+
u2
f2

=
3

2

γ fxx
2

βfx
2 − 2 γ fxxx

βfx

− 1

2

ft
2

βfx
2 − α

2β
+

6 γ fxx
fβ

− 6 γ fx
2

βf2
(15)

也是 Boussinesq方程 (1)的解. 

4   单参数群变换

6 γ fxx
β

6 γ fxx
β

将   代入 Boussinesq方程 (1)的对称决

定性方程, 可发现  是 Boussinesq方程 (1)的

一个非局域对称. 为了将传统的点李对称和非局域

对 称 结 合 在 一 起 , 我 们 需 要 建 立 一 个 包 含

Boussinesq方程、Schwarzian形式的 Boussinesq

方程以及这两个方程的变换关系式的拓展系统, 其

形式如下: 

utt + αuxx + β(u2)xx + γuxxxx = 0, (16a)
 

γ

(
fxxx
fx

− 3

2

fxx
2

fx
2

)
x

+

(
ft
fx

)
t

+
ft
fx

(
ft
fx

)
x

= 0,

(16b)
 

u =
3

2

γ fxx
2

βfx
2 − 2 γ fxxx

βfx
− 1

2

ft
2

βfx
2 − α

2β
, (16c)

 

fx = g, (16d)
 

fxx = h. (16e)

σuBoussinesq方程的对称  也相应地拓展为满

{σu, σf , σg, σh}足下式的四分量对称  ,
 

σ=


σu

σf

σg

σh

=



6 γ fxx
β

−f2

−2ffx

−2fx
2 − 2ffxx


=



6 γ h

β

−f2

−2fg

−2g2 − 2fh


.

(17)

{σu, σf , σg, σh}

对方程 (16), 我们也可以研究它的全点李对

称. 基于这个目的, 四分量对称   应

该满足 Boussinesq方程的线性化的非线性系统.

按照点李对称的方法, 经过计算可得总的对称矢

量为
 

V = C1V1+C2V2+C3V3+C4V4+C5V5+C6V6 , (18)

各个对称矢量为:
 

V1 =
x

2
∂x + t∂t − u∂u − α

2β
∂u − g

2
∂g − h∂h,

V2 = ∂x, V3 = ∂t,

V4 = −h∂u +
βf2

6 γ
∂f +

g β f

3 γ
∂g +

β(f h+ g2)

3 γ
∂h,

V5 = −f∂f − g∂g − h∂h, V6 = −∂f . (19)

V1 V5 V2

V3 V4

V6

其中,   ,  表示标度变换,   表示空间平移不变

性,    代表时间平移不变性,    与非局域对称关

联, 而  则表示相平移不变性.

由对称矢量 (19)式, 可得到六个单参数不变子群:
 

 

gε(V1) : {x, t, u, f, g, h} −→
{
x e

ε
2 , t eε, e−ε u+

α

2β
(e−ε − 1), f, g e−

ε
2 , h e−ε

}
, (20a)

 

gε(V2) : {x, t, u, f, g, h} −→ {x+ ε, t, u, f, g, h}, (20b)
 

gε(V3) : {x, t, u, f, g, h} −→ {x, t+ ε, u, f, g, h}, (20c)
 

gε(V4) : {x, t, u, f, g, h} −→


x, t, u− 6 γ ε2 β g2

(ε β f − 6 γ)2
+

6 γ ε h

ε β f − 6 γ
,

6 γ f

6 γ − ε β f
,

36 g γ2

(ε β f − 6 γ)2
,

36 γ2 (−2 g2 ε β + f h ε β − 6h γ)

(ε β f − 6 γ)3

 , (20d)

 

gε(V5) : {x, t, u, f, g, h} −→ {x, t, u, e(−ε)f, e(−ε)g, e(−ε)h}, (20e)
 

gε(V6) : {x, t, u, f, g, h} −→ {x, t, u, f − ε, g, h}. (20f)

从以上六个单参数不变子群, 可到到下列 Bäcklund变换定理.

定理 4 (单参数群变换)

{u(x, t), f(x, t), g(x, t), h(x, t)}如果   是拓展的 Boussinesq系统 (16)的一组解, 则下列函数也是拓展的

Boussinesq系统 (16)的一组解, 
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 u1 = e−ε u(xe− ε
2 , te−ε) +

α

2β
(e−ε − 1), f1 = f(xe− ε

2 , te−ε),

g1 = g(xe− ε
2 , te−ε) e− ε

2 , h1 = h(xe− ε
2 , te−ε) e−ε

 , (21a)

  {
u2 = u(x− ε, t), f2 = f(x− ε, t), g2 = g(x− ε, t), h2 = h(x− ε, t)

}
, (21b)

 

{u3 = u(x, t− ε), f3 = f(x, t− ε), g3 = g(x, t− ε), h3 = h(x, t− ε)}, (21c)
  

u4 = u(x, t)− 6 γ ε2 β g(x, t)2

(ε β f(x, t)− 6 γ)2
+

6 γ ε h(x, t)

ε β f(x, t)− 6 γ
, f4 =

6 γ f(x, t)

6 γ − ε β f(x, t)
,

g4 =
36γ2g(x, t)

(εβf(x, t)− 6γ)2
, h4 =

36γ2(εβf(x, t)h(x, t)− 2εβg(x, t)2 − 6γh(x, t))

(ε β f(x, t)− 6 γ)3

 , (21d)

 

{u5 = u(x, t), f5 = e(−ε)f(x, t), g5 = e(−ε) g(x, t), h5 = e(−ε)h(x, t)}, (21e)
 

{u6 = u(x, t), f6 = f(x, t)− ε, g6 = g(x, t), h6 = h(x, t)}. (21f)

 

5   全点李对称相似解

对称性理论是求解偏微分方程的一种有效系

统的方法 [13−19]. 从对称矢量 (19)式, 不仅可以得

到单参数不变子群和群不变解 , 而且可以得到

Boussinesq的相似解和约化方程. 将约化方程的严

格解和相似解相结合, 则可以得到所研究系统的严

格解. 可得到下列四组非平庸情况.

C1 ̸= 0, C4 ̸= 0情况 1   .

在种情这况, 群不变量可写为 

ξ =
C3 + C1 t

C1 (2C2 + C1 x)2
. (22)

相似解的形式为 

u =
U(ξ)

(2C2 + C1 x)2
− (4C2 + C1 x)αC1 x

2β(2C2 + C1 x)2

− 6 γ C4H(ξ) e(−2F (ξ)C1)

(2C2 + C1 x)2 δ

× tanh
[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]

+
6β γ C4

2G(ξ)2 e(−2F (ξ)C1)

δ2 (2C2 + C1 x)2

× sech
[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]2
, (23a)

 

f=
3 γ C5

C4 β
− δ

C4 β
tanh

[
δ ln(2C2+C1 x)+δF (ξ)C1

3 γ C1

]
,

(23b)
 

g =
G(ξ) e(−F (ξ)C1)

(2C2 + C1 x)

× sech
[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]2
, (23c)

 

h =
H(ξ) e(−2F (ξ)C1)

(2C2 + C1 x)2

× sech
[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]2
+

2β C4G(ξ)
2 e(−2F (ξ)C1)

(2C2 + C1 x)2 δ

×
sinh

[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]
cosh

[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]3 , (23d)
δ =

√
6 γ β C4 C6 + 9 γ2 C5

2 {U(ξ),

F (ξ) G(ξ),H(ξ)}
其中   , 约化函数  

 ,   需要满足相应的约化方程. 这种

情况的约化方程非常长, 这里省略不写.

C1 ̸= 0, C4 = 0情况 2   .

{σu, σf , σg, σh} C4 C4

C4 = 0

  包含   , 而   是与非局域对

称相关联的, 那么如果令  , 则相似解会变得

更加简化. 这样, 相似解为: 

u = −4xαC1 C2 + x2 αC1
2 − 2U(ξ)β

2β (2C2 + C1 x)2
, (24a)

 

f = (2C2 + C1 x)

(
− 2C5

C1

)
F (ξ)− C6

C5
, (24b)

 

g = (2C2 + C1 x)

(
−1− 2C5

C1

)
G(ξ) , (24c)
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h = (2C2 + C1 x)

(
−2− 2C5

C1

)
H(ξ) . (24d)

与情况一相比, 时间和空间的对称性都没有改变,

因此这种情况的群不变量与情况一相同, 仍为
 

ξ =
C3 + C1 t

C1 (2C2 + C1 x)2
. (25)

将 (24b)式代入 (16d)式和 (16e)式, 则变量 f 和

g 变成:
 

g = −2 (2C2+C1 x)
(−1− 2C5

C1
) (C1Fξ ξ +C5F ), (26)

 

h =2 (2C2 + C1 x)
(−2− 2C5

C1
)(2C1

2Fξξξ
2 + 3C1

2Fξ ξ

+ C1C5F + 4C1FξC5ξ + 2C5
2F ), (27)

将 (24b)式代到 (16c)式, 可以得到用和 F 表

示的 u 的表达式, 将 (24b)代入到 (16b)式, 可以

得到 F 满足的约束方程. 由于这两个式子都很长,

此处省略不写.

C1 = 0, C2 ̸= 0, C4 ̸= 0情况 3   .

C1 C1 = 0

(18)式和 (19)式说明空间 x 和时间 t 的对称

受到  的影响. 当  时, 群不变量 x 将比情况

一和情况二的群不变量简单. 此时, 群不变量变为
 

ξ =
C2t− C3x

C2
, (28)

相似解为:
 

u = U(ξ) +
3 γ C4e

δ F (ξ)
3C2 γH(ξ)

δ
[
e

δ (x+F (ξ))
3C2 γ + 1

] − 24β γ C4
2G(ξ)2

δ2
[
e

δ (x+F (ξ))
3C2 γ + 1

]2 ,
(29a)

 

f = − δ

β C4
tanh

[
δ (x+ F (ξ))

6 γ C2

]
+

3 γ C5

β C4
, (29b)

 

g = − 2G(ξ)

cosh
[
δ (x+ F (ξ))

3C2 γ

]
+ 1

, (29c)

 

h =
e

δ (2F (ξ)+x)
3C2 γ H(ξ)[

e
δ (x+F (ξ))

3C2 γ + 1
]2 − 16β C4G(ξ)

2 e
δ (x+F (ξ))

3C2 γ

δ
[
e

δ (x+F (ξ))
3C2 γ + 1

]3 .

(29d)

F (ξ)其中  满足
 

27C2
2 C3

5γ2Fξξ
3 + 4FξξC3

4 C2δ
2 Fξ

3

+(−6C3
3C2

2δ2Fξξ + 9C3
5 Fξξξξ C2

2 γ2)Fξ
2

+{[2C2
3 (2 δ2 C3

2 − 9 γ C2
4)

−36C2
2 C3

5 γ2 Fξξξ]Fξξ − 18C2
3 C3

4 Fξξξξ γ
2}Fξ

−C3
5Fξξ δ

2 Fξ
4

+

[
36γ2C3

4C2
3Fξξξ +

C2
4 (9 γC2

4 − δ2C3
2)

C3

]
×Fξξ + 9γ2C2

4FξξξξC3
3 = 0. (30)

将 (29b)式代到 (16c)式, 可得到关于 Boussinesq

方程的下列 Bäcklund变换.

定理 5 (Bäcklund 变换定理).

如果 F 满足 (30)式 , 则 Boussinesq方程的

解为
 

u =− 1

6

(C2 − Fξ C3)
2 δ2

β γ C2
4 tanh

[
δ (x+ F )

6C2 γ

]2

+
δ C3

2 Fξξ

C2
3 β

tanh
[
δ (x+ F )

6C2 γ

]

− 1

18γβC2
4(C2 − Fξ C3)2

{3C2
2 (3 γ C2

4

+ 3C2
2 αγ C3

2 − 4 δ2 C3
2)Fξ

2

+ [36Fξξξ C3
4 C2

2 γ2 − 2C2
3 C3 (9C2

2 αγ

− 4 δ2)]Fξ − 27γ2Fξξ
2 C3

4 C2
2

− 2δ2Fξ
4C3

4 − 36FξξξC3
3C2

3 γ2

+ C2
4 (9αγC2

2 − 2δ2) + 8 δ2 C2 Fξ
3 C3

3}.
(31)

C1 = 0, C2 ̸= 0, C4 = 0情况 4   .

这种情况下, 拓展系统 (16)的相似解为:
 

u = U(ξ), (32a)
 

f = e
(
−C5 x

C2

)
F (ξ)− C6

C5
, (32b)

 

g = G(ξ) e
(
−C5 x

C2

)
, (32c)

 

h = H(ξ) e
(
−C5 x

C2

)
, (32d)

这里, 群不变量 x 为
 

ξ =
C2t− C3x

C2
. (33)

F (ξ)将 (32b)式代入到 (16b)式, 可得到  满足的约

束方程. 将 (32b)式代入到 (16c)式, 则得到下列
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定理.

定理 6 (Bäcklund变换定理).

F (ξ)如果   满足 (32b)式 , 则 Boussinesq方程

的解可以写为 

u =− 1

2

1

(FξC3 + FC5)2C2
2β

{
[4 γFξξξ C3

4

+ 2C3C5F (2C5
2 γ + αC2

2)]Fξ − 3 γ Fξξ
2 C3

4

+ C2
2(αC3

2 + C2
2)Fξ

2 + 6 γ FFξξ C3
2C5

2

+4 γ FξξξC3
3FC5 + C5

2F 2(C5
2 γ + αC2

2)
}
.

(34)
 

6   Boussinesq方程的 CRE相容性

本 节 将 通 过 CRE  (consistent  Riccati

expansion, CRE)方法来讨论 Boussinesq方程的

严格解 [20]. Riccati方程的形式为 

Rw = a0 + a1R(w) + a2R(w)
2, (35)

a0 a1 a2这里的   ,    和   是任意常数. Riccati方程的严

格解可写为 

R(w) = −
√
θ

2 a2
tanh

(√
θ w

2

)
+

a1
2 a2

, (36)

其中, 

θ ≡ a1
2 − 4a0 a2. (37)

对于一个偏微分系统 

P (x, t, v) = 0, P = {P1, P2, ..., Pm},

x = {x1, x2, ..., xn}, v = {v1, v2, ..., vm}, (38)

我们可假设它可以展开为 

vi =

Ji∑
j=0

vi,jR
j(w), (39)

R(w)

Ri(w)

这里的   是 Riccati方程的严格解. 将 (39)式

代入到 (38)式, 并令  的系数为零, 可得:
 

Pj,i(x, t, vl,k, w) = 0. (40)

如果系统 (40)是自洽的 , 则展开式 (39)式是

“CRE”, 且非线性系统 (38)是“CRE”相容系统 [20].

为了得到孤立波 -周期波碰撞解 , 可应用

CRE方法 . CRE方法可被用于证明一个系统是

CRE相容系统, 并可用于寻求非线性系统的碰撞

波解. 对 Boussinesq方程, u 可展开成截断展开的

形式: 

u = u3 + u4R(w) + u5R(w)
2
, (41)

u3, u4, u5 R(w)这里,    和 w 都是 x 和 t 的函数,    是

Riccati方程的一个解.

R(w)

将 (35)式和 (41)式代入到方程 (1)中, 并令

 所有阶次的系数为零, 可得
 

u3 =− γ (a1
2 + 8 a2 a0)wx

2

2β
− α+ 6 γ wxx a1

2β

− 2 γ wxxx

wx β
− wt

2 − 3 γ wxx
2

2β wx
2

, (42a)
 

u4 = −6 a2 γ (wx
2 a1 + wxx)

β
, (42b)

 

u5 = −6 γ wx
2 a2

2

β
, (42c)

这里 w 满足
 

wt
2wxx − γ(4a2a0−a12)wxxwx

4−(γwxxxx+wtt)wx
2

+ 4γwxwxxwxxx − 3γwxx
3 = 0. (43)

通过 CRE和 CRE相容性的定义, Boussinesq方

程显然是一个 CRE相容系统. 基于以上讨论, 可

得到如下定理:

定理 7 (CRE相容性定理)

Boussinesq方程是一个 CRE相容系统. 如果

w 是相容性条件 (43)式的一个解, 则下列形式的

u 也是 Boussinesq方程的一个解.
 

u =u3 + u4R(w) + u5R(w)
2

=− γ (a1
2 + 8 a2 a0)wx

2

2β
− α+ 6 γ wxx a1

2β

− 2 γ wxxx

wx β
− wt

2 − 3 γ wxx
2

2β wx
2

− 6 a2 γ (wx
2 a1 + wxx)

β
R(w)

− 6 γ wx
2 a2

2

β
R(w)2, (44)

R(w)这里的  和 q 分别满足 (36)式和 (37)式.
 

7   孤立波-周期波碰撞解

从 Boussinesq方程的 CRE性质, 可进一步研

究Boussinesq方程的严格解. 将 (36)式代入到 (44)式

中可得
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u =− 3

2

wx
2 γ θ

β
tanh

(
w
√
θ

2

)2

+
3 γ wxx

√
θ

β
tanh

(
w
√
θ

2

)
− α

2β

− γ (4 a2 a0 − a1
2)wx

2

β
− 2 γ wxxx

wx β

− 1

2

wt
2 − 3 γ wxx

2

β wx
2

. (45)

从 (45)式可看到 , 如果我们想知道 u 的具体形

式, 那么需要先知道 w 的表达式. 如果 w 具有如下

形式: 

w = k1 x+ ω1 t+ a3Eπ(sn(k2 x+ ω2 t, m), n, m),
(46)

k1, k2, ω1, ω2, a3, n Eπ

sn(k2 x+ ω2 t, m)

这里   和 m 是常数,    是第三类

不完全椭圆积分. 将 (46)式代入到 (43)式中, 并

令   的所有不同阶次的系数为零,

可发现参数应该满足: 

  

a0 =
na1

2 a3
2 − 4m2 + 4m2 n− 4n2 + 4n

4 a32 a2 n
,

γ =
3 [k1

2 a4 n
2 − k1 a4

2 (1 +m2)n+m2 a4
3] k1 ω2

2 na3
2

k2
2 [k1

2 (k1 + 3 a4)n2 − 2 k1 a4 (k1 + a4) (1 +m2)n+m2 (a4 + 3 k1) a42]2
,

ω1 = −ω2k1[k1
2(3a4 − k1)n

2 − 2k1a4(2a4 − k1)(1 +m2)n+m2(5a4 − 3k1)a4
2]

k2[k1
2 (k1 + 3a4)n2 − 2k1a4(k1 + a4)(1 +m2)n+m2(a4 + 3 k1) a42]

,

(47)

或  

ω1 = −1

2

ω2 k1
k2

,

γ = − 3

16

ω2
2 a3

2 (3 a4 − 2 k1 n)

k2
2 a4 (k1 n− a4)2

,

m = ±
√

(2 k1 n− 3 a4) a4 k1 n (k1 n− 2 a4)

a4 (3 a4 − 2 k1 n)
,

a0 =
1

4

a1
2

a2
− (n− 1) (k1

2 n+ 2 k1 na3 k2 − k1
2 − 4 k1 a3 k2 − 3 a3

2 k2
2)

a2 (2 k1 n− 3 a4) a32 a4
,

(48)

a4 = k1 + a3 k2这里  .

将 (46)式代入到 (45)式中, 得: 

u =
3

2

(a4 − k1 nS
2)2γθT 2

(nS2 − 1)2β
+

6γa3k2
2nSCD

√
θ T

(nS2 − 1)2β
− [a5S

8 + a6S
6 + a7S

4 + a8S
2 + a9]

2[(k1nS2 − a4)2(nS2 − 1)2β]
, (49)

其中 

T ≡ tanh
{
1

2

√
θ [k1 x+ ω1 t+ a3Eπ(sn(k2 x+ ω2 t, m), n, m)]

}
,

S ≡ sn(k2 x+ ω2 t, m), C ≡ cn(k2 x+ ω2 t, m), D ≡ dn(k2 x+ ω2 t, m),

a5 = − n3(2nγθk1
4 − αk1

2n− ω1
2n+ 8γa3k2

3k1m
2),

a6 =2n3[8γa3k2
3k1(m

2 + 1) + 4γa4θk1
3 − αk1

2 − αk1a4 − 2ω1
2 − ω1a3ω2]− 4n2m2a3γk2

3(a4 + 3k1),

a7 =24nγa3k2
3(a4m

2 − n2k1) + n2(ω2
2a3

2 − 4 γ a3
2k2

4 − 12γk1
2a4

2a1
2

+ 6ω1
2 + 48γa2k1

2a4
2a0 + 6ω1a3ω2 − 4γa3

2k2
4m2 + 6αk1a4 + αa3

2k2
2),

a8 =4γn2a3k2
3(k1 + 3a4) + 8nγk1a4

3θ − 16nγa3k2
3a4(m

2 + 1)

− 2n(a3
2ω2

2 + αk1a4 + 2ω1
2 + 3ω1a3ω2 + a4

2α),

a9 =a4
2α+ (a3ω2 + ω1)

2 + 8a3γk2
3na4 − 2γa4

4θ, (50)
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上式中的参数满足 (47)式或 (48)式.

ω2 = 1, α = −0.8, β = 1}

ω2 = 1, α = −0.8, β = 1}

图 1和图展示了满足约束关系 (47)的解

(49)式 . 图 1中的自由参数选为{n = 0.2, m =

0.5,  a1  =  1,  a3  =  1,  k1  =  1,  k2  =  1,

 , 图 2中的自由参数选为

{n = 0.2, m = 0.9, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 =

1,    . 图 1和图 2展示了亮

孤子和周期波的碰撞行为 . 图 3展示了图 1和

图 2中 u 的密度函数, 图 3(a)对应图 1, 图 3(b)对

应图 2. 两种情况的周期波和孤立波的方向是一致

的, 而碰撞处的形状则不相同.

ω2 = 1, α = −400, β = 80}

α = −14, β = 6}

图 4和图 5展示了满足参数限制 (48)式的碰

撞波解 (49)式, 里边的周期波在扭结孤立波上运

动, 而不是在常数背景上运动. 图 4中的自由参数

选为 {n = 0.4, a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2.2, k1 = 1,

k2  =   –0.22,    ,  其 中

(48)式中的 m 选“+”; 图 5中的自由参数选为{n

= 0.6, a1 = 2, a2 = 1, a3 = 4, k1 = 1, k2 = –0.12,

w2 = 0.1,  , 其中 (48)式中的 m 选

“–” . 图 6展示了图 4和图 5中 u 的密度函数 ,

图 6(a)对应图 4, 图 6(b)对应图 5. 图 6清楚地展

示了扭结孤立波和周期波的碰撞.
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图 1    满足 (47)式的碰撞波解 (49)式. 自由参数为{n = 0.2,

m = 0.5, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 = 1, w2 = 1, a = –0.8,
b = 1}

Fig. 1. The solution (49) with Formula (47). The free para-

meters are {n = 0.2, m = 0.5, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 =

1, w2 = 1, a = –0.8, b = 1}. 
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图  2    满足 (47)式的碰撞波解 (49)式 . 自由参数为  {n =

0.2, m = 0.9, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 = 1, w2 = 1, a =
–0.8, b = 1}

Fig. 2. The solution (49) with Formula (47). The free para-

meters are {n = 0.2, m = 0.9, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 =

1, w2 = 1, a = –0.8, b = 1}. 
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(a) (b)

图 3    u 的密度函数图. 图 (a)的参数与图 1相同, 图 (b)的参数与图 2相同

Fig. 3. The density of u. The parameters of the Fig. (a) are the same as those of Figure 1 and the parameters of the Fig. (b) are the

same as those of Figure 2. 
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8   总结和讨论

本文推导了 Boussinesq方程的 Lax对, 说明

Boussinesq方 程 是 Lax可 积 模 型 . 运 用 截 断

Painlevé展开法研究了 Boussinesq方程 , 得到了

Boussinesq方 程 的 自 Bäcklund变 换 ,  以 及

Boussinesq方 程 和 Schwarzian形 式 的

Boussinesq方程之间的非自 Bäcklund变换. 研究

了 Boussinesq方程的全点李对称, 得到了单参数

群变换和单参数子群不变解. 运用 CRE方法研究

了 Boussinesq方程, 证明了 Boussinesq方程是一

个 CRE相容模型, 得到了 Boussinesq方程的孤立

波-椭圆余弦波碰撞解. Boussinesq方程广泛地应

用于描绘流体动力学、电磁学、等离子体、非线性

晶格等物理现象. 它作为一个著名的孤立子方程,

各种各样的激发模式, 以及它在各种物理情景中的

应用, 值得不断深入研究.

感谢楼森岳教授和任博博士的宝贵讨论.
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图 4    参数关系满足 (48)式的碰撞波解 (49)式的演化图 .

自由参数为 {n = 0.4, a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2.2, k1 = 1, k2 =

–0.22, w2 = 1, a = –400, b = 80}

Fig. 4. The interaction solution (49) with parameter satisfy-

ing Formula (48). The free parameters are chosen as {n =

0.4, a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2.2, k1 = 1, k2 = –0.22, w2 = 1,
a = –400, b = 80}. 

 

1

0

-1

50

0

-50

50

0

-50







图 5    参数关系满足 (48)式的碰撞波解 (49)式. 自由参数为

{n = 0.6, a1 = 2, a2 = 1, a3 = 4, k1 = 1, k2 = –0.12, w2 =
0.1, a = –14, b = 6}

Fig. 5. The interaction solution (49) with parameter satisfy-

ing Formula (48). The free parameters are selected as {n =

0.6, a1 = 2, a2 = 1, a3 = 4, k1 = 1, k2 = –0.12, w2 = 0.1,
a = –14, b = 6}. 
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图 6    u 的密度函数图. 图 (a)对应图 4, 图 (b)对应图 5

Fig. 6. The density of u. The Fig. (a) is related to Fig. 4 and the Fig. (b) is corresponding to Fig. 5. 
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Abstract

The Boussinesq equation is a very important equation in fluid mechanics and some other disciplines. A Lax

pair of the Boussinesq equation is proposed. With the help of the truncated Painlevé expansion, auto-Bäcklund

transformation of the Boussinesq equation and Bäcklund transformation between the Boussinesq equation and

the  Schwarzian  Boussinesq  equation  are  demonstrated.  Nonlocal  symmetries  of  the  Boussinesq  equation  are

discussed. One-parameter subgroup invariant solutions and one-parameter group transformations are obtained.

The  consistent  Riccati  expansion  solvability  of  the  Boussinesq  equation  is  proved  and  some  interaction

structures between soliton-cnoidal waves are obtained by consistent Riccati expansion.
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