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随着人造规范势和自旋轨道耦合在冷原子体系中的实现, 对这类效应的研究成为了冷原子物理研究的

热门方向之一. 冷原子系统具有丰富的可操控性, 因此不仅可以作为优秀的量子模拟平台来研究其他领域中

有意义的模型和问题, 还基于体系自身的特点衍生出了一系列新颖的问题和方向. 本文将以综述的形式介绍

具有自旋轨道耦合的超冷原子系统中的一些新研究进展, 重点关注该体系中特有的物理要素, 如耗散、新颖

的相互作用形式、大自旋和长程相互作用对系统性质的影响. 这些研究进展可以为理解自旋轨道耦合效应提

供新的启示和思路.
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1   引　言

自旋轨道耦合 (spin-orbit coupling, SOC) 是

指一个物体的自旋角动量和轨道角动量之间的耦

合. 在经典物理中, 一个熟悉的例子是月球的自转

和绕地球的公转通过潮汐力相互耦合, 最终锁定为

相同的运动周期. 在原子物理中, 电子的自旋角动

量和绕原子核的轨道角动量发生耦合, 形成原子的

精细结构劈裂. 自旋轨道耦合的定义还可以进一步

推广为一个物理系统的内部自由度和外部自由度

之间的耦合. 例如在凝聚态物理中, 电子自旋和

Bloch波矢之间的关联也被称为自旋轨道耦合. 不

同类型、不同强度的 SOC不仅会显著影响材料中

电子的运动, 还能够改变系统的拓扑性质 [1−6].

近年来, 利用原子与光之间的相互作用, 人们

在冷原子系统中实现了人造的 SOC效应. 在这类

实验中, 原子通过吸收和放出光子, 从一个内态跃

迁到另一个内态, 同时经过与光子的反冲获得动量

的改变. 经过这一过程, 原子的内部自由度和平动

的外部自由度形成了耦合. 2011年, NIST的Lin等[7]

首先通过双光子 Raman过程在 87Rb原子玻色-爱

因斯坦凝聚 (Bose-Einstein condensate, BEC)中

实现了一维的 SOC.  2012年 , 山西大学 Wang

等 [8] 和 MIT的 Cheuk等 [9] 分别在 40K和 6Li简并

费米气体中实现了一维 SOC. 2016年, 山西大学

Huang等 [10] 通过一个改进的 tripod打光方案, 在
40K费米气体中实现了二维的 SOC, 即原子的自旋

算符和二维动量之间的耦合. 同年, 中国科学技术

大学Wu等 [11] 通过二维光晶格驱动 Raman过程,

在 87Rb原子 BEC中也实现了二维 SOC. 最近, 台

湾中研院 Chen等 [12] 和中国科学院武汉物理与数

学研究所 Zhang等 [13] 先后实现了 87Rb 原子内态

和 轨 道 角 动 量 的 耦 合 (spin-orbital-angular-

momentum coupling).
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由于 SOC会对单粒子的色散关系产生非微扰

的影响 , 因此在玻色系统中 ,  SOC会显著改变

BEC的性质. 在具有一维 SOC的玻色系统中, 单

粒子基态可能在非零动量上发生二重简并. 在发生

玻色-爱因斯坦凝聚时, 单粒子基态的简并可能使

得除 U(1)对称性之外的其他对称性破缺, 并导致

新奇宏观量子态和非平庸超流态的出现 [14]. 在具

有高维 SOC的玻色系统中, 单粒子基态的简并度

可能进一步上升. 例如, Rashba类型 SOC的单粒

子基态在动量空间形成一个连续的圆 [15], 而三维

各向同性 SOC的单粒子基态会构成一个球面 [16].

在高维 SOC的玻色系统中 , 物理性质和一维

SOC的情况有很多相似之处, 但更大的单粒子基

态简并空间会导致平衡态和涨落中的一些有趣的

物理现象 [17−27].

在费米系统中, SOC和体系的拓扑性质紧密

相关. 目前在冷原子中实现的人造 SOC与凝聚态

系统中的形式有很大不同, 但是存在很多如何实现

能够诱导拓扑非平庸相的人造 SOC的理论建

议 [28−34]. 因此, 在高度可控的超冷原子气体中模拟

各种拓扑相, 促进了对 SOC费米气体的深入研究.

由于 SOC改变了单粒子色散谱, 使得系统中的配

对超流态可能出现很多新奇的形式, 包括拓扑超流

态 [35,36],  SOC诱导 Fulde-Ferrell(FF)态 [37−40] 等

等. 此外, SOC也能导致具有少体关联的三聚体

态 , 并可能出现更有趣的多体相 [41,42]. 因此 ,

SOC的出现大大丰富了我们对超冷原子气体的调

控手段, 为该体系中的量子模拟开辟了新的思路.

近年来对具有 SOC的超冷原子气体的研究衍

生出了一些新的方向, 包括在非平衡态系统 [43]、大

自旋体系 [44]、拥有长程相互作用的体系 [45]、以及具

有轨道自由度和轨道 Feshbach共振的类碱土金属

原子系统 [46]. 本文首先对超冷原子气体中实现的

人造规范势和人造自旋轨道耦合进行介绍. 文章

第 3节将关注光学微腔中的准一维费米气体, 介绍

该系统中发生超辐射相变之后所诱导出的新奇拓

扑超辐射态. 第 4节考虑具有轨道 Feshbach共振

的类碱土金属原子, 讨论其中可能出现的费米对称

性保护拓扑态. 第 5节介绍具有 SU(3)类型自旋轨

道耦合的大自旋玻色系统, 以及其中新奇的拓扑缺

陷, 即自旋双涡旋. 第 6节介绍同时具有软核长程

相互作用和自旋轨道耦合的二维玻色-爱因斯坦凝

聚中的手性对称破缺的超固体相. 本文所涉及内容

都是由冷原子系统所特有的物理要素所派生的新

问题, 体现了冷原子物理的特色. 

2   超冷原子气体中的人造规范势和
人造自旋轨道耦合

在量子系统中, 规范势和自旋轨道耦合都可以

被归为某种形式的几何相位 (geometrical phase),

即波函数在空间中演化时所产生的相位 [47]. 在冷

原子气体中, 可以通过设置合适的激光, 使原子在

空间运动时感受到光场对原子的相互作用势. 在绝

热条件下, 原子感受到的势场可以产生所需的几何

相位, 以及相对应的人造规范势或自旋轨道耦合.

考虑一个一般性的原子哈密顿量 [48]
 

H = H0 + V (r), (1)

H0 = p2/2m V (r)

r = r(t)

t r V (r)

α |ϕα(r)⟩
|ϕα(r)⟩

r

t

|Ψ(r, t)⟩
{|ϕα(r)⟩}

其中  是动能项,   代表原子和激光

的相互作用, 位置  描述了原子在空间中的

运动. 在某个确定的时间   和位置   , 可以将  

在原子的内部自由度子空间中对角化, 并得到一系

列由指标   标记的本征模式   . 值得强调的

是,   是内部自由度的本征态, 而不是坐标空

间的波函数. 事实上, 这里位置  不是波函数的自

变量, 而是一个指标. 在某个确定的时间  , 原子所

处的状态可以由波函数  描述, 并可以被展

开为  的线性组合
 

|Ψ(r, t)⟩ =
∑
α

cα(r, t)|ϕα(r)⟩, (2)

cα(r, t)其中, 展开项系数   描述了原子在空间中运

动时状态的演化, 并满足如下的含时薛定谔方程 
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iℏ
∂

∂t
cα(r, t) = Eα(r)cα(r, t)+

∑
β

⟨ϕα|H0cβ(r, t)|ϕβ⟩ ,

(3)

Eα(r) |ϕα(r)⟩
V (r)|ϕα(r)⟩ = Eα(r)|ϕα(r)⟩

H0

|ϕα⟩

|ϕα⟩ β = α

这里   是   所对应的本征能量 , 满足

 . 在绝热条件下, 原子

内部自由度含时演化的特征时间远远小于其质心

自由度在空间运动的特征时间. 或者说, 哈密顿量

中的动能项  所对应的能量尺度远远小于本征态

 之间的能量差. 因此, 在大时间尺度下, 可以假

设原子的内部自由度始终跟随质心的运动, 保持在

单一的  上. 这样, 就可以只考虑 (3)式中 

的项, 并得到如下方程: 

iℏ
∂

∂t
cα(r, t) = Eα(r)cα(r, t) + ⟨ϕα|H0cα(r, t)|ϕα⟩ ,

(4)

Eα(r)上式描述了原子在等效势场  中的运动.

在运动过程中, 原子虽然没有在内部自由度的

其他状态上产生布居, 但会由此携带一个几何相

位. 为了看出这一点, 我们可以在方程 (4)的动能

项中插入完备基 

⟨ϕα|H0cα|ϕα⟩ =
1

2m
⟨ϕα|p

{∑
β

|ϕβ⟩⟨ϕβ |
[
pcα|ϕα⟩

]}

=
1

2m
(p−A)2cα +Wcα, (5)

p = −iℏ∇式中, 利用了动量算符的定义   , 并定义

矢势 

A = iℏ⟨ϕα|∇|ϕα⟩ (6)

和标势 

W =
∑
β ̸=α

ℏ2 |⟨ϕβ |∇|ϕα⟩|2 /2m. (7)

α在给定  的情况下, 标势W是一个常数, 可以作为

能量零点被扣除. 由此, 得到系统的等效哈密顿量 

Heff =
1

2m
(p−A)2 + Eα(r). (8)

A

A

A

A

上述哈密顿量中的矢势  描述了原子的内部自由

度跟随质心自由度的变化. 如果这一变化体现为内

部自由度波函数上单一的相位变化, 具体演化序列

的顺序改变不会产生任何影响, 我们称矢势  代表

一个可交换的几何相位 , 或称为阿贝尔几何相

(Abelian geometrical factor). 人造电场和人造磁

场都可以归为这一类. 如果  引起的变化体现为一

个内部自由度希尔伯特空间中的转动, 演化序列的

顺序会对结果产生重要影响. 此时称  是非交换或

非阿贝尔的 (non-Abelian), 人造自旋轨道耦合即

属于此类.

87

|σ =↑, ↓⟩

在目前的冷原子实验中, 人造规范势和自旋轨

道耦合多通过激光耦合原子的不同内态来实现. 例

如在 NIST的实验中, Lin等 [49] 通过两束对射的激

光在  Rb原子两个超精细能级之间驱动一个双光

子 Raman过程 , 使得当原子从一个超精细能级

(或贋自旋  )跃迁到另一个时, 原子的质心

动量也会发生改变. 通过选择合适的 Raman过程,

这一方案可以在冷原子气体中产生阿贝尔规范势,

如等效磁场 [49]、等效电场 [50], 也可以产生非阿贝尔

规范势和自旋轨道耦合 [7]. 图 1(a)展示了这一方案

的基本思路.

通过这个方案实现的自旋轨道耦合具有如下

的等效哈密顿量
 

H =
∑
k

ℏ2

2m

(
k2 − k0xσz

)2 − δ

2
σz +

Ω

2
σx, (9)

x δ

Ω

σy σz → σx σx → −σz

这里  为 Raman激光的方向,   为 Raman过程的

双光子失谐,   为 Raman过程的 Rabi频率. 通过

一个绕   的自旋旋转   和    , 上式

哈密顿量可以进一步改写为
 

H =
∑
k

ℏ2

2m

(
k2 − k0xσx

)2 − δ

2
σx +

Ω

2
σz. (10)

 

BEC






|>

|1> |2>

1
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|>
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(a) (b)
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图  1    (a) 一维自旋轨道耦合的实验实现方案；  (b) 利用

tripod方案实现二维人造规范  势的方案；(c) 利用 Raman

晶格实现二维人造自旋轨道耦合的实验方案

Fig. 1. (a) The NIST scheme to realize 1D spin-orbit coup-

ling;  (b)  the  tripod  scheme  to  realize  2D  synthetic  gauge

field;  (c)  the  Raman  optical  lattice  scheme  to  realize  2D

spin-orbit coupling. 
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(kxσx + σyσy)

(kxσx − σyσy)

x δ/2 z

Ω/2

此时可以看出, 这种一维的自旋轨道耦合 (即只有

一个方向的动量和一个方向的自旋耦合 )是

Rashba类 型   和 Dresselhaus类 型

 的等权重叠加. 同时, 这一方案会自

然地包括沿  方向的等效磁场  和沿  方向的等

效磁场  , 且可以在实验中进行调节.

除了上述通过一个双光子 Raman过程实现一

维 SOC的方案, 人们也在积极探索二维 SOC的

实验实现. 一种可能的方式是利用原子的三个基态

能级和一个激发态能级, 通过三束激光实现三个基

态能级分别和激发态耦合的 tripod构型, 如图 1(b)

所示 [51]. 原子与光耦合的哈密顿量可以写为 [52]
 

Hc = ℏ∆|e⟩⟨e| − ℏ
3∑

i=1

(Ωi|0⟩⟨i|+ h.c.) , (11)

∆ |i = 1, 2, 3⟩ |e⟩
Ωi h.c.

Ω1 =

Ω sin θ cosϕeiS1 Ω2=Ω sin θ sinϕeiS2 Ω3=Ω cos θeiS3

Ω =
√

|Ω1|2 + |Ω2|2 + |Ω3|2

这里   是从基态   到激发态   跃迁的单

光子失谐,    为对应的 Rabi频率,    代表厄米

共轭项. 通过将三个 Rabi 频率写成如下形式:  

 ,   ,   ,

 , 并将上述相互作用哈

密顿量对角化 , 可以得到体系的两个缀饰态

(dressed states): 

|d1⟩ = sinϕei(S1−S3)|1⟩ − cosϕei(S3−S2)|2⟩,

|d2⟩ = cos θ cosϕei(S3−S1)|1⟩

+ cos θ sinϕei(S3−S2)|2⟩ − sin θ|3⟩. (12)

1/2

Si

Ai,j = iℏ⟨di|∇|dj⟩

将这两个缀饰态看作一个赝自旋  体系, 并通过

恰当选择三个相位  在空间中的分布, 上述哈密顿

量 可 以 实 现 一 个 非 阿 贝 尔 的 人 造 规 范 势

 : 

A11 = ℏ
(
cos2 ϕ∇S23 + sin2 ϕ∇S13

)
,

A22 = ℏ cos2 θ
(
cos2 ϕ∇S13 + sin2 ϕ∇S23

)
,

A12 = ℏ cos θ
(
sin 2ϕ
2

∇S12 − i∇ϕ
)
, (13)

Sij = Si − Sj θ = ϕ =

π/4 S12 = k0x S23 = k0x+ k0y S13 = −k0x+
k0y

式中定义   . 例如 , 如果选择  

 ,    ,    ,   

 , 可以获得如下形式的二维人造规范势 

A =

√
2ℏ
4

k0σxx̂+
ℏ
4
k0σzŷ. (14)

2016 年, Huang等 [10] 在 40K费米气体中实现

了这一类型的人造规范势. 在适当的动量空间和自

旋空间旋转下, 该工作实现的人造规范势对应如下

类型的二维自旋轨道耦合： 

HSOC = λxpxσx + λypyσy. (15)

通过自旋注入 (spin injection), 文章测量了该体系

中缀饰态的单粒子色散关系, 确认了 Dirac点的

存在.

Ω1

Ω2

Ω1 Ω2

另一种二维自旋轨道耦合的方案是在光晶格

中利用 Raman晶格实现的 [53]. 如图 1(c)所示, 在

一个由红失谐驻波光   构成的二维立方晶格中,

叠加上一个由蓝失谐行波光   辅助构成的

Raman晶格, 并保持 Raman晶格的晶格常数是背

景晶格的二倍. 通过   和   的共同作用, 可以在

这个体系中驱动两个 Raman过程, 使原子从不同

的内态间实现跃迁. 由于蓝失谐光晶格的节点恰好

出现在红失谐光晶格强度最大的地方, 在背景晶格

的格点附近, Raman晶格具有奇宇称. 具体而言,

该体系的哈密顿量可以写为 

HSOC =
ℏ2k2

2m
+ VOL +Mxσx +Myσy +

δ

2
σz, (16)

VOL = V0(cos2 k0x+ cos2 k0y)

Mx =M0 cos k0x sin k0y My =

M0 cos k0y sin k0x δ

z

∼ (λxyσx + λyxσy)

其中，背景晶格势   ,

Raman晶 格 势   ,   

 ,   是 Raman过程的双光子失谐,

在这里对应一个等效的  方向磁场. 注意到在背景

晶格的格点附近, 该哈密顿量的自旋轨道部分可以

化为更加明显的二维 SOC形式  .

2016年, Wu等 [11] 在 87Rb玻色气体中实现了

上述类型的二维自旋轨道耦合, 并通过实验确认了

体系的拓扑性质. 随后, Sun等 [54] 还利用一个改进

的 Raman晶格方案实现了更加稳定的二维拓扑玻

色气体. 

3   光腔中简并费米气体的拓扑超辐
射态

对于光腔中的超冷原子气体, 原子运动与光场

的相互作用通常会产生丰富的动力学过程和新奇

的多体相 [55−60]. 在玻色气体中, 实验上已经在与腔

光场耦合的玻色-爱因斯坦凝聚中观察到 Dicke超

辐射 (superradiant, SR)态, 表现为腔内光场出现

宏观布居, 同时原子在空间发生自组织现象 [61−63].

对于无自旋的简并费米气体, 理论研究表明由于存

在费米面嵌套, 腔光子在费米面附近发生的散射可

以辅助超辐射相变的发生, 并导致费米面上出现一

个体能隙 [64−66].
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本节研究光腔中的准一维两分量费米气体, 以

及该体系中由超辐射诱导产生的一个稳定的拓扑

超 辐 射 (topological  superradiant,  TSR)态 . 在

TSR态中, 原子的拓扑非平庸性质与光腔中 SR光

同时产生 [67,68]. 这种新奇的拓扑相与系统中的自旋

轨道耦合密切相关. 尽管在超冷原子气体中的人

造 SOC已被广泛研究 [69−73], 但有光腔诱导的

SOC将会有更为丰富的物理前景 [74,75].

| ↑⟩e | ↓⟩e

| ↑⟩ | ↓⟩
m|σ=↑,↓⟩ = m|σ⟩e

m|↑⟩ = m|↓⟩ + 1 ẑ | ↑⟩
| ↓⟩ mz

ωc ωA

∆≫ ΩA, gA

ΩA gA

x̂

mz mc

本节所关注的系统如图 2(a)所示, 一个准一

维费米气体被放置在一个 Fabry-Perot腔中, 光腔

的两个本征模式可以分别由沿腔轴向和径向的线

性偏振光驱动. 由于两种腔模间的失谐通常要比系

统的相关动力学能量尺度大得多, 所以可以对两种

腔模分别进行处理. 如图 2(b)所示, 通过利用原子

的激发态  和  , 沿轴向驱动产生的腔模 A和

径向泵浦光可以经过两个不同的拉曼过程将两个

超精细基态 (分别标记 为  和  )耦合起来. 原

子态的磁量子数满足关系 :    和

 . 沿   轴方向的偏置磁场在   和

 两个态之间产生了一个等效塞曼场   . 腔模

A的频率  与泵浦激光频率  接近, 且二者均为

蓝失谐, 同时单光子失谐满足关系  . 其

中  为径向泵浦激光的拉比频率,   为腔模 A的

单光子拉比频率. 另外, 由于沿腔轴向驱动的腔模

B的作用, 原子将被束缚在沿  方向的一维背景晶

格势中. 当  大于临界值  时, 背景晶格势将会

打开一个能隙, 同时在 SR相变前会产生一个半满

的铁磁绝缘 (ferromagnetic insulator, I)态. 

3.1    哈密顿量

通过对腔场使用平均场近似, 可以得到系统的

稳态解. 同时, 对于准一维费米气体, 通过积分掉

紧束缚的径向自由度, 可以得到系统的一维有效哈

密顿量: 

Ĥ =
∑
σ

∫
dxψ̂†

σ

[ p2x
2m

+ (V0 + ξA|α|2) cos2(k0x)

+ ξσmz

]
ψ̂σ + ηA(α

∗ + α)

×
[ ∫

dxψ̂†
↑ cos(k0x)ψ̂↓ + H.c.

]
, (17)

ψ̂σ(σ =↑, ↓) m

ξσ = ±1 H.c.
(V0 + ξA|α|2) cos2(k0x)

ξA = g2A/∆ V0 cos2(k0x)

k0

ηA = sη s

α

∂α/∂t = 0 α

Θ =

∫
dxθ(x) =

∫
dx(⟨ψ̂†

↓ψ̂↑⟩+ H.c.)× cos(k0x)

Er = ℏ2k20/2m

其中  为一维有效费米子算符,   为原子

质量,   ,   代表厄米共轭项. 原子被束缚

在有效光晶格势   中 , 其中

 ,    为腔模 B产生的背景势.

不同腔模的波矢近似相等, 均标记为  . 体系中的

有效泵浦强度为   , 其中常数   来自于径向

自由度的积分. 在平均场近似下, 腔模 A的强度 

可以通过稳定条件   计算得到, 且   与序

参量   

成正比 . 在本节的讨论中 , 将使用反冲能量

 作为能量单位. 

3.2    拓扑超辐射态

ηA

哈密顿量 (17)式描述的体系中, 一个最显著

的特点是随着有效泵浦强度   的增大, 系统中会

出现超辐射 (SR)相变. 与 SR相变对应的临界泵

浦强度可以利用二阶微扰理论计算自由能得到 [66].

通过积分掉费米场, 并使自由能二阶微扰展开系数

为零, 我以得到临界泵浦强度: 

ηcA =
1

2

√
∆̃2

A + κ2

−∆̃Af
, (18)

∆̃A = ∆A − ξA
∑

j,σ

∫
dx|φjσ|2 cos2(k0x)nF(ϵj)

∆A = ωA−ωc f=
1

2

∑
j,j′

|Mjj′ |2[nF(ϵj′)−

nF(ϵj)]/(ϵj − ϵj′) κ

Mjj′ =
∑

σ ̸=σ′

∫
dxφ∗

jσ cos(k0x)φj′σ′

nF(x) = 1/(e(x−µ)/kBT + 1) µ

T kB {φj↑, φj↓}T

p2x/2m+ V0 cos2 k0x+mzσz

ϵj σz

其中  ,

光腔失谐  ,  

 ,    为 光 腔 衰 变 率 .  这 里

 , 费米 -狄拉

克分布为   ,    为化学势,

 为温度,    是玻尔兹曼常数. 此外,   

为哈密顿量   在能量为

 时的本征态,   为泡利矩阵.

α = 0

V0 cos2(k0x)
在 SR相变前, 光场强度  , 且原子处于背

景晶格势  中. 在 SR相变后, 腔模 A出

现大量光子的宏观占据, 从而改变背景晶格势, 并

 



(a) (b)











 





|↑>|↓>

|↑>|↓>

x̂ −ẑ

图  2    (a)准一维费米气体与双模光腔耦合的示意图 . 在

腔轴向 (沿   轴)和径向 (沿   轴)均有泵浦光; (b)原子能

级和光耦合的示意图 [76]

−ẑ x̂

Fig. 2. (a)  A  quasi-one-dimensional  Fermi  gas,  which  is

coupled to a two-mode optical cavity, is under both trans-

verse (along    ) and longitudinal (along    ) pumping; (b)

the level scheme of atom[76]. 
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{ψ̂↑ → ψ̂↑, ψ̂↓ → −ieik0xψ̂↓}

ηA

且在哈密顿量 (17)式中诱导产生一个随时空变化

的 SOC. 这个 SOC的变化周期为背景晶格势的两

倍. 当腔模 A强度较弱时, 可以忽略不同能带的带

间耦合 , 并利用单带紧束缚极限下的规范变换

 , 将哈密顿量 (17)式映

射为一个手性拓扑绝缘体的哈密顿量. 在能带为半

满状态且塞曼场低于一个临界值时, 这个哈密顿量

的基态是拓扑非平庸的 [77]. 当  增大时, 带间耦合

作用变得不可忽略, 同时单带紧束缚近似不再适

用. 尽管如此, 我们发现即使在深 SR区域, 拓扑性

质依然存在.

mz = 0首先在开边界条件且  的有限尺寸晶格

中对角化等效哈密顿量 (17)式, 同时对腔场进行

自洽求解. 计算得到的腔场强度和能谱分别如图 3(a)

和图 3(c)所示. 从图中可以明显看出, 只要泵浦强

度超过一个临界值, 一对如图 3(d)所示的拥有局

域波函数的零模将会在超辐射诱导的体能隙中出

现. 与此同时, 超辐射相变所对应的序参量会由

0变为有限值, 如图 3(b)所示. 因此, 在这个系统

中伴随腔模的 SR相变, 原子体系也展现出拓扑性

质, 我们定义为拓扑超辐射 (TSR)相. 

3.3    系统稳态相图

ηA −mz

⟨σ⟩k = ⟨σy⟩key + ⟨σz⟩kez
σy σz

通过描绘体系在  平面的稳态相图, 可

以研究体系中 TSR相的稳定性. SR相边界可以通

过方程 (18)计算得到, 而拓扑相边界由体系的拓

扑数决定. 通过定义从第一布里渊区到自旋空间的

映 射 ,  可 以 用 动 量 空 间 中 的 自 旋 结 构

 来定义体系的拓扑数, 其

中  和  为泡利矩阵. 上式中的期望值由动量空
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|α| ηA θ(x)

ηA = 1Er ηA = 3Er ηcA ∼ 2.05Er

α

ηA = 3Er

kBT = Er/200 mz = 0 V0 = 5Er

κ = 100Er ∆A = −10Er ξA = 5Er 6Li κ ≈ 7.4 gA ≈ 27.1 |∆| ≈ 0.74 ∆ ≈ 2

T ≈ 17.7

图 3    开边界条件下准一维晶格中 TSR态的一些特征　(a) 腔场强度   随有效泵浦   的变化; (b) 序参量   在 TSR相变前

(点线表示,   )和相变后 (实线和点划线表示,   )在中心六个格点中的变化情况. 临界点位于   处. 在

TSR相中 , 由于自发对称性破缺 , 腔场   可以取正值或负值 , 对应序参量由实线或点划线表示 ; (c) 当系统穿过相边界进入

TSR态后, 系统会由于超辐射相变打开一个体能隙, 同时出现一对零能的边缘态 (d) 当   时, 图 (c)中的边缘态所对应的

实空间波函数 . 本图中考虑一个拥有 80个格点的半满晶格体系 , 体系参数选取为 :    ,    ,    ,

 ,    ,    . 对于   原子 , 通过选取   MHz,    MHz,    MHz,    GHz和

 nK可以满足上述参数条件 [76]

|α| ηA

θ(x) θ(x)

ηA = 1Er θ(x) ηA = 3Er

ηcA ≈ 2.05Er

ηA = 3Er

kBT = Er/200 mz = 0 V0 = 5Er κ = 100Er

∆A = −10Er ξA = 5Er 6Li κ ≈ 7.4 gA ≈ 27.1

|∆| ≈ 0.74 ∆ ≈ 2 T ≈ 17.7

Fig. 3. TSR state in a quasi-one-dimensional lattice with open boundary conditions: (a) The cavity field     varies with     across

the TSR transition; (b)     on the central six sites. The dotted curve corresponds to the     before the TSR phase transition,

where    .  The solid and dash-dotted curves to the     after the TSR phase transition, where    . The transition

point is around   . Because of the spontaneous symmetry breaking, the cavity field of the TSR phase acquires a positive

(negative)  real  part,  corresponding to solid  (dash-dotted)  curve;  (c)  when the system crosses  the phase boundary,  a  pair  of  edge

states emerge in the superradiance-induced bulk gap. (d) the wave functions of the edge states in (c) with   . In our calcula-

tion,  we  consider  a  half-filled  lattice  of  80 sites,  with  the  parameters    ,    ,    ,    ,

 ,  and    .  For      atoms,  these  parameters  can  be  satisfied  by  choosing      MHz,      MHz,

  MHz,    GHz, and    nK[76].
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S1

S1

间中最低能带的布洛赫态计算得到. 通过上面提到

的映射, 每一个布洛赫态会对应一个位于 y-z 平面

内的自旋, 其单位向量为闭环  的基本组成部分.

因此, 这个体系的环绕数可以通过计算闭环   被

覆盖的次数得到.

mz < mc图 4描绘了系统的稳态相图. 当   时,

费米气体在超辐射相变前处于一个没有能隙的金

属 (metallic, M)态. SR相变将会在有限动量处打

开一个能隙. 这是由于腔模 A的光场周期是背景

晶格势周期的两倍, 所以拉曼过程可以等效为一个

光腔诱导的 SOC, 可以将不同超精细能级和跨越

半布里渊区有不同动量的费米子耦合在一起. 更重

要的是, 我们发现腔模 A中 SR光的产生和体能隙

的打开都伴随着费米气体中拓扑性质的改变. 因此

系统此时处于一个新奇的 TSR相, 对边缘态和环

绕数计算都可以确认此时的拓扑属性.

mz > mc

k = 0

mz < mc

mz > mc

ηA

mz > mc ηA

ηA

ηA

ηA-mz

当  时, 在发生超辐射相变之前, 费米

气体中不同自旋间的塞曼能大于能带宽度, 因此系

统处于一个铁磁绝缘态 (I). 在刚发生 SR相变时,

铁磁体能隙依然处于打开的状态. 费米气体因此

从 I态变为拓扑平庸的 SR态. 随着泵浦强度不断

增加, 在动量为零处 (  )能隙将经历一个关闭

和再次打开的过程, 这是由于体系穿过拓扑相边界

变为了 TSR态. 通过相图可以发现此处的 TSR态

可以绝热地与   时的 TSR态连接起来. 通

过费米气体自旋分辨的动量分布测量和腔光子占

据的变化可以看到 TSR态和 SR态间的拓扑相变.

稳态相图中一个重要发现是 TSR-SR的边界均处

于  区域. 需要强调的是, 拓扑相变是由拉

曼诱导的能带耦合所导致的铁磁能带结构变形引

起, 且当  较大时此现象尤为明显. 具体来讲, 在

 区域当  从 I态开始不断增大, 体系首先

穿过一个 I-SR边界变为普通 SR态.    的进一步

增大将使能带耦合增强, 此作用将拉低能量最低的

次能带部分, 从而在 TSR-SR边界处使体能隙闭

合. 有趣的是, 由于在能隙闭合点处的能带翻转,

当  继续增大到 TSR区域后, 能带间耦合将使体

能隙增大. 这将导致在相图中出现一个四相点, 以

及在   平面沿着不同路线将会看到不同类型

的相变. 

3.4    小　结

本节介绍了光腔中两分量简并费米气体里的

拓扑超辐射态. 在光腔中, 沿轴向驱动产生的超辐

射光和沿径向的驱动光将共同形成自旋轨道耦合,

并在半满填充的能带中打开一个体能隙. 此效应将

在原子体系中引发拓扑相变, 并由此形成拓扑超辐

射态.

实验中可以利用径向紧束缚的二维光晶格来

实现准一维费米气体系统. 当光腔中有更多数量的

原子时, TSR相和对应的相变可以在实验中更容

易实现的参数下出现, 例如较弱的原子与光腔耦

合、更大的单光子失谐和更大的光腔衰变率. 本节

最后需要强调的是, 上述准一维系统中出现的性质

可以直接扩展到光腔中的准二维费米气体, 其中同

样会出现 TSR相 . 在这种情况下 , 系统在穿过

SR相变后的单带紧束缚哈密顿量将对应于量子反
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kBT = Er/200

mc ≈ 0.132Er

ηA ≈ 2.614Er mc ≈ 0.132Er

图  4    有限温度   时系统的稳态相图 . 图中

实线为 TSR相边界, 点线为 TSR态和普通 SR态间的拓扑

相边界. 在   处的细虚线为金属态 (M)和绝缘

态 (I)间的边界 . 点划线为普通 SR相与绝缘相的边界 . 不

同的相边界汇聚于   ,    处 (如图

中四相点所示). 图中其他参数与图 (2)一致 . 内嵌图展示

了与大图中箭头对应的相变前后体能隙的变化. 图中实线

为相变前的能带 , 虚线为相变后的能带 , 点线为相边界上

的情况 [76]

kBT = Er/200

mc ≈ 0.132Er

ηA ≈ 2.614Er mc ≈ 0.132Er

Fig. 4. The phase diagram of steady-state with     .

The  solid  curve  corresponds  to  the  TSR  phase  boundary,

and the  topological  phase  boundary between the  TSR and

the trivial SR states corresponds to dotted curve. The thin

dashed  curve  at      is  the  boundary  between

the  M  and  the  I  states,  and  the  dash-dotted  curve  is  the

conventional SR phase boundary. At the tetracritical point

(dot)  with      and    ,  the  various

boundaries merge. Other parameters are the same as those

used in Fig. 2. Inset: change of bulk gap before (solid), after

(dashed),  and  right  (dotted)  at  the  phase  boundaries

labeled by arrows[76]. 
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常 霍 尔 效 应 (quantum  anomalous  Hall  effect,

QAHE)模型 [77]. 

4   类碱土金属原子中有相互作用的
对称性保护拓扑态

对有对称性保护拓扑相 (symmetry-protected

topological, SPT)的研究, 已经在很大程度上提升

了人们对拓扑性质的理解 [78,79]. 与拥有长程纠缠的

内禀拓扑序相比 [80−82], SPT相拥有存在体能隙的

短程纠缠基态, 同时只要被保护的对称性不发生破

缺, SPT相中就会出现无能隙或简并的边缘激发

态. 从有相互作用自旋链中的 Haldane相 [83], 到自

由费米子中的拓扑绝缘体 [84−88], 都是 SPT相的典

型例子. 近年来, 玻色 SPT相和无相互作用的费

米 SPT相已被广泛研究 [89−92]. 而对存在费米边缘

态且有相互作用的 SPT相的研究仍处于发展阶

段 [93−96], 特别是实验中仍无法实现有相互作用的

费米 SPT相.

1S0 |g⟩ 3P0
|e⟩

本节将讨论利用有相互作用的类碱土金属原

子来模拟费米 SPT相. 由于最外层存在两个价电

子, 类碱土金属原子拥有长寿命原子激发态, 以及

有核自旋不为零的同位素等特殊性质. 该类原子在

基态  (这里称为  轨道态)和亚稳定激发态 

(称为   轨道态)时, 核自旋自由度和电子自由度

基本不耦合, 利用这个特点可以实现对所谓原子钟

态的灵活控制, 以及对具有大自旋 SU(N)对称性

系统的模拟. 尽管类碱土金属原子已被应用于量子

测量、量子信息和量子模拟等领域 [97−124], 但近年

来在 173Yb原子中发现的轨道 Feshbach共振使研

究具有强相互作用的类碱土金属原子体系成为可

能 [125−127].

U(1)

U(1)× ZT
2

Z4

本节将利用类碱土金属原子的上述特点, 探讨

在这类系统中实现有相互作用的费米 SPT相的方

案. 此拓扑相受   粒子数守恒和手性对称的保

护, 这些对称性来源于反幺正群   . 体系

中 SPT相存在费米边缘态和  拓扑不变性. 这与

之前提出的关于实现有玻色边缘态的 SPT相的理

论形成鲜明对比, 后者可以在纯玻色系统中实现并

且受 SU(N)/ZN 对称性保护. 有相互作用的费米

SPT相又与无相互作用的费米 SPT相在拓扑不变

性和分类上有本质上的区别. 

4.1    哈密顿量

{|g ↓⟩, |g ↑⟩}
{|e ↓⟩, |e ↑⟩}

Ω1(x) = Ω1 cos(k0x)

Ω2 exp(ik0y)

{|α ↑⟩, |α ↓⟩}
(α = g, e)

|g⟩ |e⟩

研究对象是束缚在光晶格势中的准一维超冷

类碱土金属原子系统. 如图 5所示 [128], 一对蓝失谐

拉曼激光同时将不同轨道上的核自旋态 

和   耦合在一起. 形成拉曼过程的两束

激光的拉比频率分别为     和

 . 通过这一拉曼过程, 两个不同的核自

旋态上将产生 SOC, 同时形成与态  

 对应的一维光晶格势. 当拉曼激光具有魔

幻波长时, 对于不同轨道态  和  而言, 光晶格势

和拉曼过程的有效拉比频率会趋于一致 . 对于
173Yb原子, 魔幻波长约为 550 nm[129]. 在这样的体

系中, 单粒子哈密顿量可表示为 

Ĥ0 =

∫
dx

∑
ασ

ψ̂†
ασ

[
− ℏ2

2m
∇2 + V (x) + δασ

]
ψ̂ασ

+

∫
dx

∑
α

[M(x)ψ̂†
α↑ψ̂α↓ + H.c.], (19)

σ = (↑, ↓) ψασ α σ

δαδ

V (x) = V0 cos2(k0x)

M(x) =M0 cos(k0x) V0 M0

其中  ,   是与轨道  和自旋  对应的原

子湮灭算符,    表示外加磁场下相应的塞曼移

动 [130]. 晶格势为   , 拉曼晶格势

为   , 其中   和   都与魔幻波

长下钟态的交流极化率成正比. 结合近年来在类碱

土金属原子中实现人造 SOC的各项实验进展, 本

节研究体系的所有必要参数在实验中均可实现.

M0

尽管高能带通常会对拉曼诱导的 SOC有重要

影响, 但当   不是很大时, 仍然可以应用单带紧

 




p

1

1

2

2

3P0

1S0

+

(a) (b)

图 5    (a) 处在拉曼光中的准一维超冷原子气体; (b) 通过

拉曼过程耦合的原子能级示意图. 图中绿色曲线指示了不

同轨道态之间的自旋交换相互作用. 通过利用与自旋相关

的激光频移, 可以将图中的四个核自旋态与其他核自旋态

分离开来进行操控 [128]

1S0
3P0

Fig. 5. A quasi-1D atomic gas under Raman lasers; (b) Ra-

man  level  schemes  in  the  clock-states  manifold.  The  green

curve corresponds to the interorbital spin-exchange interac-

tion. By using spin-dependent laser shifts,  the four nuclear

spin states from     and     manifolds can be separated

from the other nuclear spins[128]. 
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Ω1 ≫ Ω2束缚模型 [131−133]. 具体而言, 当   时, 单粒

子紧束缚模型可以被表示为 

Ĥ0 =

− ts
∑
⟨i,j⟩α

(
ĉ†iα↑ĉjα↑−ĉ

†
iα↓ĉjα↓

)
+
∑
iα

Γα
z

(
n̂iα↑ − n̂iα↓

)
+ tso

∑
iα

(
ĉ†iα↑ĉi+1α↓ − ĉ†iα↑ĉi−1α↓ + H.c.

)
,

(20)

ĉiασ i α σ其中  是位于  格点、处于轨道  上自旋为  的原

子湮灭算符, 

ts =

∣∣∣∣∣
∫

dxϕ(i)[−(ℏ2/2m)∇2 + V (x)]ϕ(i+1)

∣∣∣∣∣,
tso =

∣∣∣∣∣
∫

dxϕ(i)M(x)ϕ(i+1)

∣∣∣∣∣,
Γα
z = ℏ(δα↑ − δα↓)/2

ϕ(i) V (x) i此处   为晶格势   中   格点处最低能带的

Wannier函数.

|g⟩, |e⟩
| ↑⟩, | ↓⟩ 1S0, 3P0

在类碱土金属原子中, 由于电子自由度(  )

和核自旋自由度 (  )在钟态 (    )中不

会相互耦合, 所以两个原子的短程相互作用会发生

在电子自旋单态和核自旋三态通道 

|−⟩ ≡ 1

2
(|ge⟩ − |eg⟩)⊗ (| ↓↑⟩+ | ↑↓⟩),

或电子自旋三态和核自旋单态通道 

|+⟩ ≡ 1

2
(|ge⟩+ |eg⟩)⊗ (| ↓↑⟩| ↑↓⟩)

中. 在准一维束缚势阱和外加磁场下, 上述不同散

射通道相互耦合, 体系在紧束缚近似下的相互作用

可以写为 [134]
 

Ĥint =Vex
∑
i

(
ĉ†ig↑ĉ

†
ie↓ĉie↑ĉig↓ + H.c.

)
+ U

∑
i

(
n̂ig↑n̂ie↓ + n̂ig↓n̂ie↑

)
+ U0

∑
iσ

n̂igσn̂ieσ, (21)

n̂iασ = ĉ†iασ ĉiασ U U0

Vex

{Vex, U, U0}

U0 = Vex + U

U(1)× ZT
2

其中   ,    和   是在位相互作用强

度,   是在位轨道间自旋交换相互作用. 所有晶格

内相互作用参数   都可以利用轨道

Feshbach共振技术 通过改变外加磁场来调节 [134].

值得注意的是当外加磁场为零时, 有  
[134].

更重要的是, 哈密顿量 (20)式和 (21)式具有上文

提到的  对称性.

Γα
z < 2ts

Z

Z4

Z4 Z4

K = 0, 1, 2, 3 K = 0

K = 1

K = 2

10−7

在没有相互作用时, 系统在参数  下的

基态可以用两个属于 AIII类的独立手性拓扑绝缘

体来描述 [135]. 此时体系属于   分类拓扑数等于 2,

且与零能的边缘态数目相对应. 当对称性受到破坏

时, 例如存在方程 (21)所示的相互作用, 体系边缘

态将不再是没有相互作用的费米子, 而变为集体模

式. 此时得到的 SPT相将变为   分类. 在之前的

研究中, 已经有工作讨论了一维 AIII拓扑体系中

的   约化问题 [136,137]. 可以将这些   相分别标记

为   , 其中   对应拓扑平庸相 ,

 为生成元相 (root phase), 对应相互作用下

的单链 AIII拓扑绝缘体, 有相互作用的 SPT相属

于   相. 当相互作用较强时, 体系将经过连续

相变变为平庸相或有序相, 同时伴随着边缘态的消

失. 为了理解这些相和相变的性质, 我们利用密度

矩阵重整化群 (density  matrix  renormalization

group, DMRG)方法进行了数值模拟. 在计算中,

在每个 DMRG单元中选取 300个截断态, 并且进

行最大截断误差约为  的 20次扫描. 

4.2    相互作用诱导的拓扑相变和体系相图

ξi = − ln(ρi) ρi

ρ̂L = TrR|ψ⟩⟨ψ| |ψ⟩

ξi ξi

U Γα
z tso

Vex

Vex/ts

Vex = 0 Vex

Vex > 0

V c
ex/ts ≈ 1.69

Vex < 0 |Vex|

鉴别一维非平庸拓扑相的通常做法是检测基

态 纠 缠 谱 中 的 简 并 度 . 纠 缠 谱 可 以 定 义 为

 
[138−144], 其 中   是 约 化 密 度 矩 阵

 的本征值 ,    为体系基态 , 脚标

L和 R与一维链的左半部分和右半部分相对应.

由于纠缠谱  与边缘激发态能谱相似, 所以只要 

的本征值是简并的, 就意味着系统会出现拓扑非平

庸性质 [144]. 我们首先介绍固定参数  ,   和  条

件下 , 不断增大自旋交换相互作用   的情况 .

图 6(a)描绘了约化密度矩阵四个最小本征值的纠

缠谱随  的变化情况. 从图中可以看出尽管在

 时纠缠谱中本征态是四重简并的, 但当  

较弱时部分简并消失. 由于纠缠谱的简并性通常等

于对称群中不可约投影表示的维度, 所以简并度破

缺可以理解为此投影表示被约化为了不同的不可

约表示. 对于排斥相互作用 (  ), 当相互作用

强度超过临界点   时纠缠谱将不再简

并. 由于在临界点两侧不存在局域对称性破缺序,

所以穿过临界点就标志着发生从有相互作用

SPT相到平庸相的拓扑相变. 对于吸引相互用区

域 (  ), 即使在   很大时, 非平庸 SPT相

依然存在.
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S2 = − log Tr(ρ̂2
L)

SvN = −TrL[ρ̂L log ρ̂L]

N = 12

l ln[sin(πl/N)]

C C ≈ 1.018 C

通过对熵和体能隙的计算, 可以进一步确定由

相互作用驱动的拓扑相变发生的位置. 如图 6(b)

所 示 , 二 阶 Rényi熵   
[145−149] 和

von Neumann熵   在临界点处

都会出现突变. 图 6(c)描绘了在周期边界条件下

格点数  的晶格中半满状态下体能隙的变化

情况. 当系统穿过临界点时, 体能隙会在热力学极

限下闭合 (如内嵌图所示)然后再次打开, 这是一

个典型的连续拓扑相变过程. von Neumann熵在

临界点处的突变指示了连续相变的发生, 而由此产

生的中心荷可以反映相变的种类. 图 6(d)描绘了

长度为  的子链的 von Neumann熵随 

的变化 . 从图中曲线的斜率可以计算出中心荷

 
[150,151] 约为   , 与 Luttinger液体中的  

C = 1

⟨ŜiαxŜjαx⟩ Ŝiαx i α

x

1.38

2.1

值接近 (Luttinger液体中  ). 此外, 自旋关联

 (  为  格点处并处于  轨道的原子沿

 轴方向的自旋算符)在临界点处将呈现出系数约

为  的指数衰减. 此外, 原子在两个轨道间的在

位密度差也会在临界点附近出现相似的指数衰减

行为, 其衰减系数约为  , 可以被看作在轨道自由

度中的自旋关联. 这些结果表明, 体系在临界点处

为 Luttinger液体.

图 7展示了由纠缠谱和熵的数值结果给出的

体系相图. 通过计算相应的局域量, 可以进一步确

定相图中的拓扑平庸态, 例如轨道或自旋梯级单

态 (orbital or spin rung-singlet, ORS or SRS)、电

荷密度波 (charge-density wave, CDW)态和轨道

密度波 (orbital-density wave, ODW)态. 正如前
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图 6    (a) 本征值最小的四个纠缠谱   随自旋交换相互作用的变化; (b) 开边界条件下, 在格点数   的光晶格

链中, 二阶 Rényi熵   和 von Neumann熵   随   的变化情况; (c) 周期边界条件下, 在格点数   的光晶格链中, 体能

隙   的 变 化 情 况 . 内 嵌 图 为 体 能 隙 在 临 界 点 处 随   的 变 化 情 况 . 图 中 线 性 拟 合 的 红 色 实 线 给 出 大   极 限 下

 ; (d) 临界点   处, 长度为   且格点数   的子链中 von Neumann熵随   的变化.

通过线性拟合   , 可以得到中心荷 (central charge)  . 图中所有计算均在半满状态下进

行, 且固定参数   ,   ,   [128]

ξi(i = 1, 2, 3, 4) N = 60

S2 SvN Vex/ts N = 12

Egap Vex/ts

1/N Egap/ts ≈ −0.02± 0.05

N = 120 Vex/ts = 1.694 l

sin(πl/N) SvN = (C/6) ln[sin(πl/N)] + 1.87 C = 1.018

Γ
g/2
z = 0

U = 0 tso/ts = 0.4

Fig. 6. (a) The entanglement spectrum   ; (b) in a chain with    lattice sites and under open boundary condi-

tions, the second-order Rényi entropy     and the von Neumann entropy     vary with    ; (c) in a chain with     lat-

tice sites and under the periodic boundary condition, the bulk energy gap     varies with    . Inset: The bulk gap as a func-

tion of     at the critical point, and the red solid line is a linear fit with     in the large-N limit. (d) in a

chain with    lattice sites and at the critical point   , the von Neumann entropy of a subchain of length    var-

ied with    .  The solid line is the linear fit  with     and    .  The central charge is

6 times  the  slope  of  the  linear  fit.  All  calculations  are  performed  at  half  filling  and  with  the  fixed  parameters    ,

 , and   [128].
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U = 0

tso/ts = 0.4

tso tcso

tso < tcso

Γα
z

文讨论过的, 当   时, 体系的多体基态将经历

从拓扑 (topological, T)非平庸态到平庸态的转变.

在图 7中 , 选择的 SOC强度为   . 如果

从 T态开始减小  值, 在临界值  处将发生拓扑

相变, 体系在  时转变为拓扑平庸的. 此发现

进一步强调了 SOC在稳定拓扑相方面起到的重要

作用. 另外, 我们也发现在有限塞曼场  中可以得

到类似的相图.
 

4.3    小　结

本节中提出在有相互作用的准一维类碱土金

属原子气体中, 可以通过利用电子轨道自由度和核

自旋自由度 , 以及拉曼过程诱导的 SOC和轨道

Feshbach共振提供的自旋交换相互作用, 实现有

相互作用的费米对称性保护拓扑态. 通过数值计

算, 给出了体系的相图, 并刻画了在不同参数区间

存在的物质相和相变. 

5   SU(3)自旋轨道耦合玻色气体中
的自旋双涡旋

|1⟩

在接下来的两节中, 将讨论 SOC在玻色系统

中的一些新发现. 在以往的研究中, 人们更多地关

注自旋 1/2系统中 SOC所衍生的新奇性质. 在数

学上表现为 SU(2)的泡利矩阵代表的自旋算符与

动量算符耦合. 然而, 如果自旋自由度中包含两个

以上的态, SU(2)自旋矩阵将无法完整地描述内态

中的所有耦合. 例如, 在一个三分量系统中, 态  

| − 1⟩和   间的直接跃迁将被遗漏 [152]. 此时, 需要利

用 SU(3)矩阵来完整描述三分量体系中的自旋轨

道耦合 [153]. 在传统的凝聚态物理研究中, 人们多关

注自旋 1/2的电子, 而对 SU(3)自旋轨道耦合以及

其可能诱导产生的新奇量子态和拓扑缺陷研究

较少.

2w0 =

w1 + w−1

wi i

本节关注具有 SU(3)自旋轨道耦合的玻色-爱

因斯坦凝聚, 并介绍其中可能出现的一类新型拓扑

缺陷—自旋双涡旋. 在这个系统中, 根据自旋相

互作用是铁磁或反铁磁的不同情况, SU(3)自旋轨

道耦合可能会产生两种不同的基态: 磁化相或晶格

相. 在磁化相中, SU(3)自旋轨道耦合将诱导产生

三重简并的基态, 这与 SU(2)自旋轨道耦合的情况

形成鲜明对比. 在晶格相中, SU(3)自旋轨道耦合

破坏了普通旋量 BEC中的相位约束条件:   

 , 并且会诱导产生三种在中心有不同磁化

填充的新奇涡旋. 其中  为第  个自旋分量的环绕

数 [154−156]. 这些涡旋的交错排列将导致环绕数为

2的多重自旋涡旋的自发形成. 在实验中, 可以利

用对磁场敏感的相位成像技术来观测此类拓扑

缺陷. 

5.1    SU(3) 自旋轨道耦合

F = 1我们研究的系统是   且具有 SU(3)自旋

轨道耦合的旋量 BEC. 在平均场近似下, 体系哈密

顿量可以写为 Gross-Pitaevskii(GP)方程的形式: 

H =

∫
dr
[
Ψ †

(
− ℏ2∇2

2m
+ Vso

)
Ψ +

c0
2
n2 +

c2
2
|F |2

]
,

(22)

N =
∫
drΨ †Ψ

Ψ = [Ψ1(r), Ψ0(r), Ψ−1(r)]
T

n =
∑

m=1,0,−1 Ψ
∗
m(r)Ψm(r)

F = (Fx, Fy, Fz) Fv(r) = Ψ †fvΨ

f = (fx, fy, fz)

Vso = κλ · p
κ p = (px, py)

λ = (λx, λy)

λ(i)(i = 1, · · · , 8)
λx = λ(1) + λ(4) + λ(6) λy = λ(2) − λ(5) + λ(7)

Ψ1(r) Ψ−1(r)

这里可以利用总粒子数   对序参量

 进行归一化 . 粒子数密

度为   , 自旋密度矢量

 被 定 义 为   , 其 中

 是自旋为 1的不可约表示矩阵中的

矢量 [157−159]. 哈密顿量中 SOC项为   ,

其中   是 SOC强度 ,    代表二维动量 ,

 是二维等效自旋 . 利用 Gell-Mann矩

阵   , 自旋算符的分量可以表示为

 和   . 值

得注意的是, 哈密顿量中的 SU(3)自旋轨道耦合项

包含三个态中所有的两两耦合. 而在具有 SU(2)自

旋轨道耦合的旋量 BEC中,    态和   态

只是间接耦合在一起的 [160,161]. 此外, 在上述哈密
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图  7    格点数   且处于半满状态下的体系相图 , 其

中   [128]

N = 60

Γα
z = 0

Fig. 7. The phase diagram of a lattice with    sites at

half filling with   [128].
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c0 c2顿量中, 参数   和   分别代表密度-密度相互作用

强度和自旋相互作用强度.

2π/3

F = 1 |e⟩

有 SU(3)自旋轨道耦合的哈密顿量可以通过

与 SU(2)自旋轨道耦合相似的方法来实现 [162, 163].

如图 8所示, 三束有不同偏振和频率且以   角

度相交的激光被用于拉曼耦合中. 每束激光分别缀

饰一个  的超精细自旋态到  激发态上. 当使

用标准旋波近似, 并将激发态绝热消除后, 可以得

到如方程 (22)所示的有效哈密顿量. 

5.2    体系相图

接下来讨论体系的多体基态相图 . 对于

SU(2)自旋轨道耦合的情况, 已有研究表明体系两

个多体基态 (磁化态和条纹态)可以在均匀系统中

稳定存在 [152]. 尽管 Rashba类型的 SOC使单粒子

谱中存在无穷多简并的最小值, 但由于存在自旋相

互作用, 多体基态在动量空间中将会凝聚于一个或

两个点处 [152]. 这导致对于 SU(2)的自旋轨道耦合,

除非引入一个强束缚简谐势阱, 在动量空间中存在

三点或更多处凝聚的晶格态是不稳定的 [160].

对于本节考虑的 SU(3)自旋轨道耦合的情况,

Ψ = α1Ψ1 + α2Ψ2 + α3Ψ3首先选择   作为试探波函

数 , 通过变分方法来研究系统可能存在的基态 ,

其中 

Ψ1 =
1√
3

1

1

1

 e−i2κx, (23)

 

Ψ2 =
1√
3

 e−i π3

ei π3

eiπ

 eiκ(x−
√
3y), (24)

 

Ψ3 =
1√
3

 ei π3

e−i π3

eiπ

 eiκ(x+
√
3y), (25)

αi=1,2,3

对应于所有粒子处于单粒子谱三个简并基态中的

某一个多体凝聚态 ,    为对应的展开系数 .

将 (23)式—(25)式代入相互作用能量泛函 

E =

∫
dr
(c0
2
n2 +

c2
2
|F |2

)
, (26)

可以得到 

E

N
=

(c0
2

+
4c2
9

)
n̄− 7c2

9n̄

∑
i ̸=j

|αi|2|αj |2, (27)

n̄ = |α1|2 + |α2|2 + |α3|2

|αi|2
其中   为平均粒子数密度 .

通过最小化与  有关的相互作用能量, 可以发现

自旋相互作用会显著影响体系的相图.

c2 > 0 |α1|2 =

|α2|2 = |α3|2 = n̄/3

c2 < 0

|α1|2= n̄, |α2|2= |α3|2=0 |α2|2= n̄, |α1|2= |α3|2=0

|α3|2 = n̄, |α1|2 = |α2|2 = 0

当   时 , 通过最小化能量可得  

 , 这意味着系统基态是一个由三

个单粒子最小值等权叠加的三角晶格相. 另一方

面, 当   时, 系统更倾向于成为一个满足参数

 或  

或   的态, 这意味着基态

占据在动量空间的某一个最小值处, 形成一个三重

简并的磁化相.

c2 ≫ κ2

在 SOC比较强的情况下, 体系的化学势主要

由 SOC决定 , 上面介绍的变分波函数 (23)式—

(25)式可以比较好地描述体系的性质 . 而对于

SOC强度较弱, 相互作用相对较强的情况, 则必须

依赖于数值模拟来得到体系的多体基态. 在这种情

况下, 我们发现在  条件下将会出现在动量

空间中有两个最小值布局的条纹相.

通过虚时演化方法最小化与哈密顿量 (22)式

对应的能量泛函, 可以数值得到体系的多体基态.

研究表明, 数值计算的结果与上文讨论的变分结果
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图 8    旋量 BEC中产生 SU(3)自旋轨道耦合的原理图　

(a) 激光作用 . 三束有不同频率和偏振的激光 , 以   的

角度作用于原子气体; (b) 能级图. 三个拉曼过程分别缀饰
87Rb中饰87Rb中  基态的超精细塞曼能级  ,

 ,    和   .    ,    和

 与拉曼过程的失谐对应 [162]

2π/3

|F = 1,mF = 1⟩
|F =1,mF=0⟩ |F =1,mF=−1⟩
5S1/2, F = 1 δ1, δ2 δ3

Fig. 8. Scheme  for  creating  SU(3)  spin-orbit  coupling  in

spinor BECs: (a) Laser geometry. The cloud of atoms is il-

luminated  by  three  laser  beams  with  different  frequencies

and polarizations, intersecting at an angle of    (b) Each

of  the  three  Raman  lasers  dresses  one  hyperfine  Zeeman

level  from  eman  level  from    ,

   and      of  the  87Rb

 .    ,  and     are the  detuning in  the  Ra-

man transitions[162]. 
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c2 ≲ κ2

c2 > 0

c2 < 0

在弱相互作用区间  内基本一致. 图 9描绘了

有 SU(3)自旋轨道耦合的旋量 BEC中两种可能存

在的基态. 当  时, 如图 9(a)–图 9(d)所示, 体

系中三种成分互不相融, 并且排列成一个相互交

错, 且有空间平移对称性自发破缺的三角晶格. 如

图 9(d)所示, 此晶格为拓扑非平庸且在其中镶嵌

有涡旋和反涡旋. 因此, 晶格相可以在有 SU(3)自

旋轨道耦合的均匀 BEC中稳定存在. 与之形成鲜

明对比的是, 在 SU(2)的系统中一般需要外加一

个强简谐束缚势阱 [160]. 关于涡旋的性质将在下文

讨论. 另一方面, 如图 9(e)和图 9(f)所示, 当 

时, 体系三种成分混合在一起, 同时体系将形成一

个具有空间平移对称性, 但时间反演对称性破缺的

磁化相. 由于存在自发对称性破缺, 磁化相将占据

在单粒子谱三个简并基态中的一个. 因此磁化相是

三重简并的, 而在 SU(2)情况中为二重简并 [164].

c2 ≫ κ2然而, 对于参数为   的强反铁磁自旋相

互作用, 系统可能会出现动量空间中三个最小值中

的两处被占据的条纹相. 通过将动量空间中两点或

三点最小值处被占据的态作为试探波函数, 同时结

合虚时演化 , 可以找到相对应的最优基态能量 .

图 10(a)描绘了原子间相互作用强度为不同值时

晶格相和条纹相的能量对比情况. 从图中可以明显

发现当原子间相互作用强度超过一个临界值时, 条

纹相的能量将低于晶格相中能量. 如图 10(d)所

示, 由于垂直于条纹方向存在有限值动量, 空间平

移和时间反演对称性都会发生破缺 (如图 10(b)

和图 10(c)所示). 这一点也显著区别于 SU(2)自

旋轨道耦合诱导产生的条纹相 [152].
 

5.3    相位条件

(r, θ)

旋量 BEC中的涡旋结构取决于体系三个自旋

分量间的相位关系. 接下来将讨论 SOC对晶格结

构相位条件的影响. 首先假设在极坐标系   中

自旋序参量可以写为
 

ψj(r, θ) = ϕjeiwjθ+αj , (28)

j = 0,±1 ϕj ⩾ 0其中  ,   .
 

5.3.1    不存在自旋轨道耦合

当体系中不存在 SOC时, 哈密顿量中与相位

有关的部分是
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图 9    有 SU(3)自旋轨道耦合的 BEC中的两种不同相　(a)−(d) 存在反铁磁自旋相互作用时 (  )的拓扑非平庸晶格相 .

图 (a)中的高度和颜色分别代表   的密度和相位. 在图 (b)中, 一个单胞中呈现出涡旋 (白色圆圈)和反涡旋 (黑色圆圈)的位置.

图 (c)和图 (d)分别展示了晶格相的动量分布和相分离结构的示意图; (e), (f) 存在铁磁自旋相互作用时 (  )的三重简并磁

化相. 图 (e)和图 (f)分别展示了   在实空间和动量空间的分布 [162]

c2 > 0 Ψ1

c2 < 0 Ψ1

Fig. 9. Two distinct phases of SU(3) spin-orbit-coupled BECS: (a)−(d) The topologically nontrivial lattice phase with antiferromag-

netic spin interaction (  ). (a) The heights and colors correspond to the density and phase of     respectively, (b) the posi-

tions of vortices (white circles) and antivortices (black circles) in the phase within one unit cell, (c) the corresponding momentum

distributions, (d) the structural schematic drawing of the phase separation; (e), (f) the threefold-degenerate magnetized phase for

ferromagnetic spin interaction (  ). (e) the density and phase distributions of    , (f) the corresponding momentum distribu-

tions[162]. 
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Hphase =Ephase
kin + Ephase

int

= − 1

2

∫
Ψ∗ 1

r2
∂2

∂θ2
Ψdr

+ 2c2

∫
Re(ψ∗

1ψ
∗
−1ψ

2
0)dr, (29)

其中第一项由动能产生, 第二项来自于自旋相互作

用. 将方程 (28)代入 (29)式可以得到
 

Ephase
kin =

∑
j=1,0,−1

w2
j

∫ πϕ2j
r

dr, (30)

 

Ephase
int =2c2

∫
ϕ1ϕ−1ϕ

2
0rdr

×
∫
cos[(w1 − 2w0 + w−1)θ

+ (α1 − 2α0 + α−1)]dθ.
(31)

从 (30)式中可以很容易发现体系在能量上更倾向

于处在小环绕数的状态. 从 (31)式中进一步看出

能量最小化需要环绕数和相位满足下面的关系:
 

w1 − 2w0 + w−1 = 0, (32)
 

α1 − 2α0 + α−1 = nπ, (33)

c2 > 0 n c2 < 0 n

⟨±1,×, 0⟩ ⟨0,×,±1⟩ ⟨±1, 0,∓1⟩ ⟨±1,±1,±1⟩

⟨±2,±1, 0⟩ ⟨0,±1,±2⟩ ×

Ψ0

其中当  时  为奇数, 当  时  为偶数. 方

程 (32)所示的相位条件表明下面这些不同自旋分

量 的 环 绕 数 可 以 存 在 于 旋 量 BEC系 统 中 :

 ,    ,    ,    ,

 和   . 在这里, 符号   代表体系

中  成分没有占据.
 

5.3.2    SU(2)自旋轨道耦合

对于存在 SU(2)自旋轨道耦合的情况, 我们

以 Rashba类型 SOC为例, 对应的哈密顿量可以

写为
 

Esoc=

∫
κψ†

 0 −i∂x − ∂y 0

−i∂x + ∂y 0 −i∂x − ∂y

0 −i∂x + ∂y 0

ψdr,

(34)

ψ = [ψ1, ψ0, ψ−1]
T这里   . 将 (28)式代入 (34)式中

可以得到
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c2 = 20κ2 c0 = 10c2图 10    (a) 晶格相和条纹相的能量对比; (b)−(d) 参数   和   时, 条纹相基态的密度、相位和动量的分布 [162]

∆E

c2 = 20κ2 c0 = 10c2

Fig. 10. (a) Energy comparison between the lattice and stripe phases. The solid (lattice state) and dashed (stripe state) lines corres-

pond to the energy difference    between the numerical simulation and the variational calculation; (b)−(d) the ground-state dens-

ity, phase and momentum distributions of the stripe phase with the parameters    and   [162].
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Esoc =

∫
drdθ

[
(ϕ0r∂rϕ1 − wϕ0ϕ1)ei[(w1−w0+1)θ+(α1−α0− π

2 )] − (ϕ1r∂rϕ0 + w0ϕ1ϕ0)e−i[(w1−w0+1)θ+(α1−α0− π
2 )]

+(ϕ0r∂rϕ−1 + w−1ϕ0ϕ−1)ei[(w−1−w0−1)θ+(α−1−α0− π
2 )]−(ϕ−1r∂rϕ0 − w0ϕ−1ϕ0)e−i[(w−1−w0−1)θ+(α−1−α0− π

2 )]
]
.

(35)

为了最小化 SOC能量, 参数倾向于满足下面关系: 

w1 − w0 + 1 = 0, (36)
 

w−1 − w0 − 1 = 0, (37)
 

α1 − α0 − π/2 = mπ, (38)
 

α−1 − α0 − π/2 = nπ. (39)

此时 SOC能量可以改写为 

Esoc =2π
∫
[ϕ0r∂rϕ1 − ϕ1r∂rϕ0

− (w1 + w0)ϕ0ϕ1]dr cosmπ

+ 2π
∫
[ϕ0r∂rϕ−1 − ϕ−1r∂rϕ0

+ (w−1 + w0)ϕ0ϕ−1]dr cosnπ, (40)

m n通过最小化能量方程 (40), 可以确定参数  和  的

奇偶性 . 可以发现 SU(2)自旋轨道耦合不违反

(32)式所示的一般环绕数条件, 但会另外出现如方

⟨−1, 0, 1⟩ ⟨−2,−1, 0⟩

⟨0, 1, 2⟩ ⟨±1,±1,±1⟩ ⟨±1,×, 0⟩

⟨0,×,±1⟩ ⟨1, 0,−1⟩ ⟨2, 1, 0⟩ ⟨0,−1,−2⟩

程 (36)和方程 (37)所示的条件. 由此产生的影响

是 : 尽 管 环 绕 数 组 合   ,    和

 仍被体系接受, 但   ,    ,

 ,    ,    和   将不被

允许. 可以明显看出, SOC破坏了体系的手性对

称, 进而诱导产生手性自旋结构.
 

5.3.3    SU(3)自旋轨道耦合

对于 SU(3)自旋轨道耦合, 有效哈密顿量可

写为
 

Esoc

=

∫
κψ†

 0 −i∂x − ∂y −i∂x + ∂y
−i∂x + ∂y 0 −i∂x − ∂y
−i∂x − ∂y −i∂x + ∂y 0

ψdr,

(41)

将方程 (28)代入 (41)式, 可得 

 

Esoc =

∫
drdθ

[
(ϕ0r∂rϕ1 − w1ϕ0ϕ1)ei[(w1−w0+1)θ+(α1−α0− π

2 )]

− (ϕ1r∂rϕ0 + w0ϕ1ϕ0)e−i[(w1−w0+1)θ+(α1−α0− π
2 )]

+ (ϕ0r∂rϕ−1 + w−1ϕ0ϕ−1)ei[(w−1−w0−1)θ+(α−1−α0− π
2 )]

− (ϕ−1r∂rϕ0 − w0ϕ−1ϕ0)e−i[(w−1−w0−1)θ+(α−1−α0− π
2 )]

+ (ϕ−1r∂rϕ1 + w1ϕ−1ϕ1)ei[(w1−w−1−1)θ+(α1−α−1− π
2 )]

−(ϕ1r∂rϕ−1 − w−1ϕ1ϕ−1)e−i[(w1−w−1−1)θ+(α1−α−1− π
2 )]

]
. (42)

通过最小化 SOC能量, 可以得到下面的关系: 

w1 − w0 + 1 = 0, (43)
 

w−1 − w0 − 1 = 0, (44)
 

w1 − w−1 − 1 = 0, (45)
 

α1 − α0 − π/2 = mπ, (46)
 

α−1 − α0 − π/2 = nπ, (47)
 

α1 − α−1 − π/2 = lπ. (48)

进而 SOC能量可以写为 

 

Esoc =2π
∫
[ϕ0r∂rϕ1 − ϕ1r∂rϕ0 − (w1 + w0)ϕ0ϕ1]dr cosmπ

+ 2π
∫
[ϕ0r∂rϕ−1 − ϕ−1r∂rϕ0 + (w−1 + w0)ϕ0ϕ−1]dr cosnπ

+ 2π
∫
[ϕ−1r∂rϕ1 − ϕ1r∂rϕ−1 + (w1 + w−1)ϕ−1ϕ1]dr cos lπ, (49)
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m,n, l其中参数   的奇偶性由方程 (49)决定. 然而,

方程 (43)–(45)无法同时满足. 因此 SU(3)自旋轨

道耦合的相位条件将出现以下几种情况:

情况一: 

w1 − w0 + 1 = 0, (50)
 

w−1 − w0 − 1 = 0, (51)
 

α1 − α0 −
π
2
= mπ, (52)

 

α−1 − α0 −
π
2
= nπ. (53)

情况二: 

w1 − w0 + 1 = 0, (54)
 

w1 − w−1 − 1 = 0, (55)
 

α1 − α0 −
π
2
= mπ, (56)

 

α1 − α−1 −
π
2
= lπ. (57)

情况三: 

w−1 − w0 − 1 = 0, (58)
 

w1 − w−1 − 1 = 0, (59)
 

α−1 − α0 −
π
2
= nπ, (60)

 

α1 − α−1 −
π
2
= lπ. (61)

⟨−1, 0, 1⟩
⟨1, 0,−1⟩

⟨0, 1,−1⟩ ⟨1,−1, 0⟩

对于情况一, 体系可能出现  的环绕数

组合, 而  则不被允许, 这意味着体系手性

对称发生破缺. 对于情况二和情况三, 可以发现

SU(3)自旋轨道耦合破坏了方程 (32)所示的环绕

数满足的一般条件 , 因此可能出现新的形如

 和  的环绕数组合. 

5.4    涡旋结构

⟨±2,±1, 0⟩ ±
⟨w1, w0, w−1⟩

Ψ1, Ψ0, Ψ−1 w1, w0, w−1

⟨±1, 0,∓1⟩
⟨±1,×, 0⟩

根据环绕数组合和涡旋中心磁化特征, 可以对

旋量 BEC中的涡旋结构进行分类 [154−156]. 举例来

说, Mermin-Ho涡旋具有铁磁涡旋中心, 且不同自

旋分量的环绕数为  , 其中  代表涡旋的

不同手性 [165],     表示在波函数中

 部分分别有环绕数   . 使用这

种标记方式, 极化核心 (polar core)涡旋对应环绕

数组合  和一个反铁磁涡旋核心, 半量子

(half-quantum)涡旋则对应环绕数组合  

和一个铁磁涡旋核心.

⟨−1, 0, 1⟩
⟨1,−1, 0⟩ ⟨0, 1,−1⟩

⟨1, 0,−1⟩ ⟨−1, 1, 0⟩ ⟨0,−1, 1⟩

在由反铁磁自旋相互作用和 SU(3)自旋轨道

耦合共同诱导产生的晶格相中, 存在如图 11所示

的三种类型的涡旋 : 一种是对应环绕数组合

 的极化核心涡旋, 另外两种是分别对应环

绕数组合  和  的铁磁核心涡旋. 此

外, 由于在有 SU(3)自旋轨道耦合的系统中手性对

称将发生破缺, 所有具有反手性的涡旋结构, 例如

 ,    和  , 将不被允许.

⟨1,−1, 0⟩ ⟨0, 1,−1⟩
2w0 = w1 + w−1

有趣的是, 我们发现这两种铁磁中心涡旋的环

绕数组合   和   将违反普通旋量

BEC中的相位条件   
[154−156]. 这是

因为不同自旋分量间的相对相位此时不再仅由自

旋相互作用决定, 同时也会受到 SU(3)自旋轨道耦

合的影响. 因此, 如图 11所示交织排列的三种类

型涡旋将形成一个在没有 SOC体系中无法实现的

涡旋晶格. 

5.5    自旋双涡旋结构

自旋涡旋是由对称性破缺诱导产生的一种复

杂拓扑缺陷, 其特点是环绕无磁化核心的质量流为

零、而量子化的自旋流不为零 [166−169]. 自旋涡旋不

 

<0, 1, -1>

<-1, 0, 1>

<1, -1, 0>

arg -1

arg 0

arg 1

⟨−1, 0, 1⟩
⟨1,−1, 0⟩ ⟨0, 1,−1⟩

图 11    有 SU(3)自旋轨道耦合的反铁磁旋量 BEC中的涡

旋结构 . 图中描绘了三个自旋分量中的涡旋排列 . 三种类

型 的 涡 旋 包 括 : 一 个 不 同 自 旋 分 量 的 环 绕 数 组 合 为

 的极化核心涡旋 (蓝线所示), 两个环绕数组合分

别为   (绿线所示)和    (红线所示)的铁磁

核心涡旋 [162]

⟨−1, 0, 1⟩

⟨1,−1, 0⟩ ⟨0, 1,−1⟩

Fig. 11. Vortex  arrangement  among  the  three  components

in  antiferromagnetic  spinor  BECs  with  SU(3)  spin-orbit

coupling. There are three types of vortices, including a po-

lar-core  vortex  with  winding  combination      (blue

line)  and  two  ferromagnetic-core  vortices  with  winding

number combinations     (green line) and   

(red line)[162]. 
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l = 1

仅与在磁性薄膜中发现的磁性涡旋不同 [170,171], 而

且由于存在自旋结构中的奇点 [172], 自旋涡旋也有

别于二维 Skyrmion[173]. 实验中已经在铁磁自旋

BEC中观测到环绕数  的量子自旋环流 [174]. 然

l(l ⩾ 2)而,    的多重量子自旋涡旋被认为是拓扑不

稳定的, 至今还没有在实验中观测到.

F+ = Fx + iFy Fz |F |

⟨−1, 0, 1⟩
⟨1,−1, 0⟩ ⟨0, 1,−1⟩

4π

在本节考虑的具有 SU(3)自旋轨道耦合的旋

量 BEC中, 我们发现晶格相中的极化核心涡旋拥

有两个围绕无磁化核心的自旋流, 因此可以被定义

为自旋双涡旋. 图 12描绘了自旋双涡旋的横向磁

化   , 纵向磁化   和总磁化   的幅

度, 这些量在实验中可以通过对磁场敏感的相位成

像技术来观测. 从图中可以发现两种不同类型的拓

扑缺陷: 自旋双涡旋和 half-Skyrmion(HS)[175], 分

别对应环绕数组合为  的极化核心涡旋, 以

及  或  的铁磁核心涡旋. 值得注意

的是, 自旋双涡旋的核心是非磁化的, 且磁化方向

沿着围绕核心的一条封闭路径会发生  角度的旋

转. 因此在有 SU(3)自旋轨道耦合的反铁磁旋量

BEC中会自发出现一个由多重自旋涡旋组成的常

规晶格. 通过考虑有限温度的影响, 可以进一步确

定自旋双涡旋在低温下不会被热涨落破坏, 因此在

实验中可以被实现. 

5.6    小　结

本节介绍了具有 SU(3)自旋轨道耦合的旋量

玻色气体中的基态. 发现 SU(3)自旋轨道耦合和自

旋相互作用将共同决定体系的基态相图. 当存在有

效铁磁自旋相互作用时, SU(3)自旋轨道耦合会引

入三重简并 , 而在存在反铁磁自旋相互作用时 ,

SOC将破坏旋量玻色气体中的一般相位规则, 并

在体系中诱导产生自旋双涡旋. 

6   存在软核长程相互作用和自旋轨
道耦合的玻色气体中的手性超固相

手性是自然界中普遍存在的现象 [176,177]. 研究

手性物质中的新奇态, 是物理学的一个重要课题,

同时也为设计特殊功能材料提供了一些思路和线

索. 最近发现的新奇手性物态, 如手性超导 [178]、手

性电子 [179]、手性畴壁 [180−182] 和手性 Skyrmions[183],

都吸引了科研工作者的广泛兴趣. 在上述的很多体

系中, SOC都是手性对称性破缺的重要因素.

之前关于 SOC的大量研究都仅针对硬核系

统. 这些系统中原子间相互作用通常取为零距离接

触作用 [184,185] 或长程偶极势 [186,187]. 然而, 通过使

用 Rydberg缀饰技术, 可以在玻色气体中实现软
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图 12    有 SU(3)自旋轨道耦合的反铁磁自旋 BEC中的自

旋双涡旋 (a)横向磁化的空间分布 , 其中颜色表示磁化方

向; (b), (c)分别描绘了纵向磁化和总磁化幅度   的分布.

图中分别用大圆圈和小圆圈标记了自旋双涡旋和 half-

Skyrmion这两种类型的拓扑缺陷 [162]

|F |

Fig. 12. The double-quantum  spin  vortex  in   antiferromag-

netic spinor BECs with SU(3) spin-orbit coupling: (a) Spa-

tial maps  of  the  transverse  magnetization.  The  colors   cor-

respond  to  the  magnetization  orientation;  (b)  longitudinal

magnetization; (c) amplitude of the total magnetization   .

The big and small circles represents the two kinds of topo-

logical  defects:  double-quantum  spin  vortex  and  half-

Skyrmion.[162]. 
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核相互作用 [188−190]. 硬核相互作用和软核相互作用

的本质区别在于当两个原子距离较近时, 相互作用

势表现出的行为有显著的不同. 对于硬核情况, 相

互作用将趋于无穷大, 而对于软核系统, 相互作用

势将趋于一个有限值. 之前已有研究表明, 软核长

程相互作用可以诱导产生自发超固体 [191,192]. 作为

一种人们长期寻找的新奇物质相, 自发超固体可以

同时表现出固体性质和无摩擦超流性质 [193−197]. 因

此, 对于同时具有 SOC和软核相互作用的体系,

人们自然会提出一个问题: 能否实现一个手性对称

性破缺的超固体相? 

6.1    哈密顿量

考虑一个有软核长程相互作用和 SOC的二维

均匀 BEC. 体系在平均场近似下的哈密顿量可以

写为 Gross-Pitaevskii的形式: 

 

H =

∫
drΨ †

(
− ℏ2∇2

2M
+ Vso

)
Ψ +

1

2

∫
dr

∑
i,j=↑,↓

gijΨ
∗
i (r)Ψ

∗
j (r)Ψj(r)Ψi(r)

+
1

2

∫
drdr′

∑
i,j=↑,↓

Ψ∗
i (r)Ψ

∗
j (r

′)Uij(r − r′)Ψj(r
′)Ψi(r), (62)

Ψ = [Ψ↑(r), Ψ↓(r)]
T∫

drΨ †Ψ = N r = (x, y)

Vso = −iℏκ(σx∂x ± σy∂y)

σx,y κ ±
+

gij

g = g↑↑ = g↓↓ = g↑↓

Uij(r) = C̃
(ij)
6 /(R6

c + |r|6)

C̃
(ij)
6 Rc

其中旋量 BEC的序参量定义为  ,

且满足归一化条件   . 这里   .

SOC项可以写为:    , 其中

 为泡利矩阵,    为 SOC强度. SOC项中   代

表 了 SOC的 种 类 ,    为 Rashba类 型 ,   – 为

Dresselhaus类型. 本节关注具有 SU(2)对称性的

玻 色 气 体 , 因 此 接 触 相 互 作 用 强 度   满 足

 . 描述软核长程相互作用的有

效 势 可 以 写 为   , 其 中

 表示相互作用强度,   表示阻塞半径 [189].

(5S1/2, F = 1)

|F = 1,mF = −1⟩ |F = 1,mF = 0⟩
| ↑⟩ | ↓⟩

C̃
(ij)
6 Rc

V (z) =Mω2
zz

2/2

ahz =
√
ℏ/Mωz ≪ Rc

gij =
√
8π(ℏ2/M)(aij/ahz ) aij

实验中在 87Rb原子的  基态中可

以实现哈密顿量 (62)式 , 其中两个超精细态

 和   可以被用来模

拟体系中自旋向上 (  )和向下 (  )的分量. 尽

管体系中自然存在着接触相互作用 , 但利用

Rydberg缀饰技术可以人为创造软核长程相互作

用, 此过程是利用一个非共振双光子过程将基态原

子与一个高激发 Rydberg态弱耦合在一起 [188−190].

软核长程相互作用强度  和阻塞半径  取决于

双光子拉比频率和失谐, 在实验中可以在较宽的范

围内调节. Rashba和 Dresselhaus类型的 SOC可

以通过调节梯度磁场 [198] 或拉曼激光缀饰来实现 [28].

二维体系可以通过在轴向加一个强简谐势阱

 来 实 现 , 势 阱 的 特 征 长 度 为

 . 假设体系所有的能量尺度

都远小于该简谐势阱的束缚能, 二维有效接触相互

作用可以写为   , 其中  

s为对应的三维  波散射长度 [199]. 

6.2    手性超固体

Ô = K̂ K̂

2π

通过数值最小化哈密顿量 (62)式, 可以得到

体系的多体基态. 在没有 SOC的体系中, 已有研

究表明软核长程相互作用可以诱导产生具有类旋

子模式软化的超固体相 [188,189]. 在这种情况中, 哈

密顿量关于手性算符   具有对称性, 这里  

代表复共轭. 而 Rashba类型或 Dresselhaus类型

的 SOC可以使这种手性对称发生破缺, 并且诱导

产生一个新奇手性超固体相. 如图 13所示, 在这

个相中每个单胞都存在顺时针或逆时针的环流. 同

时在每个单胞中两种自旋分量沿着径向分开, 分量

内相互作用较弱的自旋位于中心位置, 并被相互作

用较强的自旋分量环绕. 尽管处于单胞中心的自旋

分量的相位是平庸的, 但环绕在外的自旋分量 沿

着围绕中心的闭合路径存在一个   的相位梯度,

因此在每个单胞中都存在涡旋. 特别值得注意的

是, 在这里所有涡旋的环绕方向都相同. 与之形成

鲜明对比的是, 在有 SOC的硬核系统中涡旋和反

涡旋总是成对出现的 [200−203].

为了得到这些整齐排布的涡旋物理图像, 我们

可以将 Rashba类型 SOC项

Hso = −iℏκ
∫

drΨ †(σx∂x + σy∂y)Ψ 

(r, φ)在极坐标系  下改写为 

Hso = −2κ

∫
Λ0

drRe
[
Ψ∗
↑ exp (−iφ)

(
i
∂

∂r
+

∂

r∂φ

)
Ψ↓

]
,

(63)
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Λ0

Ψj =
√
nj exp(iθj) •

∂θ•/∂φ = 0

∂nj/∂φ = 0 ∂θj/∂r = 0

其中  表示超固体晶体结构中一个单胞所对应的

积分域 , 波函数可以表示为密度和相位的形式 :

 . 对于核心部分 (用下标“   ”表

示 ), 为避免降低能量 , 相位必须满足条件 :

 . 另外, 通过考虑旋转对称并忽略径向

扩散, 可以自然地假设   和   .

因此, 可以得到
 

Hso = −2κ

∫
Λ0

dr[sin(θ• − θ◦ ± φ)
√
n◦∂r

√
n•], (64)

◦

±

这里下标  表示环绕核心的部分. 当核心部分为自

旋向上 (向下)时, 符号  取 +(-). 为了使 SOC能

量最小化, 参数倾向于满足条件
 

θ• − θ◦ ± φ =
π
2
+ 2πl (l ∈ Z), (65)

θ•

+2π −2π
其中  为常数. 上述结果意味着如果核心部分为自

旋向上 (向下), 环绕部分倾向于有一个  (  )

的相位梯度, 这同时与图 12所示的数值计算结果

一致.

s = Ψ †σΨ/|Ψ |2 sx =

±
√
1−s2z sinφ sy=∓

√
1−s2z cosφ sz=(n↑−n↓)/

(n↑ + n↓) s Ψ

单胞内的径向相位分离和非平庸的环流共同

组成了一种拓扑自旋结构. 通过定义布洛赫矢量

 , 可 以 从 方 程 (65)中 得 到  

 ,   和 

 , 其中布洛赫矢量  将态  投影到了一个

单位布洛赫球面上. 很显然, 在遍历一个单胞的过

程中, 布洛赫矢量仅覆盖布洛赫球面一次. 因此,

图 13所示的手性超固相与磁性材料中的 Skyrmion
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||2

C̃
(↑↑)
6 N = 2C̃

(↓↓)
6 N = 2500ℏ2R4

c /M C̃
(↓↓)
6 N = 2C̃

(↑↑)
6 N = 2500ℏ2R4

c /M

C̃
(↑↓)
6 N = 1250ℏ2R4

c /M κ = 4ℏ/MRc

gN = 1000ℏ2/M C̃
(ij)
6

图 13    由 Rashba类型 SOC和软核长程相互作用诱导产生的手性超固体. 图中的亮度和颜色分别表示密度和相位分布. 软核长

程相互作用在图 (a)和图 (b)中为  , 在图 (c)和图 (d)中为  .

色 标 圆 盘 中 的 箭 头 方 向 表 示 相 应 物 理 量 增 加 的 方 向 . 其 他 固 定 参 数 分 别 为   ,    和

 . 这里使用的软核长程相互作用强度   在实验中可以实现 [200]

C̃
(↑↑)
6 N = 2C̃

(↓↓)
6 N = 2500ℏ2R4

c /M C̃
(↓↓)
6 N = 2C̃

(↑↑)
6 N = 2500ℏ2R4

c /M

C̃
(↑↓)
6 N = 1250ℏ2R4

c /M

κ = 4ℏ/MRc gN = 1000ℏ2/M

Fig. 13. Chiral supersolid induced by Rashba spin-orbit coupling and soft-core long-range interactions. The brightness and color rep-

resent  the  density  and  phase  distributions  respectively.  The  soft-core  long-range  interactions  in  (a)  and  (b)  is

 , and in (c) and (d) is    . The directions of the arrows in

the  color  wheel  indicate  the  elevation  of  the  respective  quantities.  Other  parameters  are  fixed  at    ,

  and   [200].
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晶体有相似的性质 [204−207].

在手性超固相中, 每个单胞都具有一个自发粒

子环流. 在流体动力学理论中 [208,209], 质量守恒要

求在规范势下的实际粒子流有如下形式: 

j =
ℏ

2Mi
[Ψ †∇Ψ − (∇Ψ †)Ψ ]− 1

M
Ψ †AΨ, (66)

A =

−κM(σx, σy)

A = −κM(σx,−σy)
∇θj

θ• − θ◦

其中 , 对于 Rashba类型 SOC的规范势为  

 , 对于 Dresselhaus类型 SOC的规范

势为   . 粒子流表达式中的第一

项 (正则部分)依赖于相位梯度  , 而第二项 (规

范部分)与相位差   相关. 对于 Rashba类型

SOC的情况, 依据相位关系 (65)式, 粒子流可以

表示为 

jR =
ℏ
M

n◦
r
ê±φ − 2κ

√
n↑n↓ê±φ, (67)

ê+φ ê−φ

其中, 当核心部分为自旋向上 (自旋向下)时, 方向

 (  )为逆时针方向 (顺时针方向). 可以发现,

粒子流中正则部分和规范部分通常会有相反的环

绕方向, 以此来保证能量最小化. 特别是对于强

SOC的情况, 规范部分将扮演很重要的角色. 同时

如图 14(a)和图 14(b)中的数值计算结果所示, 粒

子环绕方向和涡旋中心自旋取向满足左手定则. 对

于 Dresselhaus类型的 SOC, 利用类似的分析可以

得到粒子流表达式: 

jD = − ℏ
M

n◦
r
ê±φ + 2κ

√
n↑n↓ê±φ. (68)

因此, 如图 14(c)和图 14(d)所示, Dresselhaus类

型 SOC可以诱导产生一个与 Rashba类型手性相

反的粒子流.

手性粒子环流的存在意味着在超固体相的基

态中存在一个有限角动量. 根据方程 (67), 在每个

单胞中由 Rashba类型 SOC诱导产生的角动量可

以表示为 

lz = ±
∫
Λ0

dr[ℏn◦ − 2κM
√
n↑n↓r]. (69)

C̃
(↑↑)
6 C̃

(↓↓)
6

由于所有涡旋的环绕方向相同, 所以系统总角动量

不为零. 需要强调的是, 此有限角动量的出现是由

手性对称性破缺直接导致的, 这与利用外加旋转[210,211]

或人造磁场 [49] 产生角动量的传统方法形成鲜明对

比. 另外, 角动量的方向由涡旋中心的自旋取向决

定, 因此可以通过改变同种自旋分量内的相互作用

强度   和   来调节角动量的方向.

Sz手性超固相中的总自旋角动量  同样不为零.

Sz = (ℏ⟨σz⟩)/2 ≈ ±0.4Nℏ

通过数值计算可以发现, 系统中大部分粒子位于涡

旋核心处, 同时存在较弱的分量内相互作用, 只有

很少的粒子位于外围环流中, 在图 13和图 14中此

部分所占比例大约为 9.3%. 因此, 总自旋角动量大

约为   . 从图 14中也可以

发现, 对于 Rashba类型 SOC, 总自旋角动量和轨

道角动量的方向相反 , 而对于 Dresselhaus类型

SOC, 二者方向一致. 

6.3    系统相图

图 15描绘了体系在不同参数下的相图. 除了

上 文 讨 论 的 手 性 超 固 相 (chiral  supersolid,

CSS)以外, 图 15中还讨论了另外两种超固体相:

平面波超固相 (plane-wave supersolid, PWSS)和

驻波超固相 (standing-wave  supersolid,  SWSS).

在 PWSS相和 SWSS相中, 系统均会出现平移对

称性破缺, 从而形成晶体结构. 对于 PWSS相, 在

每个单胞中的局域凝聚波函数均会沿一个给定方

向出现相位变化. 对于 SWSS相, 凝聚波函数会出

现密度调制并形成条纹. 值得注意的是, PWSS相

和 SWSS相的局域结构与硬核玻色系统中发现的

平面波和条纹相十分类似 [212−214], 这同样可以归因

于成分内和成分间相互作用的竞争.

C̃
(↑↑)
6 =

C̃
(↓↓)
6

T̂ = iσyK̂

C̃
(↑↑)
6 C̃

(↓↓)
6

从图 15(a)中也可以看出, 沿着对角线 ( 

 )方向, 哈密顿量 (62)式具有时间反演对称

性   . 此对称性在手性超固相中将自发破

缺, 并且随机变为图 13中两个简并结构中的一种.

同时在相图图 15(b)中, 可以发现另一种反常手性

超固相 (anomalous chiral  supersolid,  ACSS).  此

相与上文讨论的 CSS相相同, 也具有有限的自旋

和轨道角动量. 唯一不同的是, 同种自旋内相互作

用较弱的分量更倾向于停留在周围的环形圈内, 而

不是涡旋核心处. 对于没有 SOC的传统 BEC, 从

能量角度来看系统通常不支持此种形式的相分离 [215].

然而当系统中存在 SOC时, 强度较强的 SOC需

要一个较大的角动量, 这可以通过一个高粒子数密

度的圆环来实现. 需要注意的是, 通过调节 SOC

强度和原子间相互作用强度使系统从 CSS相变为

ACSS相时, 角动量的方向将如方程 (69)所示发

生改变. 在相图图 15(a)和图 15(b)中, 如果同种

自旋内相互作用  和  中有一个较弱时, 体

系中也会出现一个自旋极化超流相. 在此相中, 所
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图 14    由 Rashba类型 SOC((a), (b))和 Dresselhaus类型 SOC((c), (d))诱导产生的粒子流   和自旋的径向磁化   . 其中颜色从
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Fig. 14. Particle currents     and longitudinal magnetizations     of the spin induced by Rashba spin-orbit coupling ( (a), (b)) and

Dresselhaus spin-orbit coupling ((c), (d) ).     and     are represented by the color map and black arrows, respectively. The colors

ranging from blue to red represent the values from the minimum to the maximum. The parameters used here are same as those in

Fig. 12[200]. 
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有的粒子凝聚在有较弱软核长程相互作用的分量

上, 同时密度和相位在空间中均匀分布. 

6.4    小　结

本节介绍了同时具有 SOC和软核长程相互作

用的玻色气体中可能出现的新奇超固体相. 在此相

中, 伴随着粒子环流的出现, 手性对称性将发生破

缺. 这意味着可以不通过旋转或有效磁场, 就可以

产生一个宏观大小的有限角动量. 可以通过调节

SOC强度或原子间相互作用强度改变角动量的方

向. 此理论预测的手性超固体相 可以在有 SOC

和 Rydberg缀饰的 BEC中实现并观测到. 

7   结　论

本文介绍了在有自旋轨道耦合的超冷原子系

统中的一些新研究进展. 文章首先介绍了光腔里无

相互作用的准一维费米气体系统中存在的拓扑超

辐射态. 通过超辐射相变, 腔中光场将和驱动光共

同诱导产生自旋轨道耦合效应, 并在能带半满处打

开一个体能隙, 同时引发拓扑相变. 通过计算可以

得到体系在有效塞曼场中的稳态相图和相图中的

精确临界点. 当光腔中有更多数量的原子时, 可以

在实验中更容易地观测到此拓扑超辐射态和对应

发生的相变.

然后讨论了在有相互作用的准一维碱土金属

原子气体中存在的对称性保护拓扑态. 通过分离此

类原子中的轨道自由度和核自旋自由度, 并利用轨

道 Feshbach共振 , 可以构造不同状态之间的

SOC, 并实现自旋交换的相互作用. 文章讨论了这

些参数对有相互作用的费米对称性保护拓扑态的

影响, 通过数值计算绘制出体系的相图, 并刻画了

体系中存在的拓扑相变.

接下来研究了在有 SU(3)自旋轨道耦合的玻

色气体中存在的自旋双涡旋结构 . 研究发现

SU(3)自旋轨道耦合和自旋相互作用对体系相图

有重要的影响. 当存在有效铁磁自旋相互作用时,

SU(3)自旋轨道耦合将会在系统基态中引入三重

简并, 而当存在反铁磁自旋相互作用时, SU(3)自

旋轨道耦合将会破坏自旋玻色气体中的一般相位

规则, 同时将在体系中诱导产生自旋双涡旋.

最后介绍了通过将 SOC和软核长程相互作用

相结合, 诱导产生新奇超固相的理论研究. 在此超

固体相中, 伴随着粒子环流的出现, 手性对称性将

发生破缺. 这意味着可以不通过旋转或有效磁场,

就可以产生一个宏观大小的有限角动量. 通过调

节 SOC强度或原子间相互作用强度可以改变这个

角动量的方向.

通过对上述问题的综述, 我们展示了在冷原子

系统中对人造自旋轨道耦合研究的一些新进展. 和

传统凝聚态系统中的工作相比, 这些研究关注了具

有耗散、轨道自由度、大自旋、或软核长程相互作

用的新颖系统, 体现了冷原子系统的特色, 并为理

解自选轨道耦合效应开拓了新的思路.

最后, 尝试对冷原子气体中自旋轨道耦合的未

来发展进行一定展望. 首先, 一个十分有意义的研

究方向是在实验中实现各种其他新奇形式的 SOC.

其中特别值得关注的是各种类型的高维 SOC, 以

及可能由其诱导产生的各种拓扑物质态, 如二维和

三维的拓扑绝缘体、Weyl半金属、拓扑超导或超

流相等等. 第二, 将原子内态与其他自由度结合的

SOC是另一个有趣的方向. 无论是类碱土金属原

子 (如 Sr和 Yb)中的电子轨道自由度, 还是外部

运动的角动量自由度, 其与原子内态的相互耦合都

会衍生出新的物 理, 或有助于发展新的测量操控

手段. 第三, 研究同时具有 SOC和相互作用的强

关联拓扑系统是一个非常 重要, 同时也充满挑战

的方向. 在冷原子系统中, 通过结合人造 SOC和

Feshbach共振等调控技术, 我们 有望进行在其他

体系中难以实现的量子模拟实验, 并尝试寻找由相

互作用诱导的新奇量子态, 如拓扑超流、分数拓扑

绝缘体等. 最后, 一个同样重要且有趣的方向, 是

对量子非平衡系统中丰富的拓扑现象的研究. 和

固体物理材料相比, 冷原子气体是一个天然的非平

衡实验系统. 在极低的温度下, 冷原子气体本身就

是一个同时具有加热和各类耗散的非平衡体系. 另

外, 实验中还可以通过激光耦合不同能级的方式实

现对驱动和耗散的精细调节. 这些特点既体现了冷

原子系统的特色, 也为我们提供了研究非平衡动力

学的重要平台.
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Abstract

Artificial  synthetic  gauge  field  and  spin-orbit  coupling  has  been  extensively  studied  following  their

experimental realization in ultracold atomic systems. Thanks for the versatile controllability, such systems not

only provide possibilities to simulate and study important models in multidisciplinary fields of physics, but also

work as an excellent platform to engineer novel states of matter and quantum phenomena. This paper reviews

some recent progresses on the study of ultracold atomic systems with spin-orbit coupling, focusing on the effects

induced  by  dissipation,  novel  interaction  forms,  large  symmetry  of  spins,  and  long-range  interactions.  The

investigation  in  these  aspects  is  closely  related  to  the  characteristics  of  ultracold  atomic  systems,  hence  can

bring new inspirations and perspectives on the understanding of spin-orbit coupling. In this review, we firstly

investigate the appearance of a topological superradiant state in a quasi-one-dimensional Fermi gas with cavity-

assisted  Raman  process.  A  cavity-assisted  spin-orbit  coupling  and  a  bulk  gap  opening  at  half  filling  will  be

induced  by  the  superradiant  light  generated  in  the  transversely  driven  cavity  mode.  The  topological

superradiant  state  and  the  corresponding  topological  phase  transition  in  the  system  can  be  driven  by  this

mechanism. Then, symmetry-protected topological states of interacting fermions will be introduced in a quasi-

one-dimensional  cold  gas  of  alkaline-earth-like  atoms.  Raman-assisted spin-orbit  couplings  in  the  clock  states,

together with the spin-exchange interactions in the clock-state manifolds will  give rise  to symmetry-protected

topological  states  for  interacting  fermions,  by  taking  advantage  of  the  separation  of  orbital  and  nuclear-spin

degrees of freedom in these alkaline-earth-like atoms. Furthermore, we show that an exotic topological defect,

double-quantum  spin  vortices,  which  are  characterized  by  doubly  quantized  circulating  spin  currents  and

unmagnetized filled cores, can exist in the ground states of SU(3) spin-orbit-coupled Bose-Einstein condensates.

It is found that the combined effects of SU(3) spin-orbit coupling and spin-exchange interaction determine the

ground-state  phase  diagram.  Finally,  we  demonstrate  that  spin-orbit  coupling  and  soft-core  long-range

interaction  can induce  an exotic  supersolid  phase  of  Bose  gas,  with  the  emergence  of  spontaneous  circulating

particle current. This implies that a finite angular momentum can be generated with neither external rotation

nor  synthetic  magnetic  field,  and  the  direction  of  the  angular  momentum  can  be  altered  by  adjusting  the

strength of spin-orbit coupling or interatomic interaction.
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