
 

专题：冷原子-分子物理

编者按　　20世纪八十年代,激光冷却中性原子技术的发展开创了冷原子分子物理研究领域; 1995年玻色-爱因

斯坦凝聚体在冷原子气体中的实验实现吸引了凝聚态和统计物理等多学科研究人员的广泛关注, 这两项开创性研

究分别获得了 1997年和 2001年的诺贝尔物理学奖. 随后, 研究者在该领域迅速取得了若干其他重要突破, 并逐渐

和物理学的各分支学科, 如凝聚态物理、光物理、精密测量物理、理论物理和量子信息等交叉融合, 从而形成了

一个全新的研究领域. 近几十年来, 冷原子-分子物理始终是物理学国际前沿热点研究领域之一. 由于冷原子或冷

分子都是高度可控并近乎完美的量子体系, 描写它的哈密顿量的每一项参数, 如动能、势能、相互作用、无序

度、等效规范场等都是实验可控的, 因此它可以用来模拟强关联体系以及研究一些极端条件的物理现象, 同时它

是量子计算物理实现的有力候选体系. 另外, 它可以用于精密测量各种物理量, 如实现最高时间测量精度的原子

钟、精密测量电磁场等, 从而在军民两用领域都有重大应用价值. 本专题邀请了若干活跃在该领域前沿的专家撰

稿, 介绍冷原子和冷分子领域部分国际前沿课题和最新研究进展. 专题以短篇综述为主, 从研究内容上可大致分为

三类：一是基于冷原子分子的量子模拟 (大部分文章属于此类); 二是冷原子分子的实现和精确操控; 三是基于冷

原子分子的精密测量.

　　希望这个专题能够为青年学者选择科学方向、研究课题以及从事相关领域的研究人员提供帮助, 并进而促进

我国原子分子和量子物理学的发展.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(客座编辑：南京大学物理学院　朱诗亮)
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准周期晶格在冷原子领域被广泛研究, 它使得人们可以在一维或者二维系统里研究扩展到安德森局域

的转变. 2008年, Inguscio研究组在冷原子系统里制备了一维准周期晶格, 并观测到了安德森局域化现象, 这

极大地推动了准周期系统的理论和实验研究. 后来, Bloch研究组在制备的一维和二维准周期晶格中都观测

到了多体局域的现象. 最近, 他们还在准周期晶格中成功观测到迁移率边以及存在迁移率边的系统的多体局

域现象. 这些冷原子实验推动了多体局域以及迁移率边等方向的研究. 准周期晶格已经成为一个平台, 它对

很多物理现象的影响正在被广泛研究, 并可以尝试在冷原子实验中观测到这种影响. 本文结合作者的一些相

关工作, 对一维准周期晶格一些近期的研究进行了简要综述, 介绍了一些相关的重要的冷原子实验, 讨论了

准周期晶格的一些重要性质, 以及它对一些物理现象 (比如拓扑态)的影响.
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1   引　言

近三十年来, 随着一系列原子的激光冷却与陷

俘技术的实现和进步 [1], 人们能够研究超冷原子气

体中新奇的量子现象. 一些关键性的技术, 比如菲

斯巴赫 (Feshbach)共振技术 [2], 应用到冷原子系

统上, 人们可以调节原子间的有效相互作用. 由于

超冷原子气具有高度纯净和容易操控的优点, 成为

了理想的量子模拟的平台, 比如人们已经成功模拟

了费米和玻色哈伯德 (Hubbard)模型 [3], 自旋轨道

耦合 [4,5], 拓扑模型及相变 [6,7], 科斯特利茨-索利斯

(Kosterlize-Thouless)相变 [8], 甚至霍金辐射 [9] 等.

所以现在的理论物理学家提出一个新的现象时, 往

往会考虑怎么在冷原子中模拟这种现象. 另外, 这

些量子模拟不仅仅是验证凝聚态里的一些已知的

结果, 而且通过引入一些参数和新的环境, 可以得

到一些新的物理现象, 这些新的物理现象又推动了

理论物理的发展.

在 1980年, Aubry和 André 研究了一维准周

期系统 [10](以下简称 AA模型). 尽管该系统不是随

机无序的, 但是它仍然没有平移对称性, 它具有扩

展到局域的转变的性质. 此后, 对于该模型以及该

模型的一些推广 [11−14] 被广泛研究. 2008年, Roati

等 [15] 在冷原子系统里成功模拟了 AA模型, 并且

观测到了安德森局域化的现象. 这开启了人们在冷

原子系统里研究局域化问题的新篇章, 一系列理论

与实验的成果被发现. 同时 AA模型成为了研究其

他物理现象的重要平台, 比如在 AA模型上加上 p

波配对项 [16−19], 可以用来研究拓扑超导到安德森

局域相的转变, 在 AA模型上加上相互作用 [20−22],

可以研究热化相到多体局域相的转变 . 2015年 ,

Schreiber等 [23] 在冷原子里制备出了带有相互作用

的 AA模型, 从而第一次观测到多体局域相, 这在

一定程度上引发了多体局域研究的热潮.

本文详细介绍一些一维准周期系统及其应用,

先介绍 AA模型以及它的实验实现和在其基础上

的一些推广模型, 接着在 AA模型上加上相互作

用, 讨论热化到多体局域的转变, 并介绍如何在冷

原子实验中观测多体局域现象, 然后介绍 AA模型

相关的动力学研究, 最后讨论准周期势对拓扑超导

和拓扑半金属的影响.

2   AA模型简介及其冷原子实验实现

2.1    AA 模型简介

H =
∑
i

εi|i⟩⟨i|+
∑
i ̸=j

Jij |i⟩⟨j|

|i⟩ Jij i, j

εi i

[
−W

2
,
W

2

]
|Ψ⟩ =

∑
i

Ci|i⟩

Ci i

1958年, 美国物理学家 Anderson[24] 研究了无

序晶体中电子的运动, 提出了强无序体系中电子局

域化的概念. 由于无序的存在, 晶格的周期性被破

坏, 电子的波函数不再能扩展到整个晶体中, 而是

在空间中按照指数形式衰减, 这就是局域态. 由于

无序的存在, 动量不再是描述电子态的好量子数,

因此通常采用紧束缚近似, 在瓦尼尔基下进行讨

论. 考虑安德森模型   ,

其中  表示第 i 个格点的态矢量,   表示  格点

之间的跃迁,   是  格点的化学势, 它在 

范围内随机分布. 本征态可写为  , 其

中  是粒子在  格点的概率幅. 容易得到动力学方

程为 

iℏ
dCi

dt
= εiCi +

∑
j

JijCj . (1)

i Ci(t = 0) = 1

Cj = 0(j ̸= i) t

Ci(t→ ∞) = 0

Ci(t→ ∞)

如果初始时刻粒子在   格点 , 即   , 且

 . 由 (1)式可以得到  时刻的波函数分

布, 在热力学极限下, 若  , 则系统处

于扩展态, 若   是不等于零的有限值, 则

系统处于局域态.

对于一维或二维系统, 很弱的随机无序就会使

系统变得局域. AA模型是一个一维准周期系统 [10]

(也可以称为非公约系统), 其哈密顿量为 

H =J
∑
j

(ĉ†j ĉj+1 + H.c.)

+

L∑
j=1

∆ cos(2παj + δ)n̂j , (2)

ĉ†j ĉj J

α ∆

∆/J = 2 ∆/J < 2

∆/J > 2

δ = 0 |ψ⟩ =∑
n

cn|n⟩ |n⟩

H|ψ⟩ = E|ψ⟩

其中   (  )是费米子的产生 (湮灭)算符,    是近

邻格点的跃迁强度,   是一个无理数,   是准周期

势的强度 .  AA模型的扩展到局域的转变点是

 , 当   时, 所有的本征态都是扩展

的, 当   时, 所有的本征态都是局域的. 这

个转变点可以通过下面的对偶变换解析得到. 不

失一般性 , 设初相位   . 本征态写为  

 ,   是 n 格点的瓦尼尔态, 利用本征方程

 可把 (2)式化为 
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J(cn−1 + cn+1) +∆ cos(2παn)cn = Ecn. (3)

cn =
∑
k

ckei2παnk引入变换   , 则 (3)式变为
 

∆

2
(ck−1 + ck+1) + 2J cos(2παk)ck = Eck. (4)

J ∆

|ψ⟩ =
∑
n

cn|n⟩

|ϕ⟩ =
∑
k

ck|k⟩

∆

2
= J

可以看到 (3)式和 (4)式有着完全类似的形式, 这

时称这两个方程是对偶的. 对于固定的  和  , 如

果波函数   是扩展的 (局域的), 其变

到对偶空间的波函数   应该是局域的

(扩展的). 所以这个系统的扩展-局域的转变点是

 .

IPRn =
L∑

j=1

|ψn,j |4 ψn

n
∑
j

|ψn,j |2 =

IPRn ∝ 1/L

L→ ∞ IPRn

J = 1 L = 1000

∆

∆ < 2

∆ = 2

为了直观展示 AA模型的扩展局域的性质, 下

面研究这个系统的倒参与率 (the inverse participa-

tion ratio, IPR)和波函数的分布. 倒参与率是一

个最常用的描述系统局域扩展性质的量 [25–27]:

 , 这里 j 代表第 j 个格点 ,    是

系统的第  个本征态, 它满足归一化条件 

1. 如果一个态是扩展的, 容易验证  , 当

 时,    趋于 0. 而对于局域态, 在热力学

极限下, IPR是一个有限的非零值. 固定跃迁强度

 和系统尺寸  , 在图 1中展示了AA模

型的基态的倒参与率随准周期势强度  的变化, 这

里取的是开边界条件 (open boundary condition,

OBC). 可以看出 ,  IPR在   时接近于零 , 在

 处突变为一个有限值, 说明系统在这一点从

∆ = 1.9 ∆ = 2.1

∆ = 1.9

∆ = 2.1

扩展态变为了局域态. 在图 1的左右插图中, 分别

展示了   和   时系统的基态波函数的

分布, 可以看出  时系统的基态波函数分布

在整个空间, 这是扩展态的特征, 而  时系统

的基态波函数分布在一个很小的区域内, 这是局域

态的分布特征. 不止是基态, 容易验证其他态仍然

有类似的特征.

2.2    AA 模型的冷原子实验实现

λ1 λ2

由于晶体中存在电子-电子以及电子-声子的相

互作用, 所以很难在晶体中直接观测到安德森局域

化. 冷原子系统干净和可控的特性为直接观测到安

德森局域现象提供了可能. 2008年, Roati等 [15] 在

冷原子系统中成功模拟了 AA模型, 并在此基础上

观测到了安德森局域态. 他们首先在光势阱中冷却

得到一团玻色 -爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einste-

in condensate), 然后通过菲斯巴赫共振技术将原

子间的相互作用调到零, 最后将其放入一维双色光

晶格中, 如图 2所示 [15]. 一维双色光晶格势可以通

过两束激光以驻波的形式产生, 一束激光的波长为

 , 产生主晶格, 另一束波长为   产生弱的次晶

格, 它们的形式为 [28,29]: 

Vb(x) = s1E1sin2(k1x) + s2E2sin2(k2x+ ϕ), (5)

ki = 2π/λi i = 1, 2 si

Ei = h2/(2mλ2i )

ϕ

其中  (  ) 对应主次晶格的波数,  

是以各自反冲能量   为单位的主次

晶格的深度,   是一个任意的相位. 因此一维双色

光晶格的单粒子哈密顿量可写为 

H = − ℏ2

2m
∇2

x + Vb(x), (6)

k−1
1 E1如果以主晶格的参数为单位, 即以  和  分别作

为长度和能量的单位, 可将 (6)式中的哈密顿量无

量纲化: 

H/E1 = −∇2
ξ + s1sin2(ξ) + s2β

2sin2(βξ + ϕ)

= H1 + s2β
2sin2(βξ + ϕ), (7)

ξ = k1x β = λ1/λ2 β2 = E2/E1其中  ,   ,   .

wj = w(ξ − ξj)

j H1

|ψ⟩ =
∑
j

cj |wj⟩

将系统在主晶格的瓦尼尔基  下

展开, 其中  表示格点, 即  最低能带的波函数可

写为  . 那么哈密顿量可以被写为
 

H → ⟨ψ|H|ψ⟩ =
∑
ij

c†i cj⟨wi|H|wj⟩, (8)

式中矩阵元为 
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∆ J = 1

L = 1000 ∆ = 1.9 ∆ = 2.1

图  1    基态的倒参与率随   的变化，这里固定   和

 . 左右的插图分别展示了   和   时

系统的基态波函数的分布

∆

J = 1 L = 1000

∆ = 1.9 ∆ = 2.1

Fig. 1. IPR  of  ground  states  as  a  function  of      for  this

system  with      and    .  The  left  and  right

insets  show  the  distribution  of  the  ground  state  with

  and    respectively. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 4 (2019)    040301

040301-3

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


⟨wi|H|wj⟩ ≈ε0δij − Jδi,j±1

+ δijs2β
2

∫
dξsin2(βξ + ϕ)|wi(ξ)|2,

(9)

其中 

ε0 =

∫
dξwi(ξ)H1wi(ξ); J =

∫
dξwi+1(ξ)H1wi(ξ).

(10)

sin2(βξ + ϕ) = (1− cos(2βξ+

2ϕ))/2

考虑到晶格势很深时瓦尼尔函数的高度局域化, 这

里交叠积分只取到了跃迁项的次近邻部分和次晶

格势的在位部分. 利用 

 和  ∫
dξ cos(2βξ + ϕ′)|wi(ξ)|2

= cos(2πβi+ ϕ′)

∫
dξ cos(2βξ)|w(ξ)|2, (11)

(9)式最后一项的积分可以写成 AA模型中的准周

期势项对应的形式. 定义 

∆ =
s2β

2

2

∫
dξ cos(2βξ)|w(ξ)|2, (12)

舍去常数项, 易得 

⟨wi|H|wj⟩ ≈ −Jδi,j±1 − δij∆ cos(2πβi+ ϕ′). (13)

因此, 得到了 AA模型类似的哈密顿量 

H =− J
∑
j

(
c†j+1cj + c†jcj+1

)
+∆

∑
j

cos(2πβj + ϕ)c†jcj . (14)

并且, 从 (10)式和 (12)式中可以看到, 通过实验

s1, s2 β ∆控制  和  , 就可以得到 (14)式中的参数 J 和  .

实验上可以测量系统的输运性质来研究扩展-

局域转变: 突然撤掉简谐势让原子在这个晶格中运

动, 然后利用原位吸收成像技术测量原子随时间的

演化. 会发现在准周期势强度很弱的情况下, 系统

迅速膨胀; 而在准周期势强度很大的情况下, 系统

基本上没有扩散发生. 这和前面通过动力学方程对

安德森模型中扩展态和局域态的描述是一致的.

3   AA模型的推广

3.1    存在迁移率边的一维准周期模型

Ec Ec′

Ec < E < Ec′

E > Ec′ E < Ec

对于三维系统, 如果加的无序强度在某个范围

内, 系统的能带中可能会出现迁移率边   和   .

满足  的本征值对应的态是扩展的, 如

果费米面在这个范围内, 系统就表现出金属属性,

 或者  范围的本征值对应的态是局域

的, 如果费米面在这个范围, 系统就表现出绝缘体

属性. 通常可以通过掺杂、加压或者加电磁场等方

式调节费米面或迁移率边的位置, 从而使系统可以

发生金属-绝缘体的转变.

L∑
j=1

∆ cos(2παjν + δ)n̂j ν = 1

J = 1

ν < 1 ∆ < 2

|E| < 2−∆

2−∆ < |E| <
2 +∆ Ec = |2−∆|

∆ > 2

在 AA模型之后, 科学家们在此基础上提出几

个准周期模型 [11−14], 这使得可以在一维系统里研

究迁移率边. 如哈密顿量 (2)式中化学势项写为

 
[11,12]. 可以看出, 当   时,

该系统简化为 AA模型. 固定跃迁强度   , 理

论和数值研究发现, 当  以及  时, 这个系

统存在迁移率边, 在能带的中间 (  ), 所

有的态是扩展的 , 在能带的两边 ( 

 ), 所有的态是局域的,   是两个迁

移率边的位置. 当  时, 所有的态都是局域的.

另一种扩展是在跃迁项上做文章 [13,14]. 考虑下

面一个紧束缚模型: 

Eun =
∑
n′ ̸=n

Je−p|n−n′|un′+∆ cos(2παn+δ)un, (15)

α p > 0

p0 > 0

其中  是个无理数,   . 可以看出, 这里的跃迁

不仅仅是只包含近邻的跃迁, 它的强度是随距离指

数衰减的短程跃迁. 仿照 AA模型的对偶变换, 这

里做类似的处理. 定义参数  , 使它满足: 

(E + J)−∆ cos(2παn+ δ) = ω2Tn, (16)
 

Tn =
cosh(p0)− cos(2παn+ δ)

sinh(p0)
, (17)

 

Position

E
n
e
r
g
y



J

2∆

图 2     实验实现准周期晶格的原理示意图. J 描述的是主

晶格最近邻格点之间的跃迁 ,   是由次晶格导致的在位

能最大的差别

2∆

Fig. 2. Sketch  of  the  quasiperiodic  lattice  realized  in  the

experiment.  J  describes  the  hopping  between  the  nearest-

neighbor  sites  of  the  primary  lattice  and      is  the

maximum  shift  of  the  on-site  energy  induced  by  the

secondary lattice. 
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ω2 =
√
(E+J)2−∆2 (E + J)/

∆ = cosh(p0)

其中  , 由(16)、(17)式得 

 , 同时 (15)式可写为 

ω2Tnun =
∑
n′

Je−p|n−n′|un′ . (18)

如果做下面的变换: 

ũm =
∑
n

eim(2παn+δ)Tnun, (19)

ũm可以得到  满足: 

ω2T̃mũm =
∑
m′

Je−p0|m−m′|ũm′ , (20)

T̃m这里  定义为: 

T̃m =
cosh(p)− cos(2παm+ δ)

sinh(p)
. (21)

p = p0

p > p0

p < p0

可以看到在 (19)式的变换下, 当  时, (18)式

是自对偶的. 类似于对 AA模型的讨论, 当  

时, 所有的态是局域的, 当  时, 所有的态是扩

展的. 因此可以给出临界条件: 

cosh(p) =
E0 + J

∆
. (22)

E0

E > E0 E < E0

满足这个方程的   , 对应的态应该是临界态 .

 对应的态是局域的,   对应的态应该

是扩展的.

3.2    存在迁移率边的一维准周期光晶格的
实验实现

最近, Li等 [30] 和 Lüschen等 [31] 在冷原子系统

中成功实现了存在迁移率边的一维准周期光晶格 

Ĥ =− ℏ2

2m

d2

dx2
+
Vp
2
cos(2kpx)

+
Vd
2
cos(2kdx+ ϕ), (23)

Vp Vd ki =

2π/λi i = p, d ϕ

m 40K

这里,   ,   分别是主次晶格的晶格势强度,  

 (  ) 表示两个晶格的波矢,   是它们的

相对相位,   是实验中用到的  原子的质量. 实

际上这个哈密顿量反映的就是前面讨论的含有指

数衰减的短程跃迁的模型 [13].

I =

这个系统存在三个相: 局域相, 扩展相和中间

相 (包含局域态和扩展态的相). 实验中为了测得这

三个相 , 他们制备了一个电荷密度波 (charge

density wave, CDW)的初态, 如图 3(a)所示, 然

后考虑这个初态的演化. 如果系统中存在局域态,

那么初始的 CDW的模式将会存在很长的时间, 考

虑一个能反映奇偶格点的密度分布差异的量  

(Ne −No)/(Ne +No)

Ne No

σ ξ ∼
(σ(t)− σ(0)) ξ

ξ

I

I ξ

 , 在很长时间的演化后, 它仍

不等于零, 如图 3(b)和图 3(c)所示. 这里,   (  )

表示偶 (奇)格点的原子数. 如果系统中存在扩展

态, 那么初态会往整个空间扩散, 因此原子云的总

尺寸   将变大 . 引入可以反映这个变化的量  

 , 那么如果系统存在扩展态,   将大于

零, 如图 3(c)和图 3(d)所示. 如果所有的态都是

局域的,    则等于零, 如图 3(b)所示. 如果所有的

态都是扩展的,    将等于零, 如图 3(d)所示. 如果

系统中既存在扩展态又存在局域态, 那么在一段时

间演化之后,   和  都将不为零, 如图 3(c)所示. 在

实验中通过测量这两个量, 证明了这个系统中中间

相的存在 , 从而间接地说明了迁移率边的存在 .

4   存在相互作用的一维准周期系统

安德森局域化考虑的是单粒子的问题, 下面加

上粒子间的相互作用. 相互作用可以影响系统的自

能, 自能的虚部在一定程度上反映了单粒子激发的

寿命, 如果单粒子激发在有限时间内可衰减, 系统

 

(a)
Initial
state

(b)
Localized
phase

(c)
intermediate
phase

(d)
extended
phase

I > 0

ξ = 0 I > 0 ξ = 0

I > 0 ξ > 0

I = 0 ξ > 0

图 3    实验原理图. 制备的初始 CDW态，以及在局域、中

间和扩展相中，经过一段时间演化后，分别对应的系统的

末态　(a)初态分布，制备为 CDW态 (根据定义，有   ,

 ); (b)局域态 (  ,   );(c)中间态，对应于不同

的能量存在局域态和扩展态 (  ,    ); (d)扩展态

(  ,   )

I > 0

ξ = 0 I > 0 ξ = 0

I > 0 ξ > 0

I = 0 ξ > 0

Fig. 3. Schematics of the experiment. Schematic illustration

of the initial CDW state and the states reached after time

evolution  in  the  localized,  intermediate,  and  extended

phase,  respectively:  (a)  Initial  state:  CDW  state  (  ,

 );  (b)  localized  phase  (  ,    );  (c)  the

intermediate phase, extended and localized states coexist at

different  energies  (  ,    );  (d)  extended  phase

(  ,   ). 
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是可热化的, 如果单粒子激发有无限长的衰减时

间, 系统可稳定存在, 它是多体局域的, 所以相互

作用可以影响热化相和多体局域相之间的转变 [32].

另外, 从动力学角度来分析一个封闭的多体系统的

初态在任意长的时间内会演化成什么样的态. 根据

初始态的细节信息会不会在演化过程中消失也可

以区分热化相和多体局域相 [33]. 多体局域的系统

在任意长的时间演化后都不会热化, 从动力学上看

它保留了初始态的信息, 并且它对于局域的微扰是

不敏感的. 多体局域在过去几年里被广泛研究 [34−37],

它正逐渐成为其他理论的基础 , 比如时间晶体

(time crystal), 就是通过弗洛凯 (Floquet)周期驱

动和多体局域结合定义的 [38]. 人们第一次在实验

中观测到多体局域现象就是在一维的准周期晶

格中 [23]. 下面先讨论加相互作用的 AA模型的相

变 [20−22].

4.1    存在相互作用的 AA 模型

考虑在 AA模型中加上近邻排斥相互作用的

费米子模型, 其哈密顿量为 [21]: 

H =
∑
j

[−J(ĉ†j ĉj+1 + ĉ†j+1ĉj)

+ h cos(2παj + θ)n̂j + Un̂j n̂j+1], (24)

ĉj ĉ†j n̂j = c†jcj

h α

α =

√
5− 1

2
θ

J J = 1

U = 0.4

N/L = 1/2 N L

其中   (  )是费米子湮灭 (产生)算符,   

是粒子数算符,   是准周期势强度,   是无理数, 仍

取   ,    是一个任意的相移 . 为了方便 ,

设跃迁振幅  作为能量单位, 即  , 并且固定近

邻格点的费米子之间的相互作用强度   ,

其他情况可做类似的讨论. 考虑半填充的情况, 即

固定   , 这里   是总的费米子数,    是晶

格尺寸.

PT(δ) =
π
2

δ

s2
exp

[
−π
4
(
δ

s
)2
]

PM(δ) =

1

s
exp

[
−δ
s

]
δ s

s = ⟨δ⟩ δ

r(n) = min{δ(n), δ(n+1)}/
max{δ(n), δ(n+1)} δ(n) = E(n) − E(n−1)

下面用能级间距统计 [34,39] 和纠缠熵 [40,41] 来研

究热化相到多体局域相的转变. 热化相的能级间距

服从高斯正交分布   , 而

多体局域相的能级间距服从泊松分布  

 , 其中  表示近邻能级间距,   是其平均

值, 即   . 由于能级间距   的最大值和最小值

差距很大, 不方便进行能级统计, 所以通常会对

能级间距做进一步的处理. 将多体系统的本征值

从小到大进行排列, 定义  

 , 其中   , 这里

E(n) n r(n)

⟨r⟩ ⟨r⟩ = 0.387

⟨r⟩ ≈ 0.529 ⟨r⟩

⟨r⟩ h h

⟨r⟩ 0.529 0.387

 是系统的第  个本征值, 那么  的大小显然

属于 [0, 1]. 通常要对所有的态和样品做平均得到

 . 可以解析证明, 对于多体局域相   ,

而对于热化相   
[42]. 所以可以通过   的

变化来研究系统从热化相到多体局域相的转变.

图 4(a)展示了   随   的变化, 可以看到随着   的

增大,   从  变到  , 对应于系统从热化相

变到多体局域相.

|n⟩
ρ(n) = |n⟩⟨n|

ρ
(n)
A = TrB|n⟩⟨n|

S = −
∑
i

λilnλi λi

ρA i

⟨S⟩ d⟨S⟩/dh
h

L

L

h

L L

hc = 2.4–2.5

把一个系统分成子系统 A与其他部分 B, 对

于一个多体本征态   , 可以得到其对应的密度矩

阵   和 子 系 统 A的 约 化 密 度 矩 阵

 . 可以定义一个本征态的纠缠熵

 , 其中   是对应的约化密度矩阵

 的第  个本征值. 在图 4(b)中, 展示了能谱中间 1/3

能级对应的本征态的平均纠缠熵   和   随

 的变化 [43]. 热化相的纠缠熵服从“体积律”, 而多

体局域系统的纠缠熵服从“面积律”, 这可以简单地

理解为只有 B与子系统 A接触的部分才会对 A产

生影响. 由于这里考虑的是一维系统, 所以, 热化

相对应的纠缠熵应与尺寸  成正比, 而多体局域相

对应的纠缠熵应该是与尺寸  无关的常数. 从图 4(b)

中可以看出, 随着准周期势强度  的增大, 纠缠熵

的确从与  成正比的分布变到一个与  无关的数,

这意味着系统从热化相变到了多体局域相. 从图 4(b)

的插图中可以看到, 这个平均的纠缠熵的导数在转

变点处有个尖峰, 所以这个系统的热化相到多体局

域相的转变点大约在  处.

4.2    一维准周期系统中多体局域的实验实现

实验上第一次观测到多体局域现象的是

Schreiber等 [23]. 他们制备的系统是在 AA模型上

加上在位的相互作用, 即 

H =
∑
j,σ

[−J(ĉ†j,σ ĉj+1,σ + ĉ†j+1,σ ĉj,σ)

+∆ cos(2παj + δ)ĉ†j,σ ĉj,σ] + Un̂j,↑n̂j,↓, (25)

∆ α δ

U

σ ∈ {↑, ↓} J

J = 1

I = (Ne −No)/(Ne +No)

U

其中   是准周期势强度,    是无理数,    是一个任

意的相移,    表示在位格点费米子间相互作用强

度,    . 仍然设跃迁振幅   作为能量单位,

即  . 他们首先制备了一个 CDW的初态, 仍然

是在一段时间演化后测量前面提到的能反映奇偶

格点的密度分布差异的量  ,

不过这里是有相互作用的系统. 在相互作用   为
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∆/J = 2

I

U

∆c

|U |

|U |

|U |

Jeff =
2J2

|U |
≪ J

∆/Jeff ≫ ∆/J

0时, 这个系统的哈密顿量就是 AA模型的哈密顿

量, 所以扩展局域的转变点应该在  , 将其

对应的  作为热化相到多体局域相的转变点的参考

值, 从而可以得到相互作用为  时, 发生热化到多

体局域转变对应的准周期势强度   . 从实验结果

可以看出, 当相互作用  比较小时, 转变点会稍微

变大, 这与前面研究的相互作用是近邻时的情况是

一致的. 但是当相互作用  很大时, 转变点反而变

小. 为了理解这种情况, 假设初态为每个格点要么

是空的, 要么是双占据, 由于能量守恒的原因,  

很大时, 双占据的粒子不会分离, 所以, 有效的跃

迁是个二阶过程, 有效的跃迁强度为  ,

那么粒子感受到的准周期势的强度  ,

这会有利于形成局域态.

另外, 热化相和多体局域相的纠缠熵随时间的

变化也明显不同 [44,45]. 多体局域相对应的纠缠熵随

时间变化是对数增加的, 这是既不同于热化相, 也

不同于安德森局域态的性质. 所以也可以在实验中

测量纠缠熵随时间的变化观测系统从热化到多体

局域的转变 [23].

进一步, Bordia等 [46] 也成功在二维系统中观

测到多体局域现象. 最近, Kohlert等 [47] 还在已经

实现的有迁移率边的系统里引入相互作用, 并观测

到多体局域. 这些实验都是在准周期的系统中完成

的, 并极大地促进了多体局域方面的理论研究.

5   一维准周期系统中的动力学

正如前面提到的, 扩展态和局域态在动力学上

会表现出明显不同的性质. 下面基于 AA模型讨论

常见的三种动力学方面的研究: 系统参数不变的动

力学演化, 周期驱动和参数突变的动力学演化.

5.1    AA 模型的动力学演化

t = 0 L/2

|ψ(t)⟩ =
∑
n

ψn(t)c
†
n|0⟩

|0⟩ ψn(t = 0) = δn,L/2

⟨(δx)2⟩ =
∑

n(n− L/2)2|ψn(t)|2

L = 3000 J = 1

∆
√

⟨(δx)2⟩

考虑 (2)式所示的 AA模型的动力学演化. 假

设在时间  时, 把一个粒子放在  格点, 那么

在 t 时刻的波函数可写为    , 这

里   指的是真空态, 显然有   . 为

了描述这个初始波包的时间演化, 定义 t 时刻波函

数的位移均方[48,49]:   .

取开边界条件 , 并固定   和   , 在图 5

中展示了取不同的准周期势强度   时   随

时间 t 的变化.
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图  4      (a)  随   的 变 化 . 当 系 统 尺 寸 为   和   时 用 的 样 品 数 是   , 当   时 用 的 样 品 数 是   ,

当   时用的样品数是   ; (b)平均的纠缠熵   和   随   的变化. 当   和   时用   个样品, 当   时用

 个样品, 当   时用   个样品. 相互作用强度始终被固定为   . 这里一个样品指的是任选一个初相位   [21]

⟨r⟩ h L = 12 L = 14 L = 16

L = 18 ⟨S⟩ d⟨S⟩/dh h L = 8 L = 10

L = 12 L = 14 U = 0.4

θ

Fig. 4. (a)     as a function of    . Here we use 50 samples for     and    , 30 samples for    , and 20 samples for

 ;  (b) averaged entanglement entropy     and     versus    .  Here we use 500 samples for     and    ,  100

samples  for      and  30  samples  for    .  The  interaction  strength  is  fixed  at    .  Here  a  sample  is  specified  by

choosing an initial phase  [21]. 
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√
⟨(δx)2⟩√

⟨(δx)2⟩ ∼ tβ

∆ < 2

β = 1

∆ ∆ = 2

β =

∆ > 2
√
⟨(δx)2⟩

β = 0

lc

∆ J lc = 1/ln
(
∆

J

)

通常 ,    与时间 t 的关系满足幂律关

系, 即   , 所以在图 5中, 横纵坐标均

取了对数. 从图中可以看出, 当  时, 粒子的运

动属于弹道 (ballistic)输运, 即  , 并且与准周

期势强度   的大小无关. 当   时, 粒子的运动

属于扩散 (diffusive) 输运 , 即   1/2[50– 52]. 当

 时,   在很长的一段时间后会在一个

值附近波动, 即   , 这个值对应着这个系统的

局域长度. 在 AA模型里, 局域长度   和准周期势

强度  以及跃迁强度  的关系为  
[10].

可以看出, 局域、 扩展和临界相的动力学演化或者

输运性质有明显的差异.

另一个常用来描述 AA模型不同相的动力学

演化差异的是初态的残存率 (return  probabi-

lity)[53,54], 即若假设初态是粒子在某一个格点上,

在一段时间演化之后, 研究这个粒子还待在这个格

点的概率. 因为在后面的 AA模型的动力学相变中

会详细介绍这个量, 所以这里不再赘述.

5.2    周期驱动的准周期晶格

考虑下面的准周期势是周期驱动的模型 [55]: 

H =
∑
i

[(
−Jĉ†i ĉi+1 + H.c.

)
+

∑
n

δ (t− nT )Vin̂i

]
,

(26)

n̂i = ĉ†i ĉi ĉ†i ĉi

J Vi = λ cos(2πiα)

α λ

其中   是粒子数算符 ,    (  )是产生 (湮

灭)算符,   是近邻的跃迁强度. 其中    ,

这里   是无理数,    是准周期势强度. 对比 AA模

T型可以看出, 这里的准周期势是每隔周期   加上

的, 这在实验上也是容易实现的 [55].

U(T )引入弗洛凯 (Floquet)算符   描述这个系

统的演化 [56,57], 易得 

U(T ) = exp (−iH0T ) exp

−i
L∑
j

Vj ĉ
†
j ĉj

 ,

H0 = −
∑

j

(
ĉ†j ĉj+1 + H.c.

)
L

ℏ = 1 J = 1

|ψη⟩
Eη U(T ) |ψη⟩ = e−iEηT |ψη⟩ |i⟩ = c†i |0⟩

i |i⟩
|ψη⟩ =

∑L
i=1 Ci(Eη)|i⟩

其中  ,   是系统尺寸. 为

了方便, 设   , 以及   作为能量单位. 假如

 是弗洛凯算符的本征态, 对应的弗洛凯本征值是

 , 即   . 引入   表

示一个粒子局域在第   个格点, 那么以   为基矢,

本征态可写为   . 下面引入信

息熵 [58−60]
 

Sinf
η ≡ −

L∑
i=1

|Ci(Eη)|2 ln |Ci(Eη)|2 .

Sinf
η = 0

Sinf
η = ln(L)

|Ci(Eη)| = 1/
√
L

容易验证它的最小值是   , 对应着一个态完

全局域在一个格点, 而它的最大值是   ,

对应着这个态完全扩展, 即  .

Sinf ≡ L−1
∑L

η=1 S
inf
η

由于 AA模型中不存在迁移率边, 所以可以定

义一个平均的信息熵  . 图 6展
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图  5     AA模型中取不同的   时   随时间 t 的变

化的对数 -对数图 , 这里固定   , 跃迁强度   ,

以及系统尺寸  √
⟨(δx)2⟩

∆ α =
√
5−1
2

J = 1 L = 3000

Fig. 5. Log-log  plot  of  the  width      vs  time  t  for

several  values  of      in  the  AA  model  with    ,
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图 6    固定   和   , 平均信息熵随周期   的变

化. 左上角的插图展示了平均纠缠熵的导数随周期   的变

化 , 这里固定   (蓝色 ),    (红色 ), 和  

(绿色). 右下角的插图展示了平均纠缠熵随  的变化, 这里分

别固定   (蓝色),   (红色),   (绿色)[55]

T

λ = 1 L = 1500

T λ = 0.8 λ = 1.2

λ = 1.6

λ T =0.05 T =0.3 T =0.5

Fig. 6. The  mean  information  entropy  as  a  function  of   

for  this  system  with      and    .  The  left  up

inset shows the derivative of the mean information entropy

as a function of    with fixed   (blue),   (red),

and    (green).  The  right  down  inset  shows  the

derivative of the mean information entropy as a function of

  with   (blue),   (red), and   (green)[55]. 
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T

λ = 1

T

T λ = 0.8 λ = 1.2 λ = 1.6

T = 0.4 T = 0.6 T = 0.8

λ T = 0.05 T = 0.3

T = 0.5

λ = 0.1 λ = 0.6 λ = 1.0

λ/T = 2

示了这个平均的信息熵随驱动周期  的变化, 这里

固定了准周期势的强度   . 可以看出, 随着周

期  的增大, 这个平均的信息熵从近似于零的小值

变为一个非零的有限值, 这意味着这个系统的波函

数从局域态变为扩展态. 在图 6的插图中, 展示了

不同强度的准周期势时, 平均信息熵的导数随周期

 的变化. 当  ,   和  时, 这个导

数的尖峰分别出现在   ,    和  

处. 图 6下方的插图展示了不同周期时, 平均信息

熵的导数随  的变化, 可以看出当  ,  

和   时, 平均信息熵导数的尖峰分别出现在

 ,   和  的地方. 可以看出, 平均

信息熵导数的尖峰位置满足  , 这对应于这

个系统从动力学局域到扩展的转变点.

下面从这个系统的有效哈密顿量中来分析这

个转变点, 

U(T ) = exp (−iH0T ) exp
(
−iλV̂

)
= exp (−iHeffT ) , (27)

V̂ =

L∑
j

cos(2πiα)ĉ†j ĉj其中  . 利用公式 [61]
 

eÂeB̂ = exp
(
Â+ B̂ +

1

2

[
Â, B̂

]
+

1

12

[
Â,

[
Â, B̂

]]
+

1

12

[[
Â, B̂

]
, B̂

]
+ · · ·

)
, (28)

可以得到有效哈密顿量为 

Heff = H0+
λ

T
V̂ −iλ

2

[
H0, V̂

]
− Tλ

12

[
H0,

[
H0, V̂

]]
− λ2

12

[[
H0, V̂

]
, V̂

]
+ · · · . (29)

1/T ≫ 1 λ≪ 1

Heff = H0 +
λ

T
V̂ λAA = λ/T

λ/T = 2

1/T

λ/T = 2

1/T < 1

λ/T = 2

可以看出, 当  和  时, 这个有效哈密顿

量可写为   , 设   , 这就是

AA模型, 所以在高频的情况下,   是系统局

域到扩展的转变点. 但是, 在低频情况下, 即  小

于 1的时候, 就需要考虑高阶项. 为了说明这一点,

图 7展示了平均信息熵随准周期势强度和驱动周

期的变化. 可以看出, 在高频的情况下, 在 

处, 平均信息熵有明显的突变, 但是当   时,

平均信息熵的变化就比较复杂 , 转变点不再是

 .

5.3    准周期晶格中扩展-局域转变的动力学
相变

动力学相变最近被广泛研究 [62−65], 它扩展了

J = 1

H(∆i)

H(∆f)

我们对相变的理解. 第一次在局域扩展的转变中引

入动力学相变的概念是在 AA模型中 [66], 即哈密

顿量如 (2)式所示, 下面设  作为能量单位. 制

备一个初态, 使之是哈密顿量  的一个本征态,

然后突然改变系统的参数, 用哈密顿量  描述,

研究在一段时间演化后, 初态的残存率 [67−71]
 

L(t,∆i,∆f) = |⟨Φ0(∆i)|e−itH(∆f)|Φ0(∆i)⟩|2, (30)

|Φ0(∆i)⟩
∆i ∆f

t

也被称为 Loschmidt echo. 这里   表示初始

哈密顿量的本征态,   和  分别是参数突然变化

前和变化后的准周期势的强度. Loschmidt echo在

动力学相变中扮演着重要的角色, 它可以类比于统

计力学中的配分函数, 它的对数可类比自由能 [62].

热力学极限下, 在一些时间点   , Loschmidt echo

能够变为零被认为是动力学相变发生的标志, 因

为 Loschmidt echo等于 0意味着其对数 (即类比

于自由能)在这些时间点是发散的, 其对数的一阶

导数在这些时间点是不连续的.

∆i = 0.5

∆i = 4

∆f

∆i ∆f

∆ > 2 ∆ < 2

L(t)

∆i ∆f

L(t)

在图 8(a)和图 8(b)中, 选择初始的准周期势

强度为  , 在图 8(c)和图 8(d)中, 选择初始

的准周期势强度为   . 初态为相应系统的基

态, 这些图展示了不同的  时, Loschmidt echo的

演化情况. 可以看出, 当  和  在相同的相区间,

即都在局域区 (  ) 或者都在扩展区 (  )

时,   随时间振荡并且不会变为零, 如图 8(a)和

图 8(c)所示. 但是, 如果  和  对应不同的相区

间,   会在一些时间变为零, 如图 8(b)和图 8(d)

所示.
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ε L(t)

T t ∈ [0, T ]

L(t) ⩽ ε M(ε)

I(L⩽ε)

m(ε) =
M(ε)

T
∆i = 0.5

ε ε = 5× 10−4 3× 10−4

2× 10−4 1× 10−4 m(ε) ∆f

m(ε)

∆f < 2 ∆f > 2 ∆f < 2

m(ε) ∆c = 2

∆f

ε

下面对 Loschmidt echo怎么趋于零进行定量

描述, 引入一个接近于零的小量   对   做截断.

给定一个大的时间间隔   , 在   中, 测量满

足  的时间间隔长度, 定义为  . 相当于引

入了一个勒贝格测度 (Lebesgue measure)   
[66].

为了方便, 研究  . 固定  , 在图9(a)

中, 展示了   取不值同时 (  ,    ,

 和   ),    随   的变化 . 这里的

初态仍然是选系统的基态 . 可以看出 ,    在

 和   时的表现确实不同. 当   时,

 总是零, 但是过了转变点   后, 它随着

 的变大突然增大到一个有限的非零值. 尽管这

个非零值会依赖于截断的  的大小, 但是这种在转

变点突变的性质不会随着截断的不同而改变.

H(∆i)

m(ε) ∆f

尽管上面考虑的初态是  的基态, 但是对

于其他本征态也有类似的现象. 为了说明这一点,

把初态选为初始哈密顿量不同的本征态 , 并在

图 9(b)中展示   随   的变化 . 可以看到 , 在

∆f = 2 m(ε) 处, 对于所有的本征态,   都有从零到有

限非零值的明显的转变. 所以, 对于 AA模型, 它

的动力学相变点和它的局域-扩展的转变点是一

致的.

6   准周期势对系统拓扑性质的影响

最近几十年, 拓扑态 (拓扑绝缘体、拓扑超导

体和拓扑半金属)的发展是凝聚态发展的一个重要

的方向 [72−75]. 对拓扑相变的描述超出了朗道对称

性破缺的理论, 加深了我们对凝聚态的认识. 如果

系统是周期的, 可以通过调节跃迁强度的相对大小

来诱导拓扑和非拓扑之间的转变 [76,77]. 在开边界条

件下, 这个转变会对应于边缘态的出现或消失; 在

周期边界条件下, 这个转变可以计算拓扑不变量来

描述, 这个不变量在实验上可以通过索利斯泵浦

(Thouless Pumping)来测量 [78−81]. 如果系统中存

在无序或者准周期势, 那么一个自然且有趣的问题

是它们会对系统的拓扑性质产生什么影响. 下面研

究在一维 p波超导链 [82] 和外尔半金属 [83−85] 中增
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∆f ∆i=0.5 ∆i=4图 8      取不同值时 Loschmidt echo的演化. 初态选准周期势强度为   ((a), (b))和   ((c), (d))的哈密顿量的基态 [66]

∆f

∆i = 0.5 ∆i = 4

Fig. 8. Evolution of  Loschmidt  echo in  a  long time with different    s.  The initial  state  is  chosen to  be  the  ground state  of  the

Hamiltonian with    ((a), (b))and   ((c), (d))[66]. 
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加准周期势对系统产生的影响.

6.1    准周期势对一维 p 波超导链的影响

在一维 p波超导链上加上准周期势 [16,18,19], 讨

论其影响. 系统的哈密顿量为 

H =
∑
i

[(
−Jĉ†i ĉi+1 +∆ĉiĉi+1 + H.c.

)
+V cos (2πiα) n̂i] , (31)

n̂i = ĉ†i ĉi ĉ†i ĉi

J ∆

α

√
5− 1

2

V ∆ = 0

α = 0

|V | = 2J

|V | < 2J

|V | >
2J

J = 1

其中  是粒子数算符,   (  ) 是费米子的产

生 (湮灭)算符.   是近邻跃迁强度,   是 p波配对

强度 .    是无理数 , 不失一般性 , 仍然取   .

 是准周期势强度. 可以看出, 当  时, 这个模

型就是 AA模型. 当   时, 这个哈密顿量描述

的是一维 Kitaev模型 [82], 这个模型在   处

会发生拓扑相变, 当  时, 这个系统是拓扑

的, 有马约拉纳 (Majorana)零能模 [86−88], 当 

 时, 这个系统是拓扑平庸 (topologically trivial)

的. 下面设   作为能量单位, 研究在准周期势

和 p波超导项共同作用下, 这个系统发生的相变.

这个哈密顿量可以用波戈留波夫 -德热纳

变换 (Bogoliubove-de Gennes (BDG) transforma-

tion)[16,89] 来对角化: 

η†n =

L∑
i=1

[
un,iĉ

†
i + vn,iĉi

]
, (32)

L n = 1, · · · , L ηn η†n

H =

L∑
n=1

Λn

(
η†nηn − 1

2

)
Λn

Λn un,i vn,i

其中  是晶格尺寸,   . 利用  和  , 哈

密顿量可被对角化为   , 这

里   是单个的准粒子谱. 通过解下面的 BDG方

程, 可以得到  , 以及对应的  ,   :  (
ĥ ∆̂

−∆̂ −ĥ

)(
un
vn

)
= Λn

(
un
vn

)
, (33)

ĥij = −J(δj,i+1 + δj,i−1) + Viδji ∆̂ij = −
∆(δj,i+1 − δj,i−1) uTn = (un,1, · · · , un,L) vTn =

(vn,1, · · · , vn,L)

其 中   ,   

 ,    和  

 .

IPRn =
L∑

i=1

(u4n,i + v4n,i) un,j vn,j
∑
i

(u2n,i+

v2n,i) = 1

MIPR =

L∑
n=1

Pn/L

∆ = 0.5 0.8 V

V = 2|∆− J | V = 2(∆+

既然这个系统存在准周期势, 那么随着准周

期势强度的增加 , 它应该会发生扩展到局域的

转变 . 定义这个系统的倒参与率 [25−27]:   

 ,   和  满足归一化条件 

 . 由于这个系统的基态是所有的负准粒子

能级全填满 , 所以可以定义一个平均 IPR, 即

 , 来刻画这个系统基态的局域-扩

展性质. 图 10(a)展示了  和  时MIPR随 

的变化. 可以看出在满足    和 
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ε = 0.01

图 9     固定系统参数   ,   和   时   随   的变化 : (a)不同的颜色对应不同的   值 , 这里的初态是

初始哈密顿量的基态; (b) 选取不同的初态,   表示初始哈密顿量的第 n 个本征态. 在   处, 可以清晰地看到一个相边界. 这

里固定   [66]

m ∆f L = 1000 T = 6× 105 ∆i = 0.5

ε

n nth H(∆i) ∆f = 2

ε = 0.01

Fig. 9. The behavior of     versus     for the system with    ,     and    : (a) Different colors correspond

to different    s and the initial state is chosen to be the ground state of the initial Hamiltonian; (b) different choice of initial state

with      standing  for  the      eigenstates  of  the  initial  Hamiltonian    .  A  clear  boundary  can  be  seen  at    .

Here we choose   [66]. 
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J)

V < 2 |∆− J | 2|∆− J | < V <

2(∆+ J) V > 2(∆+ J)

 处 ,  MIPR有突然的变化 . 进一步分析发现

   时 , 系统是扩展的 ,   

 时, 系统是临界的,   时, 系统

是局域的 . 这个系统的相图如图 10(b)所示 , 图

中 I对应扩展相 , II对应临界相 , 它的波函数会

展现出多分形的性质, III对应局域相. 这三个相会

在能谱统计和多分形分析上表现出明显的差异,

Wang等 [19] 也对这个系统做过尺寸分析, 给出这

个系统临界相的一些临界参数和这些临界参数满

足的标度律.

V ∆

∆ = 0.5

Λ1 V Λ1

V = 3 V = 2(∆+ J)

γAi = ĉ†i + ĉi γBi = (ĉi − ĉ†i )/i

随着准周期势强度   和 p波配对强度   的变

化, 这个系统的拓扑性质也应该发生变化. 为了直

观地看出拓扑相变, 取开边界条件, 分析这个系统

零能模的变化. 图 11(a)展示了在开边界条件下这

个BDG方程的准粒子谱, 这里固定  . 在图 11

(a)的插图中, 展示了  随  的变化, 可以看出 

在   (满足   )处突然由零变为

非零 . 这里零能模的存在往往对应于马约拉纳

边界态的存在. 为了清楚看到这一点, 引入马约拉

纳算符   和   , 它们满足

(γαi )
† = γαi {γαi , γ

β
i } = 2δijδαβ α β =

A,B

 和反对易关系    (  ,  

 ), 那么准粒子算符可用马约拉纳算符重新写为 

η†n =
1

2

L∑
i=1

[
ϕn,iγ

A
i − iΨn,iγ

B
i

]
, (34)

ϕn,i = (un,i + vn,i) ψn,i = (un,i − vn,i)

Λ1 ϕi

ψi V < 2(∆+ J) ϕi ψi

V >

2(∆+ J) V = 3.5

ϕi ψi

V = 2(∆+ J)

容易得到   和   .

图 11(b)和图 11(c)展示了最低激发   对应的  

和  .   时,   和  的分布是局域在链

的两端, 对应于存在两个孤立的马约拉纳费米子局

域在链的两端 , 这时系统是拓扑超导的 . 当  

 时, 例如图中所示的  , 最低激发模

对应的   和   的分布不在链的两端, 而是局域在

体态内, 这意味着这个态是安德森局域态. 还可进

一步计算这个系统的拓扑数 (马约拉纳数)来标定

这个系统的拓扑转变 [16]. 总的来说, 上面得到的扩

展相和临界相是拓扑的, 得到的局域相是拓扑平庸

的. 在     处, 存在拓扑超导到安德森局

域的相变.

6.2    准周期势对外尔半金属的影响

考虑下面的可在冷原子中实现的外尔半金属

模型的哈密顿量 [90]: 

H0 = −
∑
m,n,l

(txe−iϕm,n,la†m+1,n,lam,n,l

+tya
†
m,n+1,lam,n,l

+tze−iϕm,n,la†m,n,l+1am,n,l + H.c.), (35)

am,n,l a
†
m,n,l (m,n, l)

tx ty tz x y z

ϕm,n,l = (m+ n)π 2π

这里   (  ) 是在点   上的湮灭 (产

生)算符,   ,   和  分别是  ,   和  方向的跃迁强

度,    (取除以   的余数). 这个哈

密顿量在动量空间中可写为 

H0 =
∑

kx,ky,kz

Γ †h0(kx, ky, kz)Γ,

Γ † = (aA†kx,ky,kz
, aB†kx,ky,kz

)这里     , 以及
 

h0(kx, ky, kz) =− 2[ty cos(kya)σx

+ tx sin(kxa)σy − tz cos(kza)σz],
(36)

σx,y,z其中  是泡利矩阵. 容易得到这个系统的能谱为 

E = ±2
√
t2xsin

2(kx) + t2ycos2(ky) + t2zcos2(kz), (37)

(kx, ky, kz) =

(0,±π/2,±π/2)
这两个带的四个接触点是外尔点  

 
[90].

Lx × Ly × Lz

Lx = Ly = Lz = Na a = 1 tx =

考虑系统体积为   , 为了方便, 取

 , 并设晶格常数   和  
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图  10    　(a) 固定两个 p波配对强度   和  

时，MIPR随准周期势强度   的变化，这里用的系统尺寸

是   ; (b) 系统随 p波配对强度   和准周期势强度

 变化的相图，I:扩展相，II:临界相，III:局域相 . 这里固定

V

∆ = 0.5 ∆ = 0.8 L = 1000

∆

V

J = 1

Fig. 10. (a)  MIPR  as  a  function  of  the  incommensurate

potential  strength      at  two  p-wave  pairing  strength

   and    .  Here  use    ;  (b)  phase

diagram of  this  system  with  a  p-wave  pairing  strength   

and  incommensurate  potential  strength    .  I:  extended

phase,  II:  critical  phase  and  III:  localized  phase.  Here  fix

 . 
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ty = tz = 1 z 作为能量单位. 下面沿   方向加上准周

期势, 则哈密顿量变为
 

H = H0 + V
∑
m,n,l

cos(2παl)nm,n,l, (38)

nm,n,l = a†m,n,lam,n,l V α

α = (
√
5− 1)/2

kx ky kx =
2π

N
ix ky =

2π

N
iy(

ix=−N
4
,−N

4
+1, · · · , N

4
− 1, iy=−N

2
,−N

2
+1,· · ·,

N

2
−1

)
kx ky

En(kx, ky)

这里  ,   是准周期势的强度,  

是一个无理数, 这里仍然取为   . 这

时,   和  仍然是好量子数, 且  ,     ,

 . 固定动量  和  时, 这个系统可等效于一

个一维系统, 可以对角化哈密顿量 (38)式. 第 n 个

本征值  对应的本征态可写为
 

|Ψn⟩ =
∑
l

(ψn,l,Aa
A†
kx,ky,l

+ ψn,l,Ba
B†
kx,ky,l

)|0⟩, (39)

aAkx,ky,l
aBkx,ky,l

kx ky

l

式中  (  )是固定  和  时沿 z 方向的

第  层的子格 A (B)上的湮灭算符. 然后由本征方

程可得:
 

Enψn,l,A = tz(ψn,l−1,A + ψn,l+1,A)

+ V cos(2παl)ψn,l,A

+ (−2ty cos ky + 2itx sin kx)ψn,l,B ,

Enψn,l,B = −tz(ψn,l−1,B + ψn,l+1,B)

+ (−2ty cos ky − 2itx sin kx)ψn,l,A

+ V cos(2παl)ψn,l,B , (40)

Ψ = (ψn,1,A, ψn,1,rmB , ψn,2,A, ψn,2,B, · · ·,
ψn,N,A, ψn,N,B) 2N×
2N

如果引入基矢 

 , 解方程 (40)简化成求一个  

 矩阵的本征值问题.

z可以想象, 由于准周期势的作用,    方向应该

会存在扩展到局域的转变. 为了研究这种转变, 可

以引入倒参与率:
 

IPR =
∑
j

(ψ2
n,j,A + ψ2

n,j,B)
2
, (41)

Ψn这里波函数  已经归一化. 对于填满的下带, 同样

可以定义一个平均的 IPR:
 

MIPR =
1

N

N∑
n=1

∑
j

(ψ2
n,j,A + ψ2

n,j,B)
2
, (42)
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∆ = 0.5 L = 500 V ϕi ψi图 11    　(a) 在开边界条件下, 固定   和   时系统的能谱; (b), (c)不同的   值时最低激发模的   ((b))和   ((c))的

分布 [16]

∆ = 0.5 L = 500 ϕi ψi

V

Fig. 11. (a) Energy spectra of this system with     and     under OBC. The distributions of    (b) and    (c) for the

lowest excitation with different   [16]. 
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N

kx ky V = 1.9

(kx, ky) = (0,±π/2)

z

(kx, ky) = (0,±π/2) z

V

ky =
π

2
N kx

V

kx = 0 N ky

V V 0.4

z (kx, ky) =

(0,±π/2) V > 2

kx

ky xy

z

xy z

这是下带所有本征态的 IPR的平均. MIPR可以

给出下带所有填充态的扩展到局域转变的信息.

图 12(a)和图 12(b)分别展示了第   个本征态的

IPR和MIPR作为  和  的函数, 这里取  .

从图中可以看出, 在   附近的态

是扩展的, 而其他区域的态在  方向已经变得局域,

也就是说   附近的态在   方向更

难变得局域, 即需要更大的  才能使外尔点附近的

态变得局域. 图 12(c)和图 12(d)分别刻画了固定

 时第   个本征态的 IPR和 MIPR作为  

和   的函数 . 图 12(e)和图 12(f)展示了固定

 时第  个本征态的 IPR和MIPR作为  和

 的函数. 从这些图中可以看出在,   >  时开始

有本征态在   方向变得局域, 而动量在  

 附近的本征态在  时才由扩展变为局

域 . 从 (40)式出发 , 可以直观地理解这一现象 .

A和 B子格之间的有效跃迁强度大小依赖于  和

 . A和 B子格间的跃迁是在   平面内, 其跃迁

强度越大, 粒子在  方向的运动就会更容易变得局

域, 反之,    平面内的跃迁强度越小, 则   方向的

V kx = 0

ky = ±π
2

z

V

V > 2

z

运动变得局域所需要的   就越大 . 当   和

 时, 从 (40)式中可以看出, 两个子格间的

有效跃迁强度是零, 这时粒子在  方向的运动发生

扩展到局域的转变所需要的  最大, 而且可以看出

这时这个模型可以简化为 AA模型, 所以  时

所有  方向的本征态变成局域, 这和我们的数值结

果是一致的.

为了研究系统的费米面随着准周期势增大的

变化 , 下面数值计算态密度 (density  of  states,

DOS), 其定义为 

ρ(E) =
1

N3

N3∑
i=1

δ(E − Ei)

=
1

N3

2N∑
l=1

N
4 −1∑

ix=−N
4

N
2 −1∑

iy=−N
2

δ(E − El,ix,iy ), (43)

El,ix,iy kx =
2π
N
ix ky =

2π
N
iy l

δ(E − Ei)

1√
πσ2

exp(−x
2

σ2
) δ(x)

ρ(E) ∼ |E|2

其中   是固定   和   时的第  

个本征态. 为了数值上推导  , 用高斯函数

 近似代替   
[92]. 外尔半金属的费

米 面 附 近 的 态 密 度 满 足   
[93], 易 得
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图  12      　 第 N 个 本 征 态 的 IPR((a))和 MIPR((b))随   和   的 变 化 , 这 里 固 定   ; 第 N 个 本 征 态 的 IPR((c))和

MIPR((d))随   和   的变化 , 这里固定   ; 第 N 个本征态的 IPR((e))和 MIPR((f))作为   和   的函数 , 这里固定   .

其他参数是   和   [91]

kx ky V = 1.9 kx

V ky = π
2

ky V kx = 0 L = 300

tx = ty = tz = 1

Fig. 12. IPR((a))and MIPR((b)) as a function of    and    with fixed   ; IPR((c)) and MIPR((d)) as a function of    and

  with fixed    ;  IPR((e)) and MIPR((f)) as a function of     and     with fixed    .  The lattice size is     and

 [91].
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ρ(0) = 0 ρ(0)

ρ(0)

N

N > 50

N = 300

V = 2.3

V

V = 0 ρ(E)

E ρ(E) ∼ |E|2 |E| ∼ 0

V 2.3 ρ(0) = 0 V

Vc(= 2.3) ρ(0)

Vc > 2

z V > 2.3

 . 如果  变成一个有限值, 系统就进入了

金属相, 所以能够用  来描述外尔半金属相到金

属相的转变 [94,95]. 图 13(a)显示了不同  时零能的

态密度随准周期势强度的变化 , 可以看到当

 时转变点已经不依赖于系统尺寸, 所以下

面选择  得到的结果是可靠的. 另外可以看

出 , 半金属到金属的转变点大约在   . 图

13(b)展示了不同的准周期势强度  下系统的态密

度作为能量的函数. 当   时, 可以看出   是

 的二次函数, 即   , 在   附近, 即

使加上一个较小的准周期势, 这个二次函数的关系

也是近似满足的. 当  <  时, 都有  , 当 

>  时,    成为一个非零的有限值, 这说

明系统进入了金属相. 由于  , 所以系统在进

入金属相之前   方向已经变得局域, 因此  

时, 系统是一个准二维的金属.

最近, 人们还研究了在外尔半金属的三个方向

上都加上准周期势 [96] 以及在节链 (nodal-link)半

金属的一个方向上加上准周期势 [97,98] 时系统发生

的相变, 都得到了一些有趣的结果.

7   总结与展望

当一个新的物理现象被发现的时候, 一个自然

而有趣的问题就是这种物理现象能否被无序 (或准

周期势)轻易地破坏, 比如前面提到的准周期势对

拓扑超导体相和拓扑半金属相的影响. 所以对无

序 (或准周期势)的研究具有持久的生命力. 在一

维系统或者冷原子系统中, 准周期势的优点显得尤

为突出: 一方面它本身具有很好的性质, 比如可解

析得到扩展到局域的转变点等, 使得对这类模型本

身的研究就很有意义, 如文中提到的动力学性质的

研究; 另一方面, 这种势在冷原子实验中更容易实

现, 因此正如文中提到的, 第一次实验观测到准周

期势导致的局域转变, 第一次实验观测到多体局

域, 第一次实验验证迁移率边的存在等等都是在冷

原子中实现的准周期势的晶格中完成的. 正是因为

在冷原子中实现了很多与准周期势有关的物理现

象, 反过来又推动了这方面的理论研究. 相信在将

来, 准周期势会被应用到更多的领域, 会带来更多

有趣的物理现象. 本文主要涉及了准周期势带来的

局域转变方面的工作, 实际上当体系处于扩展态时

在准周期格子系统中也展示了丰富的拓扑相, 有兴

趣的读者可以参考相关的文献 [77,99–101].
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Abstract

Quasiperiodic lattices have been widely studied in cold atoms, which make one study extended-Anderson

localization  transition  in  one-dimensional  (1D)  or  two-dimensional  (2D)  systems.  In  2008,  Inguscio's  group

prepared one-dimensional quasiperiodic lattice in cold atomic system and observed Anderson localization, which

promoted the theoretical and experimental studies of quasiperiodic systems. Later, Bloch's group observed the

many  body  localization  in  their  prepared  1D  and  2D  quasiperiodic  lattices.  Recently,  they  also  successfully

observed the mobility edge and many body localization in a system with mobility edge in quasiperiodic lattices.

These  cold  atom  experiments  have  promoted  the  researches  of  many  body  localization  and  mobility  edge.

Quasiperiodic lattices have become a platform and its effects on many physical phenomena are being extensively

studied,  which  can  be  expectantly  observed  in  cold  atomic  experiments.  This  paper  is  based  on  the  authors'

some  related  work  and  briefly  review  some  recent  studies  on  the  1D  quasiperiodic  lattices,  including  some

important cold atom experiments,  some important properties of  the quasiperiodic lattices and their  effects on

some physical phenomena, such as topological states.
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