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量子相干理论是一类重要的量子资源理论, 其自由操作是各种类型的非相干操作. 在单体相干资源理论

中, 最大相干态是最重要的量子资源态, 它被定义为在非相干操作下可以转化为任何其他纯态的量子态. 但

是, 这一情形在多体系统中发生了巨大改变: 不仅在有些相干度量下不存在唯一的最大相干态, 而且在有些

非相干操作下几乎所有纯的相干多体态都不可比较 (非相干操作下, 量子态之间的转换几乎不可能). 为了解

决这一问题, 把非相干操作的定义扩展为一种不能产生相干的量子操作, 即研究一般化的相干资源理论. 具

体地说, 基于量子资源是否来源于多体相干或者真的多体相干研究两类可能的量子资源理论框架, 并且指出

在这些理论框架下存在合理的偏序关系 (每个纯态都可在非相干操作下转换为相干度更弱的纯态). 另外, 还

证明了真的多体相干资源理论下存在唯一的最大相干态.
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1   引　言

量子相干没有与之对应的经典量, 是量子理论

的显著特征. 与纠缠资源理论 [1,2] 类似, 相干资源

理论 [3,4] 的目的在于提供一套定量刻画相干的框

架, 并且最终达到在量子技术领域完全理解相干的

性能和局限的目的. 到目前为止, 单体系统上的相

干资源理论 [3,5−8] 比多体系统上 [9,10] 发展的要完善

得多. 虽然多体系统上的相干资源已经在量子密码

学 [11−16], 单向量子计算 [17−19], 非平衡库下腔场演

化 [20] 等量子信息处理领域得到了一定的应用, 但

是对多体相干态复杂结构的深刻理解可以进一步

激发人们设计出量子信息科学中的新方案, 以及研

究固态物理的新工具.

作为一种资源理论, 量子相干理论的广泛应

用当前已经成为量子信息领域的一个研究热

点 [3,21−26]. 人们从量子纠缠 [2]、 量子非局域性 [27] 或

者量子导引 [28,29] 等不同角度研究相干的各种量子

效应. 资源理论的主要任务是实现量子态集合的排

序以及为资源态提供一种度量其属性的方法. 在这

类任务中, 自由操作扮演着重要角色, 其中自由操

作是一种映射并且它的产生可不消耗任何物理成

本. 因此, 所有可经自由操作制备的态都是自由态,

而非自由态体现资源的状态. 自由操作在资源态之

间建立了一种秩序: 当一个态 r 经由某种自由操作

转变为态 s, 则任意可由 s 完成的量子信息任务也

可以由 r 完成, 从而 r 包含的量子资源不少于 s.

由于相干是带有多个叠加项的量子系统的特

征, 可知在这种资源理论中自由操作的一种自然选
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择是非相干操作 [5,30]. 实际上, 仅把非相干操作作

用于各个叠加项只能生成非相干态, 而相干态克服

非相干操作施加的束缚成为一种资源. 另外, 相干

性作为一种资源, 但是自由操作却并不被认为是更

廉价的. 这是因为往往自由操作 (比如 CNOT操

作)比非自由操作更难实现. 在多体相干性的资源

理论中, 其参考基可以任意选取, 有时甚至可以选

择 Bell基作为参考基. 但是, 这种选择通常缺乏实

际的物理意义, 因为 Bell态相对其他单体的直积

态更难制备, 需要消耗更多的物理资源. 因此探索

多体的完全非相干态或者两体非相干态就非常有

物理意义. 从自由操作的角度看, 完全非相干操作,

或者两体非相干操作, 类似于纠缠资源理论中的局

域操作与经典通信 (LOCC)比 CNOT这种非相干

操作更具有实际意义, 实验上实现起来也较为容

易 [31]. Du等 [32] 研究了纯的相干态在非相干操作下

的各种转换, 从而指出非相干操作建立了一种偏序

关系, 更重要的是证明了在选定的局域维数下最大

相干态具有唯一性. 最近, Wu等 [31] 从理论和实验

的角度彻底解决了二维量子系统中态在自由操作

下的转化问题. 最大相干态可以经由非相干操作转

变为任何同维数的其他量子态, 但是同维数的任何

其他量子态不能经由非相干操作转换为该态. 这个

态也就顺理成章地成为相干度量的一个重要标准,

并且在诸如单向量子计算 [17,18] 等量子信息任务中

成为单体量子系统中最有用的量子态. 但是, 这一

情形在多体量子系统中不复存在, 因为多体量子系

统中存在不等价的相干态, 使得量子态空间被分为

几个随机的非相干类, 其中同一类中的态可经由非

相干操作以非零的概率相互转化, 但是不同类间的

态不能经由非相干操作转化. 这一现象表明在多体

量子系统中不存在唯一的最大相干态. 这一结果导

致的一种极端情形是: 在至少三体系统中, 几乎所

有的纯态都是孤立的, 即每个纯态都不能从具有相

同维数的另一个纯态经由非相干操作转换而来. 这

一结果意味着几乎所有的纯态都不能利用非相干

操作进行比较, 因此非相干操作下的多体相干资源

理论是平凡的.

我们相信这一现象要求对相干资源理论进行

更加深入的研究, 特别是审查用来建立偏序关系的

非相干操作. 实际上, 虽然非相干操作转移有明确

的操作性解释, 但是它不是可以把非相干态映射为

非相干态的最一般种类的非相干映射. 换句话说,

非相干操作严格地包含于至少一个子系统上的操

作是非相干操作的量子操作类型中. 因此, 这类更

广泛的量子操作类型原则上可以建立更有意义的

序列, 解释多体相干态系统中更清晰的结构. 这也

正是本文的主要目的. 文献 [33,34]把 LOCC操作

扩展为非纠缠操作. 借助文献 [33,34]的思想, 为了

寻找到多体系统中非平凡的相干资源理论是否存

在, 我们在至少一个子系统上的操作是非相干操作

的量子操作, 这一最大可能的非相干操作类下研究

相干资源理论. 由仅在某些子系统上是相干态, 可

知该量子态不是完全非相干态 (FiC). 进一步地,

将所有子系统都相干的的态称为真正的多体相干

态 (GMC). 从而, 在多体情形下, 存在两类不同形

式的相干理论: 第一类中相干态是资源态, 自由操

作是完全的非相干保护操作 (FiCP); 另一类中

GMC态是资源态, 自由操作是至少一个子系统上

的非相干保护操作 (OiCP). 研究结果表明两种形

式的资源理论都是非平凡的, 即不存在不等价形式

的相干和孤立的资源态. 我们还研究了在上述理

论下是否同单体系统类似存在唯一的多体最大

相干态. 在 FiCP操作以及三量子比特系统上, 答

案是否定的. 但是, 在 OiCP操作的 GMC 资源理

论上, 答案是肯定的. 最大的 GMC态就是广义的

GHZ态. 

2   准备知识

{1, 2, · · · , n} M记 M 是   的子集且   是 M 的补

集, 对于 Hilbert空间 

H = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗Hn = (Cd)⊗n, (1)

HM HM M

Hi

定义   与   分别是 M 与   对应的 Hilbert空

间的张量积. 令第 i 个子空间  的维数是 d, 

{|ki1⟩, |ki2⟩, · · · , |kid⟩} (2)

是该空间的一组基.

当 n 体纯态 

|ψ⟩ = |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ ⊗ · · · |ψn⟩, (3)

|ψi⟩ ∈ Hi |ki⟩
M ⊂ {1, 2, · · · , n}

|ψM ⟩ ∈ HM |ψM ⟩ ∈ HM |ψM ⟩
HM {|kM1 ⟩, |kM2 ⟩, · · · , |kMMd⟩}

|ψM ⟩ HM

{|kM1 ⟩, |kM2 ⟩, · · · , |kM
Md

⟩}

且   总是基   上的非相干态时 , 称其为

FiC, 否则是相干态; 对于任意的  ,

如果总存在   和   , 使得  

在任意选定的  的一组基 

上是非相干的,    在任意选定的   的一组基

 上是非相干的, 并且
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|ψ⟩ = |ψM ⟩ ⊗ |ψM ⟩, (4)

则称其为 BiC, 否则是 GMC. 利用凸运算, 上述概

念可以扩展到混合态: 所有完全相干态记为 

FiC = conv{ψ : |ψ⟩ is FiC}, (5)

所有两体非相干态记为 

BiC = conv{ψ : |ψ⟩ is BiC}, (6)

ψ = |ψ⟩⟨ψ|其中  .

ρ ∈ FiC
Λ(ρ) ∈ FiC ρ ∈ BiC

Λ(ρ) ∈ BiC

f [Λ(ρ)] ⩽ f(ρ)

f(ρ||σ)
f(Λ(ρ)||Λ(σ)) ⩽ f(ρ||σ) fΦ(ρ) =

infσ∈Φ fΦ(ρ||σ)
Φ ∈ {FiC, BiC}

量子理论中的变换 L 是完全正的保迹映射

(CPTP). 对于任意的   , 当映射 L 满足

 时, 称其为 FiCP; 对于任意的   ,

当映射 L 满足   时 , 称其为 OiCP. 设

f 是一个将 H 上的算子映射为非负实数的函数, 如

果对于任意的量子态 r 和 FiCP(OiCP)映射 L, 恒

有   , 则称 f 是 FiCP度量 (OiCP度

量). 这一要求完全类似于纠缠度量: LOCC映射下

纠缠度量不增. 尽管非相干操作是 FiCP映射和

OiCP映射的严格子集, 一些已知的相干度量仍然

是 FiCP度量或者 OiCP度量. 比如, 对于任意的

CPTP映射 L, 当距离测度  满足量子运算不

增   的性质时 , 形如  

 的度量具有类似的单调性 , 其中

 . 这包括相对熵相干 [5]
 

f(ρ||σ) = Cr(ρ) = min
σ∈I

S(ρ||σ), (7)

S(ρ||σ) = Tr[ρ log2 ρ]− Tr[ρ log2 σ]其中   是量子相对

熵; 鲁棒相干 [35]
 

f(ρ||σ) = CR(ρ) = min
σ

min
s

{
s ⩾ 0 :

ρ+ sσ

1 + s
∈ I
}
.

(8)

I {|kj⟩} FiC
BiC

这里的   都是空间 H 中基   上的集合   或

者  .

Λ(ψ) = φ

Λ′ Λ′(φ) = ψ

在单体系统中, 广义的非相干映射 (如 FiCP,

OiCP)下不是所有的基于非相干操作的相干度量

均单调. 这是因为广义的非相干映射下的态转移,

非相干操作下可能不会实现. 为了后续理解广义的

非相干映射下资源诱导的偏序, 首先约定若存在自

由操作 L 使得  , 则称量子态 y 与 j 之间

存在偏序关系且 y 优于 j; 若同时存在另一个自由

操作  满足  , 则称两个态 y 和 j 在相应

的资源理论下是等价的. 然后研究在 FiCP和OiCP

下哪些纯态之间的转移可以实现. 因此, 尽管我们

研究的是量子态的特征, 这实际上也是建立等价类

的过程. 本文还将证明在 OiCP和 GMC的资源理

论下等价类的范围比现有的非相干资源理论下的

更大. 

3   一般化的资源理论

在相干资源理论中 , 当自由操作是 FiCP或

OiCP映射时均有如下结论.

Λ(ψ) = pφ p ∈ (0, 1]

定理 1　对于任意的两个资源纯态 y 和 j, 总

存在完全正的迹不增的 FiCP(OiCP)映射 L 使得

 , 其中  .

证明　对于纯态 y, 它的几何相干 [36] 表示为 

Cg(ψ) = 1− max
φ∈FiC(OiC)

|⟨φ|ψ⟩|2. (9)

CR(φ) > 0 1 > Cg(ψ) > 0

p ∈ (0, 1]

由定义可知,   ,   . 从而

总存在  , 满足 

p ⩽ Cg(ψ)

CR(φ)(1− Cg(ψ))
. (10)

选取完全正的迹不增的映射 [37]L 使得 

Λ(∗) = ptr(ψ∗)φ+ tr[(I − ψ)∗]φ̈, (11)

φ̈ CR(φ) = f(φ||φ̈) Λ(ψ) = pφ其中  满足  . 从而  .

σ ∈ FiC(OiC)任取  , 则 

Λ(σ) = ptr(ψσ)
(
φ+

1− tr(ψσ)
ptr(ψσ)

φ̈

)
, (12)

Λ(σ)/tr[Λ(σ)] ∈ FiC(OiC)
1− tr(ψσ) ⩾ ptr(ψσ)CR(φ)

tr(ψσ) ⩽ 1− Cg(ψ)

从 而   的 充 要 条 件 是

 . 再结合 (10)式以及

 可知定理 1成立.

这个结论表明: 在 FiCP(OiCP)的相干资源理

论中, 不存在等价形式的相干态. 这与 IO相干资

源理论中态空间总可以分成有限个等价类完全不

同. 作为定理 1的推论, 不难得到以下推论.

Λ(ψ) = φ

推论 1　每个资源态都不是孤立的, 即对于空

间 H 内的任一个资源纯态 y, 在 H 内总存在一个

不等价的资源纯态 j 和 CPTP的 FiCP(OiCP)映

射 L 使得  .

φ̃ φ→ φ̃

CR(φ) → 0

Cg(ψ) > CR(φ̃)(1− Cg(ψ))

ψ̃ CR(ψ̃) ̸= CR(φ̃) ψ̃ ̸= φ̃

p = 1

证明　由鲁棒度量是输入态的连续函数 [38]

可 知 ,  存 在 资 源 纯 态   ,  使 得 当   时 ,

 . 从而 , 对于任意的量子态 y, 恒有

 . 利用 y 的任意性 , 总

可以给出一个  使得  , 从而  ;

由 (10)式可知我们能够取得  . 从而 (11)式中

的映射可以表示为 

Λ(∗) = tr(ψ̃∗)φ̃+ tr[(I − ψ̃)∗]φ̈, (13)
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φ̈ CR(φ) = f(φ||φ̈)
Λ(ψ̃) = φ̃

其中   满足   . 它是一个 CPTP映

射 [37], 并且  .

该推论表明 (13)式的自由操作类能够建立相

干资源纯态之间的偏序关系, 即每个资源纯态都可

以被映射为一个包含较少相干资源的纯态 . 在

LOCC纠缠资源理论中, 包括真的多体纠缠子集

(GME)在内的几乎所有的量子态都是孤立的 [39,40].

但是, Contreras-Tejada等 [34] 指出即使在上述限

制下推论 1仍然成立, 即保护完全可分的自由操作

以及保护两体可分的自由操作都可以把任一最大

多体纠缠态映射为同类型的不相等的量子态. 

4   最大资源态的存在性

既然定理 1和推论 1都表明 FiCP和 OiCP

操作都能克服 IO多体相干资源理论的局限性, 一

个自然的问题是 FiCP或 OiCP相干资源理论是

否足够强健使得系统有唯一的多体最大相干态. 如

果答案是肯定的, 这个唯一的多体最大相干态就应

该同单体系统中的最大相干态一样处于应用的核

心地位. 为了解答这一问题, 我们首先回顾一下 d

维的单体系统 H 中最大资源态的描述性定义 [32,34]:

如果 H 上存在一个量子态 j, 它可经由自由操作

转化为 H 上任意的其他量子态 (并且不存在可以

把 H 上的其他量子态转化为 j 的自由操作), 则称

j 是该类自由操作下资源理论的最大资源态. 我们

先研究 FiCP操作下相干资源理论中的情况, 研究

结果表明该理论框架下不存在多体的最大相干态.

H = (C2)⊗3

定理 2　在 FiCP多体相干资源理论中, 不存

在  上的最大相干态.

|W ⟩ = (|001⟩+ |010⟩+ |100⟩)/
√
3

证明　Contreras-Tejada等 [34] 证明了量子资

源的几何度量 [41] 是一种完全可分保护的度量方式,

而W态  是Hilbert

空间 H 中完全可分保护操作下唯一的最大资源态 [42].

因此, 如果 FiCP 3-qubit相干资源理论存在最大

资源态, 它就只能是W态, 也就是W态可经由FiCP

操作映射为该空间中任意的其他量子态.

CR(∗)考虑鲁棒相干度量  : 

CR(ρ) = max{0, tr(ρW)}, (14)

∆(∗)=Σd−1
j=0 |kj⟩⟨kj | ∗ |kj⟩⟨kj |

W W ⩽ I ∆(W) = 0

其中r 是任意的量子态,   ;

 是使得  ,   成立的相干见证 [35,43].

{|0⟩, |1⟩}⊗3 σ =考虑基   上的完全非资源态 :   

(|000⟩⟨000|+ |111⟩⟨111|)/2 . 由文献 [44,34]可知 

ρ(a, b, c) = aGHZ+ + bGHZ_+
c

6

110∑
i=001

|i⟩⟨i| (15)

3|a− b| ⩽ c

GHZ± = (|000⟩ ± |111⟩)/
√
2

a+ b+ c = 1 c ⩾ 0

σ = ρ(1/2, 1/2, 0)

W = 2/3I− 8/3GHZ++

4/3GHZ_ CR(GHZ) = 2

CR(W ) = 2

是完全可分态的充要条件是   , 其中

 , 求和指标 i 从 001遍

历到 110,    并且 a, b,    . 显然, 完

全非资源态  是一个特殊的完全可

分态; 所以利用相干见证 [34]
 

 得到   . 完全类似地可以得

到, 在 FiCP 3-qubit相干资源理论中,   .

CR(GHZ) = CR(W ) = 2

Λ(W ) = GHZ

因此, 如果W是 FiCP 3-qubit相干资源理论

中的最大相干态, 由   可知

GHZ态也是 FiCP 3-qubit相干资源理论中的最大

相干态. 在此假设下, 该量子系统中就应该存在一

个 FiCP L 将W态映射为 GHZ态:   .

考虑完全非相干态 

η =
1

3
W +

2

3
τ, (16)

τ =
1

6
σ +

1

2
W − 1

48

110∑
i=001

|i⟩(⟨i1|+ ⟨i2|) W

i1 i2

η′ = Λ(η) =
1

3
GHZ+

2

3
Λ(τ) η′

Λ(τ) = ρ(0, 1/4, 3/4) η′

其 中   ,   

表示 W态的比特反转形式 ,    与   分别表示指

标 i 中 的 比 特 向 左 平 移 1位 和 2位 . 从 而 ,

 ,  并 且   也 应 该 是

FiC的 . 这与   
[34], 所以   不是

FiC态的事实矛盾! 因此 L 不是 FiCP, 定理得证.

H = (C2)⊗3

|φ⟩ = 1

4

111∑
i=000

|i⟩

该 no-go定理表明在   上不存在唯

一的 FiCP多体最大相干态, 这与 IO下唯一的最

大相干态为 [5,32,45]
  大不相同, 其中求

和指标 i 从 000遍历到 111. 但是, 在 OiCP相干

资源理论中, 定理 3证明了在指定的 Hilbert空间

中存在唯一的多体最大相干态.

(Cd)⊗n定理 3　在   空间上的 OiCP相干资源

理论中, 存在唯一的最大多体相干态: 

|GHZ(n, d)⟩ = 1√
d

d∑
i=1

|i⟩⊗n, (17)

∀φ ∈ (Cd)⊗n

Λ[GHZ(n, d)] = φ

即   , 总存在一个 OiCP映射 L, 使得

 .

证明　选取完全正的 OiCP映射 L 使得 

Λ(∗) = tr(GHZ(n, d)∗)φ+ tr[(I − GHZ(n, d))∗]φ̈,
(18)

φ̈ CR(φ) = f(φ||φ̈) Λ[GHZ(n, d)] = φ其中  满足  . 从而,   .
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CR(φ) ⩽ Cg(GHZ(n, d))/[1− Cg(GHZ

(n, d))]

Cg(GHZ

(n, d) = (d− 1)/d

CR(φ) ⩽ d− 1

由定理 1和定理 2可知, L 是 OiCP映射的充

要 条 件 是  

 . 利用两体的 Schmidt分解方法 [34,46] 可知,

广义 GHZ态有最大的相干度量值为  

 . 从而 L 是 OiCP映射的充要条

件是  .

M |M

φM |M =
∑

i

√
λ
M |M
i |i⟩M |i⟩M

记  两体分割的划分下, 量子态 j 可以表

示为  . 从而,
 

CR(φ) ⩽ min
M

(∑
i

√
λ
M |M
i

)2

− 1 ⩽ d− 1. (19)

∀φ ∈ (Cd)⊗n

Λ[GHZ(n, d)] = φ

因此,    , 总存在一个 OiCP映射 L, 使

得  . 

5   结　论

通过将自由操作放宽为一般的不产生相干的

量子操作, 本文建立了两类一般化的相干资源理论

框架 :  FiCP相干与 OiCP相干 . 与已有的 (*)IO

(如 IO, SIO, MIO, PIO等)相干资源理论不同 ,

OiCP相干资源是具有唯一最大多体相干态的量子

资源理论, 而 FiCP相干资源在 3-qubit系统上不

存在最大相干态. 本文中两类一般化的相干资源理

论为研究多体系统资源间的关系和转化提供了新

的研究工具: 1) 自由操作是最大的保持非资源态

的操作, 如果将其操作更细化, 分几个不同的层次,

比如可分离的局域非相干操作加上经典通讯, 将是

非常有意义的; 2) 以一般相干性资源理论为基础,

研究多体系统资源间的关系和转化关系与方法也

是一种新颖的手段.
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Abstract

The theory of quantum coherence is an important kind of quantum resource theory, and its free operations

are  various  kinds  of  incoherent  operations.  In  the  single-system  coherence  resource  theory,  the  maximally

coherent state is the most important quantum resource state, and it can turn into a quantum state of any other

pure  state.  However,  the  situation is  quite  different  from multipartite  quantum systems:  not  only  does  no-go

theorem  forbidding  the  existence  of  a  unique  maximally  coherent  state  exist  there,  but  almost  all  pure

multipartite coherent states are incomparable (i.e., some incoherent operation transformations among them are

almost  never  possible).  In  order  to  cope  with  this  problem,  we  consider  general  coherent  resource  theories  in

which we relax the traditional incoherent operations to operations that do not create coherence. Specifically, we

consider two possible theories, depending on whether resources correspond to bipartite coherence or genuinely

multipartite coherent states (each subsystem is coherent): one is the theory in which bipartite coherence states

are considered as a resource and the free operations are bipartite incoherent preservation and the other is the

theory that involves  genuinely multipartite  coherent states  and fully  incoherent operations.  These ideas  come

from the research by Contreras-Tejada et al. (Phys. Rev. Lett. 122 120503), where the alternative entanglement
resource  theories  were  considered  through  relaxing  the  class  of  local  operations  and  classical  communication

(LOCC) to operations that do not create entanglement, and they considered two possible theories depending on

whether resources correspond to the multipartite entangled or genuinely multipartite entangled (GME) states.

Furthermore, we show that there exists meaningful partial order (i.e. each pure state is transformable to a more

weakly  coherent  pure  state)  in  these  two  theory  frames.  Finally,  we  prove  that  the  genuine  multipartite

coherent resource theory has a unique maximally coherent state (i.e. it can be transformed into any other state

by  the  allowed  free  operations).  Our  results  cover  a  wide  class  of  coherent  resource  theories  due  to  the  free

operations  we  introduced,  and  the  discussion  is  solidified  by  important  examples,  such  as  entanglement,

superposition,  asymmetry,  et  al.  And,  how to  establish  the  relations  between these  two kinds  of  multipartite

coherent states, quantum discords and entanglements is also an interesting problem.
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