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近年来, 尘埃等离子体的研究在太空、工业和实验室等领域中有着重要的作用. 该文从双温尘埃等离子

体的控制方程组出发 , 通过运用多尺度分析与约化摄动方法 , 推导了 (2+1)维的 Kadomtsev-Petviashvili

(KP)方程来描述双温尘埃等离子体声波的传播. 接下来, 利用半逆方法和分数变分原理, 将 (2+1) 维 KP方

程推广到时空分数阶 KP方程; 分数阶 KP方程对于描述实际问题中的物理现象具有潜在的应用价值. 进一

步, 基于李对称分析方法, 讨论了时间分数阶 KP方程的守恒律, 得到了双温尘埃等离子体声波的守恒量. 最

后, 基于双线性方法, 获得了分数阶 KP方程的 Lump解. 该解的存在说明双温尘埃等离子体中存在怪波, 特

别地, 分析了分数阶阶数对怪波的影响.
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1   引　言

近年来, 由于等离子体物理特别是尘埃等离子

体在宇宙、地球环境、半导体和电磁传播等领域的

的快速发展, 尘埃等离子体的研究 [1–3] 引起了越来

越多学者的兴趣, 在等离子体科学中形成了一个崭

新的分支领域. 尘埃等离子体是一种复杂的等离子

体, 尘埃等离子体由一般的等离子体和十分微小的

带电尘埃颗粒组成. 尘埃颗粒是尘埃等离子体的重

要组成部分, 尘埃颗粒与电子离子之间的相互作用

以及尘埃颗粒之间的相互作用和整个系统与外界

的相互作用增加了体系的复杂性. 尘埃等离子广泛

存在于地球电离层、行星环及彗星尾部、低温等离

子体材料加工装置、核聚变反应器中, 这逐渐引起

了国内外学者的重视. 20世纪 80年代初期旅行者

二号宇宙飞船抵达土星时回传的土星环轮辐照片

发现土星环 B环中有径向辐条状的物质环绕 B环

外部旋转. 1989年 Selwyn等 [4] 首次报道在等离子

体刻蚀导体芯片过程中的尘埃污染. 这两件大事促

进尘埃等离子体的迅速发展, 使得尘埃等离子体已

经发展成为了一个比较热门的研究领域, 也成为近

二十年来除玻色-爱因斯坦凝聚之外发展最快的一

门学科. 1995年 Barkan[5] 在实验上证实了尘埃等

离子体中的波动模式, 在随后的十年里, 人们对波

与不稳定性问题的研究兴趣倍增. 尘埃等离子体中

不仅可以产生非常丰富的波动模式, 而且还可以出

现非线性相干结构, 当非线性效应和色散效应之

间达到平衡时, 就会形成尘埃声孤波. 尘埃声孤

波 [6–8] 是尘埃等离子体中的一种重要的非线性相干

结构. 可以很好地解释实验室和空间等离子体中局

域静电扰动的非线性 [9,10] 特性, 是尘埃等离子体中

波动研究的热点.
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(G′/G) exp(−φ(ξ))

分数阶导数的研究 [11–14] 已广泛应用于数学、

物理、生命科学、工程等各个领域. 分数微积分 [15–18]

也受到越来越多研究者的关注. 与整数阶模型相

比, 分数阶模型能更好地描述波的传播, 有利于分

析各种物理现象. 然而在尘埃等离子体的研究过程

中, 往往建立的都是整数阶的物理模型. 这使得建

立分数阶模型来描述和研究尘埃等离子体中波的

传播是十分必要的. 随着对分数阶模型研究的不断

发展, 分数阶微分方程的求解 [19,20] 成为一个重要

课题, 目前在整数阶方程求解方法 [21–24] 的基础上,

计算分数阶微分方程精确解和数值解的方法已有

多种. 如  扩张的方法 [25]、  方法 [26]、

第一积分法 [27]、Riemann Hilbert方法 [28] 等.

守恒定律在非线性物理现象的研究中起着非

常重要的作用, 分数阶微分方程的对称性分析更是

引起了诸多研究者的兴趣. 李对称性分析方法 [29,30]

最早是由挪威数学家 Lie[31] 于 19世纪末提出的,

之后 Noether定理 [32] 建立了对称守恒律和微分方

程之间的关系, 使得守恒律的研究逐渐发展起来.

但对于守恒定律的研究往往建立在整数阶方程的

基础上, 为了使守恒定律在分数阶微分方程性质的

研究中得到广泛的应用, 该文利用李对称分析方法

构造了分数阶微分方程的守恒定律 [33,34].

近年来, 等离子体中怪波现象 [35,36] 的研究引

起了许多学者的兴趣. 怪波 [37–39] 不仅在等离子体

中存在, 也存在于海洋、光学、甚至毛细管等多个

领域中 . 最早关于怪波的记录是 1896年葡萄牙

Spray号船由于怪波而倾覆. 此后在挪威北海海

域、日本海域以及南非东南海域相继出现类似的海

难事故. 怪波是一种单峰波, 它与孤立波有些相似,

但是怪波的波峰很尖, 波高很大, 而且怪波持续时

间短, 会很快消失, 这又与孤立波有很大的区别.

对于等离子体中怪波的研究起步较晚 , 2011年 ,

Bailung等 [40] 在实验中观测到了含有负离子的多

成分等离子体中的怪波现象, 这说明等离子体中的

怪波现象既存在于理论研究中又是实际存在的, 对

于等离子体中怪波现象的研究具有实际的物理

意义.

本文的结构如下: 第 2节, 基于运动控制方程,

采用多尺度分析和扰动展开方法, 推导出 (2+1)维

整数阶 Kadomtsev-Petviashvili  (KP)方程 ; 第 3

节, 利用半逆方法和分数变分原理将整数阶 KP方

程转化为时空分数阶 KP (TSF-KP)方程; 第 4节,

基于李对称分析方法, 得到时间分数阶 KP (TF-KP)

方程的守恒向量; 第 5节, 依靠双线性的方法得到

分数阶方程的精确解, 研究了尘埃等离子体声波的

怪波现象以及分数阶数对尘埃等离子体中怪波的

影响.
 

2   物理模型与 KP方程的推导

双温尘埃等离子体由带负电荷的尘埃颗粒、电

子和双温离子 (高温离子和低温离子)三部分组成.

为了更好地处理所研究的问题, 对该模型做出假定

如下:

1)所研究的双温尘埃等离子体模型无外加磁

场的影响, 即是非磁化的;

2)尘埃颗粒无碰撞效应, 即无碰撞的;

3)声波沿 x 方向传播, 但在 y 方向上存在较高

阶的横向扰动;

4)尘埃颗粒的唯一带电原因是电子的表面

附着.

满足以上假设时, 在平衡条件下尘埃等离子体

呈电中性, 即:
 

nil0 + nih0 =

N∑
j=1

Zd0jnd0j + ne0,

Zd0j nil0

nih0 ne0 nd0j

其中 ,    为无扰动时尘埃颗粒的电荷数 ;    ,

 ,   ,   分别为低温离子、高温离子、电子和

尘埃颗粒的数密度. 控制方程组由尘埃的质量守

恒、动量方程、以及泊松方程组成 [41]:
  

∂ndj

∂t
+∇ · (ndjudj ) = 0,

∂udj

∂t
+ (udj · ∇)udj =

Zdj

mdj
∇Φ,

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
=

N∑
j=1

Zdjndj + ne − nil − nih,

(1)

udj = udj i+ vdjj ndj udj mdj

Zdj

Φ

ne nil nih

其中,   ;   ,   ,   分别为无量

纲化的数密度、速度、尘埃颗粒质量;   为尘埃颗

粒的电荷;   为无量纲化的静电势; 无量纲化的电

子数密度、低温离子、高温离子分别为  ,   ,   .

由方程组 (1)可以得到无量纲化形式的控制

方程如下:
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

∂nd

∂t
+
∂(ndud)

∂x
+
∂(ndvd)

∂y
= 0,

∂ud

∂t
+ ud

∂ud

∂x
+ vd

∂ud

∂y
=
∂ϕ

∂x
,

∂vd
∂t

+ ud
∂vd
∂x

+ vd
∂vd
∂y

=
∂ϕ

∂y
,

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= nd − 1 + C1ϕ+ C2ϕ

2 + C3ϕ
3,

(2)

nd ϕ ud, vd

nd nd0

x, y λ =

(
Teff

4πe2Zdnd0

) 1
2

ω−1 =

(
md

4πZ2
dnd0e2

) 1
2

ud vd

Cd =

(
ZdTeff

md

) 1
2

Teff/e

Teff Ci(i = 1, 2, 3)

其中,   为尘埃颗粒数密度,   为电势,   分别

为 x 和 y 方向上的速度.    由   无量纲化, 空间

坐标   由等效德拜长度   无量

纲化 , 时间 t 由等效尘埃等离子体频率的倒数

 无量纲化,    ,    由等效声

速   无量纲化, 电势由   无量纲

化 (  为等效温度).   表示如下:
 

C1 =
γ

µ− 1

[
Ce

(
He −

1

2

)
+ Ci

(
Hi −

1

2

)]
,

C2 =
γ

2(1− µ)

[
µC2

e

(
H2

e − 1

4

)
+ C2

i

(
H2

i − 1

4

)]
,

C3 =
γ

6(µ− 1)

[
µC3

e

(
H2

e − 1

4

)(
He −

3

2

)

+C3
i

(
H2

i − 1

4

)(
Hi +

3

2

)]
,

(3)

µ = ne0/nil0 He,Hi

Ce Ci

其中,   ;   是带电粒子的超热效应;

 ,   为粒子声速的平衡值.

上述物理模型是一个复杂的非线性流体力学

方程组, 为了研究小振幅的双温尘埃离子声波的运

动, 下面采用约化摄动法研究无量纲化形式的控制

方程组 (2), 将复杂的非线性方程组简化为一个微

分方程并且保留原方程组中最主要的非线性部分,

首先将自变量展开如下:
 

ξ = ε(x− v0t), η = ε2y, τ = ε3t, (4)

由 (4)式可以得到
 

∂

∂t
= ε3

∂

∂τ
− εv0

∂

∂ξ
,

∂

∂x
= ε

∂

∂ξ
,

∂

∂y
= ε2

∂

∂η
. (5)

接下来对应变量做如下形式的展开:
 



nd = 1 + ε2nd1 + ε4nd2 + · · · ,

ud = ε2ud1 + ε4ud2 + · · · ,

vd = ε3vd1 + ε5vd2 + · · · ,

ϕ = ε2ϕ1 + ε4ϕ2 + · · · .

(6)

ε

将 (5)和 (6)式代入方程组 (2)中可以得到带有小

参量  的方程组如下:
  

ε3
∂nd

∂τ
− εv0

∂nd

∂ξ
+ ε

∂(ndud)

∂ξ
+ ε2

∂(ndvd)

∂η
= 0,

ε3
∂ud

∂τ
− εv0

∂ud

∂ξ
+ εud

∂ud

∂ξ
+ ε2vd

∂ud

∂η
= ε

∂ϕ

∂ξ
,

ε3
∂vd
∂τ

− εv0
∂vd
∂ξ

+ εud
∂vd
∂ξ

+ ε2vd
∂vd
∂η

= ε2
∂ϕ

∂η
,

ε2
∂2ϕ

∂ξ2
+ ε4

∂2ϕ

∂η2
= nd − 1 + C1ϕ+ C2ϕ

2 + C3ϕ
3.

(7)

ε根据得到的方程组 (7), 按照   的由低到高次幂展

开得到
 

ε3 :


− v0

∂nd1
∂ξ

+
∂ud1
∂ξ

= 0,

− v0
∂ud1
∂ξ

=
∂ϕ1
∂ξ

,

(8)

 

ε4 :


− v0

∂vd1
∂ξ

=
∂ϕ1
∂η

,

∂2ϕ1
∂ξ2

= nd2 + C1ϕ2 + C2ϕ
2
1,

(9)

 

ε5 :


∂nd1
∂τ

− v0
∂nd2
∂ξ

+
∂ud2
∂ξ

+
∂ud1nd1
∂ξ

+
∂vd1
∂η

= 0,

∂ud1
∂τ

− v0
∂ud2
∂ξ

+ ud1
∂ud1
∂ξ

=
∂ϕ2
∂ξ

.

(10)

ε由  的较低次幂得到了如下关系:
  

nd1 =
ud1
v0
,

ud1 = −ϕ1
v0
,

− v0
∂vd1
∂ξ

=
∂ϕ1
∂η

,

∂2ϕ1
∂ξ2

= nd2 + C1ϕ2 + C2ϕ
2
1.

(11)

ε由   的较高次幂得到了描述尘埃离子声波运动的

(2+1)维整数阶 KP方程:
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∂

∂ξ

(
∂ϕ1
∂τ

+ b1ϕ1
∂ϕ1
∂ξ

+ b2
∂3ϕ1
∂3ξ

)
+ b3

∂2ϕ1
∂2η

= 0,

(12)

b1 b2 b3其中参数  ,   ,   为  
b1 = − 3

2v0
− v20C2,

b2 =
v30
2
, b3 =

v0
2
.

(13)

 

3   TSF-KP方程的推导

在第 2节, 推导出了一个整数阶的模型. 然而,

随着科学研究的发展, 相比于分数阶模型, 整数阶

模型在描述实际问题时有明显的不足. 这使得分数

微积分和分形微积分成为数学、物理、工程领域的

研究热点. 为了更深入地研究粉尘埃等离子体. 本

节利用半逆方法和分数变分法由整数阶 KP方程

推导出时空分数阶 KP方程.

f(x, y, t)Definition  1[42]　 函 数   的 Riemann-

Liouville分数阶导数算子如下: 

Dω
t f =



∂nf

∂tn
, ω = n, n ∈ N,

1

Γ (n−ω)(n−ω)
∂n

∂Tn

∫ T0

0

f(T−τ)n−ω−1dτ,

n− 1 < ω < n.
(14)

方程 (12)可以写成如下形式: 

Aτ + b1AAξ + b2Aξξξ + b3D
−1Aηη = 0, (15)

A(ξ, η, τ) = Bξ(ξ, η, τ) B(ξ, η, ζ, τ)设   ,    为 势 函 数 ,

则 (2+1)维 TSF-KP方程的势方程为 

Bξτ + b1BξBξξ + b2Bξξξξ + b3Bηη = 0, (16)

势方程 (16)的函数有如下表示: 

J(B)=

∫∫
R

dξdη
∫
T

dτ [B(c1Bξτ+c2b1BξBξξ

+ c3b2Bξξξξ + c4b3Bηη)], (17)

其中 ci (i = 1, 2, 3, 4, 5)是拉格朗日乘子.

Bξ|R=Bη|R=Bζ |R=Bτ |T =Bξξ|R=0

对函数 (17)使用分部积分的方法 , 并且设

 , 可以得到 

J(B) =

∫∫
R

dξdη
∫
T

dτ
[
−c1BξBτ−

1

2
c2b1B

3
ξ

+c3b2(Bξξ)
2 + c4b3(Bη)

2
]
, (18)

利用上述函数 (18)的变分, 对每一项进行分部积

分, 并应用变分最优条件, 得到 

F (ξ, η, τ, B,Bτ , Bξ, Bξξ, Bη)

=
∂F

∂B
− ∂

∂τ

(
∂F

∂Bτ

)
− ∂

∂ξ

(
∂F

∂Bξ

)

− ∂

∂η

(
∂F

∂Bη

)
+

∂2

∂ξ2

(
∂F

∂Bξξ

)
=2c1Bξτ + 3c2b1BξBξξ + 2c3b2Bξξξξ

+ 2c4b3Bηη = 0, (19)

ci (i = 1, 2, 3, 4)

(16)式等价于 (19)式. 通过比较系数, 得到拉格朗

日乘子  如下: 

c1 =
1

2
, c2 =

1

3
, c3 =

1

2
, c4 =

1

2
. (20)

所以 (2+1)维整数阶 KP方程的拉格朗日形式为 

L(Bτ , Bξ, Bη, Bξξ) = −1

2
BτBξ −

1

6
b1(Bξ)

3

+
1

2
b2(Bξξ)

2− 1

2
b3(Bη)

2, (21)

类似地, (2+1)维 TSF-KP方程的拉格朗日形式为 

F (Dω
τ B,D

α
ξ B,D

β
ηB,D

αα
ξ B)

= − 1

2
Dω

τ BD
α
ξ B − 1

6
a1(D

α
ξ B)

3

+
1

2
a2(D

αα
ξ B)

2 − 1

2
a3(D

β
ηB)

2
, (22)

Dαα
ξ B = Dα

ξ (D
α
ξ B)其中   . 因此可以得到 TSF-KP

方程的函数如下: 

JF (B) =

∫∫
R

(dξ)α(dη)β
∫
T

(dτ)ω

× F (Dω
τ B,D

α
ξ B,D

β
ηB,D

αα
ξ B). (23)

根据 Agrawal方法 [18], 函数式 (23)的变化可

以写成: 

δJF (B) =

∫
R

(dξ)α
∫
R

(dη)α
∫
T

(dτ)ω

×

[(
∂F

∂Dω
τ B

)
δDω

τ B +

(
∂F

∂Dα
ξ B

)
δDα

ξ B

+

(
∂F

∂Dαα
ξ B

)
δDαα

ξ +

(
∂F

∂Dβ
ηB

)
δDβ

ηB

]
,

(24)

其中  ∫ T

a

(dτ)jf(τ) = j

∫ T

a

(dτ)(T − τ)jf(τ). (25)

使用分部积分法 
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∫ b

a

(dτ)if(x)Di
xg(x) = Γ (1 + i)[g(x)f(x)|ba

−
∫ b

a

(dx)ig(x)Di
xf(i)],

f(x), g(x) ∈ [a, b]. (26)

能够得到
 

δJF (B) =

∫
R

(dξ)α
∫
R

(dη)α
∫
T

(dτ)ω

×

[
−Dω

τ

(
∂F

∂Dω
τ B

)
−Dα

ξ

(
∂F

∂Dα
ξ B

)

−Dβ
η

(
∂F

∂Dβ
ηB

)
+Dαα

ξ

(
∂F

∂Dαα
ξ B

)]
.

(27)

δJF (B) = 0优化变分方程 (24),    , 得到 (2+1)维

TSF-KP方程的 Euler-Lagrange方程:
 

−Dω
τ

(
∂F

∂Dω
τ B

)
−Dα

ξ

(
∂F

∂Dα
ξ B

)

−Dβ
η

(
∂F

∂Dβ
ηB

)
+Dαα

ξ

(
∂F

∂Dαα
ξ B

)
= 0. (28)

将 (22)式代入 (28)式中可以得到
 

Dω
τD

α
ξ B + b1(D

α
ξ B)Dαα

ξ B + b2D
αααα
ξ B

+ b3D
ββ
η B = 0. (29)

Dα
ξ B(ξ, η, ζ, τ) = A(ξ, η, ζ, τ)设   并将其代入到

(29)式中, 可以得到如下方程:
 

Dω
τ A+ b1AD

α
ξ A+ b2D

ααα
ξ A+

∫
b3D

ββ
η A(dξ)α = 0.

(30)

对方程 (30)两边求分数阶导数可以得到 TSF-

KP方程如下:
 

Dα
ξ (D

ω
τ A+ b1AD

α
ξ A+ b2D

ααα
ξ A) + b3D

ββ
η A = 0.

(31)
 

4   TF-KP方程的守恒律

守恒律对于研究等离子体的物理现象具有重

要的意义. 守恒定律是一个数学化的表述, 它表明

在一个物理系统的演化过程中, 某一物理量的总量

保持不变. 为了进一步研究分数阶模型的性质, 接

下来对 (2+1)维 TF-KP方程的对称性和守恒定

律进行了研究.
 

4.1    李群分析

(2+1)维 TSF-KP方程可以写作如下形式:
 

Dω
τ A+ b1A

∂A

∂ξ
+ b2

∂3A

∂ξ3
+ b3D

−1

(
∂2A

∂η2

)
= 0. (32)

将 (32)式转化为分数阶偏微分方程形式如下:
 

Dγ
τA = Q(ξ, η, τ, A,Aξ, Aξξξ, D

ω
τ A,Aηη, · · · ),

ω>0. (33)

假设在以下形式的单参数李群点变换下, (33)式是

不变的
  

ξ = ξ + εX(ξ, η, ζ, τ, A) +O(ε2),

η = η + εY (ξ, η, ζ, τ, A) +O(ε2),

τ = τ + εT (ξ, η, ζ, τ, A) +O(ε2),

A = A+ εψ(ξ, η, ζ, τ, A) +O(ε2),

Dω
τ A→ Dω

τ A+ εψτ
ω +O(ε2),

∂A

∂ξ
→ ∂A

∂ξ
+ εψξ +O(ε2),

∂3A

∂ξ3
→ ∂3A

∂ξ3
+ εψξξξ +O(ε2),

∂2A

∂η2
→ ∂2A

∂η2
+ εψηη +O(ε2),

(34)

ε≪ 1 ψ ψτ
ω ψξ

ψξξξ ψηη

其中  是参数; X, Y, T,   是子函数;   ,   ,

 ,   为子函数的延拓, 其定义如下:
  

ψτ
ω =Dω

τ (ψ) +XDω
τ (Aξ)−Dω

τ (XAξ)

+ Y Dω
τ (Aη)−Dω

τ (Y Aη)

+Dω
τ (Dτ (T )A)−Dγ+1

τ (TA)

+ TDγ+1
τ (A),

ψξ =Dξ(ψ)−AξDξ(X)−AηDξ(Y )

−AτDξ(T ),

ψξξξ =Dξ(ψ
ξξ)−AξξξDξ(X)−AξξηDξ(Y )

−AξξτDξ(T ),

ψηη =Dη(ψ
η)−AξηDη(X)−AηηDη(Y )

−AητDη(T ),

(35)

Dω
τ Dτ Dξ Dη

τ ξ η

这里的   是总分数阶导数算子.    ,    ,    分

别是  ,   ,   的总导数算子, 其定义如下:
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

Dτ =
∂

∂τ
+Aτ

∂

∂τ
+Aττ

∂

∂Aτ
+Aξτ

∂

∂Aξ

+Aητ
∂

∂Aη
+Aζτ

∂

∂Aζ
+ · · · ,

Dξ =
∂

∂ξ
+Aξ

∂

∂A
+Aξξ

∂

∂Aξ
+Aτξ

∂

∂Aτ

+Aηξ
∂

∂Aη
+Aζξ

∂

∂Aζ
+ · · · ,

Dη =
∂

∂η
+Aη

∂

∂A
+Aηη

∂

∂Aη
+Aτη

∂

∂Aτ

+Aξη
∂

∂Aξ
+Aζη

∂

∂Aζ
+ · · · .

(36)

接下来应用广义莱布尼茨规则 [34]:
 

Dω
T (f(t)g(t)) =

∞∑
n=0

(ω
n

)
Dω−n

t f(t)Dn
t g(t), ω > 0,

(37)

其中
  (ω

n

)
=

(−1)n−1ωΓ (n− ω)

Γ (1− ω)Γ (n+ 1)
, (38)

可以得到
 

ψτ
ω=D

ω
τ (ψ)−ωDω

τ (T )
∂ωA

∂τω
−

∞∑
n=1

(ω
n

)
Dn

τ (X)Dω−n
τ Aξ

−
∞∑

n=1

(ω
n

)
Dn

τ (Y )Dω−n
τ Aη

−
∞∑

n=1

( ω

n+ 1

)
Dn+1

τ (T )Dω−n
τ A. (39)

根据复合函数的链式法则:
 

dmf(g(t))
dtm

=

m∑
k=0

k∑
r=0

(
k

r

)
1

k!
[−g(t)k−r]

dkf(g(t))
dtk

,

(40)

f(t) = 1当  时, 可以得到
 

Dω
τ ψ =

∂ωψ

∂τω
+ ψA

∂ωA

∂τω
−A

∂ωψA

∂τω

+
∞∑

n=1

(ω
n

) ∂nψA

∂τn
Dω−n

τ A+Ra, (41)

其中
 

Ra =

∞∑
n=2

n∑
m=2

m∑
k=2

k−1∑
r=0

[(ω
n

)( n
m

)(
k

r

)
1

k!

× τn−ω

Γ (n+1−ω)
(−A)r ∂

A

∂τA
(A)k−r ∂

n−m+kψ

∂τn−m∂Ak

]
. (42)

因此, (39)式可写成如下形式:
 

ψτ
ω =

∂ωψ

∂τω
+ (ψA − ωDτ (T ))

∂ωA

∂τω
−A

∂ωψA

∂τω

+

∞∑
n=1

[(ω
n

) ∂ωψA

∂τω
−
(

ω

n+ 1

)
Dn+1

τ (T )

]
Dω−n

τ A

−
∞∑

n=1

(ω
n

)
[Dn

τ (X)Dω−n
τ (Aξ)

+Dn
τ (Y )Dω−n

τ (Aη)] +Ra.
(43)

通过李对称理论, 得到无穷小生成元 M
 

M = X
∂

∂ξ
+ Y

∂

∂η
+ T

∂

∂τ
+ ψ

∂

∂A
. (44)

在微元变换下, 系统 (33)的不变性导致了以下不

变性条件:
 
Pr(n)M(∆)|∆=0 = 0, n = 1, 2, 3, · · · ,

∆ = Dω
τ A+ a1A

∂A

∂ξ
+ a2

∂3A

∂ξ3
+ a3D

−1

(
∂2A

∂η2

)
.

(45)

根据 (43)式和 (45)式, 可以得到
 

Pr(4)M(∆) =T
∂ω

∂τω
+X

∂

∂ξ
+ Y

∂

∂η
+ ψ

∂

∂A

+ ψω
τ

∂

∂Dγ
τA

+ ψξ
∂

∂Aξ

+ ψξξξ
∂

∂Aξξξ
+ ψηη

∂

∂Aηη
. (46)

利用系统 (33)的二次延拓, 可以得到以下不变性

准则:
 

ψτ
ω + a1ψ

∂

∂ξ
+ a1ψξA+ a2ψξξξ + a3D

−1(ψηη) = 0.

(47)

将 (43)式代入 (47)式并设各单项系数为零, 可以

得到如下方程组:
  

(ω
n

) ∂ωψA

∂τω
−
(

ω

n+ 1

)
Dn+1

τ (τ) = 0,

XA = Xτ = 0,

YA = Yτ = Yξ = 0,

ψA − ωTτ = 0,

ψA − a1Xξ = 0,

ψA − a1Yη = 0.

(48)

通过求解 (48)式, 可以得到
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
ψ = c1A, X =

c1ξ

a1
+ c2,

Y =
c1η

a3
+ c3, T =

c1τ

ω
+ c5.

(49)

因此, (32)式 一系列点对称的李代数可以写成:  
M1 =

∂

∂τ
, M2 =

∂

∂ξ
, M3 =

∂

∂η
,

M5 =
ξ

a1

∂

∂ξ
+

η

a3

∂

∂η
+
τ

ω

∂

∂τ
−A

∂

∂A
.

(50)

 

4.2    守恒律

4.1节中得到了一系列点对称的李代数. 本节

将基于李对称分析方法, 研究 TF-KP方程的守恒

律, (32)式的守恒定律满足如下方程: 

Dτ (C
τ ) +Dξ(C

ξ) +Dη(C
η) = 0. (51)

Cτ Cξ Cη其中   ,    ,    是守恒向量. (32)式的形式拉格

朗日方程如下所示: 

L = s(ξ, η, τ)

[
Dω

τ A+ a1A
∂A

∂ξ
+ a2

∂3A

∂ξ3

+a3D
−1

(
∂2A

∂η2

)]
, (52)

s(ξ, η, τ)其中  是一个新的因变量. 根据形式拉格朗

日方程, 将作用积分定义为  ∫
R

∫
R

∫
T

L(ξ, η, τ,Dω
τ A,Aξ, Aξξξ, Aηη)dξdηdτ,

(53)

欧拉-拉格朗日算子定义为 

δ

δA
=

∂

∂A
+ (Dω

τ )
∗ ∂

∂Dω
τ A

+Dξ
∂

∂Aξ

−D3
ξ

∂

∂Aξξξ
−D2

η

∂

∂Aηη
. (54)

(Dω
τ )

∗ Dω
τ其中  是  的伴随运算子, 定义如下: 

(Dω
τ )

∗ = (−1)nIn−ω
p (Dn

τ ) =
C
τ D

ω
p , (55)

In−ω
p

C
τ D

ω
p其中   是右分数积分算子 ,    是右 Caputo

分数微分算子. 因此, 可以得到 (32)式的伴随方程

为欧拉-拉格朗日方程 

F ∗ =
δL

δA
= 0. (56)

(56)式可以写成: 

F ∗ = a1Aξ + (Dω
τ )

∗s− a1Dξ(As)

− a2D
3
ξs− a3D

−1(D2
ηs). (57)

李特征函数 W 如下所示: 

W = ψ − TAτ −XAξ − Y Aη. (58)

由 (50)式可得
  

W1 = −Aξ,

W2 = −Aη,

W4 = −Aτ ,

W5 = −A− ξ

a1
Aξ −

η

a3
Aη −

τ

ω
Aτ .

(59)

根据 Riemann-Liouville分数阶导数, 定义保守向

量的分量为
 

Cτ =TL+

n−1∑
k=0

(−1)k0D
ω−1−k
T (Wi)D

k
τ

∂L

∂(0Dω
τ A)

− (−1)nJ

(
Wi, D

n
τ

∂L

∂(0Dω
τ A)

)
.

(60)

J(·)这里  定义如下:
 

J(a, b)=
1

Γ (n−ω)

∫
0

∫
τ

f(T, ξ, η, ζ)g(µ, ξ, η, ζ)

(µ− T )ω+1−n
dµdT.

(61)

Ci(i = 1, 2, 3)  定义如下:
 

Ci = ρiL+Wγ

[
∂L

∂Ai
−Di

(
∂L

∂Aij

)

+DiDk

(
∂L

∂Aijk

)
− · · ·

]

+Dj(Wγ)

(
∂L

∂Aij
−Dk

∂L

∂Aijk
+ · · ·

)

+DjDk(Wγ)

(
∂L

∂Aijk
− · · ·

)
+ · · · , (62)

ρ1 = X, ρ2 = Y其中  .

W5以  为例, 根据上述定义计算式 (32)的保守

向量, 得到
 

Cτ = TL+0 D
ω−1
T (W5)

∂L

∂0D
γ
τA

+J
(
W5, Dτ

∂L

∂Dγ
τA

)
,

= s0D
ω−1
τ (W5) + J(W5, sτ ),

C1 = XL+W5

[
∂L

∂Aξ
+DξDξ

( ∂L

∂Aξξξ

)]

+Dξ(W5)

[
−Dξ

( ∂L

∂Aξξξ

)]
,

C2 = Y L+W5

[
−Dη

( ∂L

∂Aηη

)]
+Dη(W5)

( ∂L

∂Aηη

)
.

(63)

上述方程 (63)可以表示为
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

Cτ = s0D
ω−1
τ

(
−A− ξ

a1
Aξ−

η

a3
Aη−

ζ

a3
Aζ −

τ

ω
Aτ

)
+ J

[(
−A− ξ

a1
Aξ−

η

a3
Aη−

ζ

a3
Aζ−

τ

ω
Aτ

)
, sτ

]
,

C1 =XL+
(
−A− ξ

a1
Aξ −

η

a3
Aη −

ζ

a3
Aζ −

τ

ω
Aτ

)
×
[
∂L

∂Aξ
+DξDξ

( ∂L

∂Aξξξ

)]
+Dξ

(
−A− ξ

a1
Aξ −

η

a3
Aη −

ζ

a3
Aζ −

τ

ω
Aτ

)
×
[
−Dξ

( ∂L

∂Aξξξ

)]
,

C2 =Y L+
(
−A− ξ

a1
Aξ −

η

a3
Aη −

ζ

a3
Aζ −

τ

ω
Aτ

)
×
[
−Dη

( ∂L

∂Aηη

)]
+Dη

(
−A− ξ

a1
Aξ −

η

a3
Aη −

ζ

a3
Aζ −

τ

ω
Aτ

)
×
( ∂L

∂Aηη

)
.

(64)

W5

W1 W2 W3 W4

由此得到了  的守恒定律, 同样地方法可以计算

出  ,   ,   ,   的守恒定律.
 

5   TSF-KP方程的求解

本节在双线性方法的基础上得到了分数阶

KP方程的 Lump解, Lump解是一种特殊的有理

解, 它在各个方向上都有合理的局域性, 而怪波解

则是一类特别有趣的 Lump解.

首先, 介绍著名的 Hirota双线性算子 (D-算

子)的定义如下:

Definition 2[43]
 

Dn
x (a, b) ≡

(
∂

∂x
− ∂

∂y

)n

a(x)b(y) |y=x

=
∂n

∂yn
a(x+ y)b(x− y) |y=0, (65)

Definition 3[43]
 

Dm
t D

n
x (a, b)

≡ ∂m

∂sm
∂n

∂yn
a(t+s, x+y)b(t−s, x−y) |s=0,y=0 . (66)

根据上述 D-算子的定义, 有
 


D2

x(f · f) = 2fxxf − 2(fx)
2,

DxDt(f · f) = 2fxtf − 2fxft,

D4
x(f · f) = 2fxxxxf − 8fxxxfx + 6(fxx)

2.

(67)

然后, 引入以下分数变换: 

T =
p1τ

ω

Γ (1 + ω)
, X=

p2ξ
α

Γ (1 + α)
, Y =

p3η
β

Γ (1 + β)
,

(68)

根据 (68)式, 可以得到 

∂ωA

∂τω
= p1

∂A

∂T
,
∂αA

∂ξα
= p2

∂A

∂X
,
∂βA

∂ηβ
= p3

∂A

∂Y
,

(69)

因此, 方程 (31)可以写为 

∂

∂ξ

(
∂A

∂T
+ b1A

∂A

∂X
+ b2

∂3A

∂3X

)
+ b3

∂2A

∂2Y
= 0. (70)

接下来, 通过相关变量变换: 

A = R(ln f)XX , (71)

其中 

R = 12b2/b1, (72)

方程 (70)可以化为如下双线性方程: 

(DXDT + b2D
4
X + b3D

2
Y )(f · f) = 0, (73)

双线性形式 (73)可展开为 

(DXDT + b2D
4
X + b3D

2
Y )(f · f)

= 2fXT f − 2fXfT + b2(2fXXXXf − 8fXXXfX

+ 6f2XX) + b3(2fY Y f − 2f2Y ),
(74)

这里假设 

f = m2 + n2 + a9,m = a1X + a2Y + a3T + a4,

n = a5X + a6Y + a7T + a8.
(75)

ai(i = 1, 2, · · ·, 9)其中,   是待确定的参数.

将 (75)式代入 (73)式中 , 并利用数学软件

MAPLE计算可以得到  

a3 = −
b3
(
a1a

2
2 − a1a

2
6 + 2a2a5a6

)
a21 + a25

,

a7 = −
b3
(
a5a

2
6 − a5a

2
2 + 2a1a2a6

)
a21 + a25

,

a9 = −
3b2
(
a21 + a25

)3
b3 (a1a6 − a2a5)

2 ,

(76)

a5 a5其中  和  满足如下条件: 

a1a5 ̸= 0, a1a6 − a2a5 ̸= 0. (77)

由变换 (71)式, 可以得到方程 (31)的解:
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A =
12b2
b1

{
2a21 + 2a25

(a1X + a2Y + a3T + a4)2 + (a5X + a6Y + a7T + a8)2 + a9

− [2a1(a1X + a2Y + a3T + a4) + 2a5(a5X + a6Y + a7T + a8)]
2

[(a1X + a2Y + a3T + a4)2 + (a5X + a6Y + a7T + a8)2 + a9]2

}
, (78)

 

其中参数 a3, a7, a9 如 (73)式所示, 自变量 (X, Y, T)

满足如下变换: 

T =
p1τ

ω

Γ (1+ω)
, X=

p2ξ
α

Γ (1+α)
, Y =

p3η
β

Γ (1+β)
. (79)

 

6   尘埃等离子体中的怪波

在第 5节, 通过求解得到了方程的 Lump解,

接下来研究双温尘埃等离子体中的怪波问题, 利用

得到的解通过调整参数画出的图像如下.

怪波是一种单峰波, 它的波峰很尖并且有很高

的波峰和很深的波谷. 怪波持续时间短, 很快消失.

目前对于怪波没有统一的定义, 一般认为只要波的

高度与有效波高之比大于 2, 便可以将这种波称之

为怪波. 显然, 图 1和图 2中的波是符合上述特点

的, 这说明尘埃等离子体中是存在怪波的. 还可以

发现, 怪波会在某个时间、某个空间突然出现, 波

的振幅会迅速增长达到极值, 之后振幅会迅速回落

并达到稳定, 所以怪波在时间和空间上会呈现出一

种局部结构, 这使得怪波在短时间和一定空间内聚

集巨大能量. 这种巨大能量往往会对实际问题的研

究产生影响, 这不仅能够帮助我们如何避免这种高

能带来的危害, 而且能够让我们了解如何获得这种

高能, 因此怪波具有重要的研究价值.

进一步, 研究了分数阶阶数对波的影响, 如图 3

和图 4所示.

可以发现, 分数阶阶数为 1/2时出现很深的波

谷, 当分数阶阶数为 1时出现很高的波峰, 二者在

达到极大值或者极小值后又迅速回落并达到稳定.

通过对比图 3和图 4, 波的振幅、波峰、波谷都有明

显差异, 这说明分数阶阶数对尘埃等离子体波有明

显影响. 在研究某些物理问题时, 只研究整数阶的

问题可能会有局限性, 因此研究分数阶的尘埃等离

子体模型具有重要的意义.
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图  1    当 a1 = 1.8, a2 = 2.1, a4 = 0, a5 = –0.3 , a6 = 0.9,

a8 = 0时 A 关于   和   的图像

ξ η

Fig. 1. When a1 = 1.8, a2 = 2.1, a4 = 0, a5 = –0.3 , a6 =

0.9, a8 = 0, the graph of A with respect to    and   . 
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图  2    当 a1 = 1.3, a2 = 1.1, a4 = 0, a5 = –0.3 , a6 = 0.9,

a8 = 0时 A 关于   和   的图像
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Fig. 2. When a1 = 1.3, a2 = 1.1, a4 = 0, a5 = –0.3 , a6 =

0.9, a8 = 0, the graph of A with respect to    and   . 
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Fig. 3. Graph  of A  with  respect  to      when  the  fractional

order is   .
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7   结　论

(2 + 1)

本文推导研究了双温等离子体波的分数阶模

型. 通过使用约化摄动方法得到了   维整数

阶 KP方程, 通过变分原理和半逆方法将整数阶

KP方程转化为分数阶 KP方程, 与整数阶模型相

比, 分数阶模型能更好地描述波的传播并分析物理

现象. 运用双线性方法得到了分数阶方程的 Lump

解. 通过图像发现, Lump解中存在的怪波, 怪波的

特殊性及其产生的巨大能量使得其具有潜在的研

究价值. 通过对比, 发现了分数阶阶数对尘埃等离

子体怪波的影响.
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Abstract

In  recent  years,  the  dust  plasma  research  plays  an  important  role  in  the  field  of  space,  industry,  and

laboratory. In this paper, starting from the control equations of the double temperature dust plasma, we derive

the (2+1)-dimensional Kadomtsev-Petviashvili (KP) equation to describe the double temperature dust plasma

sound waves by using the multi-scale analysis, and reduce it by using the perturbation method. Then by using

the semi inverse method and fractional variational principle, the (2+1)-dimensional KP equation is introduced

into the time-space fractional KP equation (TFS-KP). The fractional KP equation has potential applications in

describing physical phenomena in practical problems. Furthermore, based on the symmetrical analysis method,

by which lie discussed the time fractional KP (TF-KP) equation of the conservation law, the dual temperature

dust plasma acoustic conserves quantity. Finally, based on the bilinear method, the lump solution of fractional

KP equation is obtained. The existence of this solution indicates the rogue waves existing in double temperature

dusty plasma. The influence of fractional order on rogue wave is also analyzed.
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