
 

非对易施瓦西黑洞的热力学及其量子修正*
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为了探讨量子引力效应对黑洞量子性质的影响, 本文研究了非对易黑洞的热力学及其量子修正. 首先,

利用修正的黑洞热力学第一定律, 对非对易施瓦西黑洞的热力学量进行了计算. 结果表明, 利用修正的热力

学第一定律得到的非对易黑洞温度与利用表面引力和隧穿方法得到的温度相同, 而且黑洞熵符合贝肯斯坦-

霍金面积定律. 对得到的黑洞热容进行分析, 发现在视界半径与非对易参数满足一定条件时, 热容可以为正

值, 非对易黑洞可以具有热力学稳定性. 其次, 讨论了广义不确定原理对非对易施瓦西黑洞热力学的影响, 给

出了广义不确定原理修正的黑洞温度、熵和热容表达式, 其中得到的黑洞熵包含面积对数项. 在忽略广义不

确定原理效应的情况下, 修正的黑洞熵可以回到贝肯斯坦-霍金面积定律的情况. 同样, 修正的黑洞温度和热

容也可以在忽略量子引力效应时回到通常施瓦西黑洞的情况.
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1   引　言

霍金从半经典的量子场论出发, 表明黑洞并非

只进不出, 它能向外发出热辐射 [1,2]. 这可以描述

为: 由于真空量子涨落, 黑洞附近产生正负粒子对,

当负能粒子被黑洞吸收后, 正能粒子可以因视界附

近的时空弯曲效应而留在黑洞外, 并可运动到无穷

远处, 从而可在视界外观测到黑洞释放了粒子, 这

种现象被称为霍金辐射. 霍金辐射确立了黑洞温度

的存在和黑洞热力学定律的成立, 从而为黑洞热力

学奠定了基础 [3,4]. 黑洞热力学体现了广义相对论

和量子理论之间深刻的内在联系, 揭示了黑洞的量

子性质. 同时, 黑洞热力学也带来了黑洞信息疑难

等理论物理的难题 [4,5]. 一般认为, 揭示黑洞热力学

的本质和解决黑洞热力学疑难需要相对论与量子

力学的进一步结合甚至统一.

引力量子化是理论物理面临的巨大挑战, 量子

引力理论还有待建立. 存在普朗克长度量级的最小

可观测长度是各种量子引力候选理论的普遍预言 [6].

最小长度引发了许多量子引力效应, 其中最引人注

目 的 一 个 是 广 义 不 确 定 原 理 (generalize

uncertainty principle, GUP)[7,8]. 当量子引力效应

起重要作用时, 由于存在长度和位置不确定度的最

小值, 此时海森伯不确定原理不再准确, 需要引入

与动量相关的不确定度的附加项. 不确定原理是量

子力学中的基本原理, 对广义不确定原理的研究及

其应用非常重要和有意义 (其综述可见文献 [9]).

将广义不确定原理引入黑洞热力学, 可以研究黑洞

热力学性质的量子修正, 并对黑洞热力学疑难给出

可能的解决方案 [10−25]. 比如, 广义不确定原理可以

克服黑洞视界附近量子态的发散困难, 有助于对黑

洞熵统计起源的认识; 广义不确定原理可以影响黑

洞视界上粒子的量子隧穿过程, 增加粒子的隧穿概
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率, 有助于对黑洞信息疑难的解决; 利用广义不确

定原理研究黑洞熵, 可以得到熵的量子修正项, 有

助于对黑洞熵量子本质的认识; 利用广义不确定原

理研究黑洞辐射, 可以得到普朗克量级的黑洞剩

余, 有助于对黑洞信息疑难问题的解决, 并对暗物

质给出可能的候选方案.

最小可观测长度效应也引发了对非对易时空

(noncommutative  spacetimes,  NS)的 研 究 [26,27].

在非对易时空中, 广义相对论的经典时空被具有非

对易坐标的几何取代, 从而导致了一种量子修正时

空—非对易黑洞 (noncommutative black hole,

NBH)[28−32]. 非对易黑洞中心存在非奇异的标量曲

率, 从而可避免传统黑洞中的时空奇异性和温度发

散 [33−36]. 非对易黑洞的正规性可以为黑洞热力学

疑难的解决提供线索和思路, 相应地, 其热力学的

修正效应也得到了许多研究 [37−51]. 其中, 通过考察

正规黑洞的内能特征, 文献 [51]提出, 传统的黑洞

热力学第一定律不再适用于能量密度依赖于黑洞

质量的正规黑洞; 正规黑洞的内能和热力学第一定

律需要修正. 利用文献 [51]给出了修正的黑洞热力

学第一定律, 文献 [23]研究了 Hayward正规黑洞

热力学的量子修正, 得到了不同方法下黑洞温度结

果的一致性, 并验证了贝肯斯坦-霍金面积定律适

用性.

此外, 关于最小长度和黑洞热力学的量子修

正, 还有许多其他研究和进展, 均增加了对黑洞量

子性质的认识 [52−63]. 其中, Parikh 和 Wilczek[62,63]

给出了一种通过计算视界上粒子的隧穿率来给出

霍金辐射的半经典方法. 量子隧穿方法将粒子的隧

穿概率与黑洞熵的变化相联系, 给出了霍金辐射偏

离黑体谱的结果, 从而可以给出一种可能的解决黑

洞信息疑难的方案.

为了研究最小长度效应对黑洞量子性质的影

响, 我们研究了非对易黑洞的热力学. 研究中利用

热力学第一定律的修正形式, 并考虑广义不确定原

理效应. 首先, 我们在非对易施瓦西黑洞中, 利用

修正的黑洞热力学第一定律, 计算了黑洞的温度、

熵和热容, 给出了具有普遍意义的黑洞温度表达

式, 讨论了黑洞的面积定律的适用性和热力学稳定

性. 其次, 将广义不确定原理与时空的非对易效应

相结合, 讨论了广义不确定原理对非对易施瓦西黑

洞热力学的影响, 得到了广义不确定原理修正的黑

洞温度、熵和热容. 本文第 2节对非对易黑洞做简

单介绍; 第 3节利用修正的热力学第一定律对非对

易施瓦西黑洞的热力学性质进行讨论; 第 4节讨论

广义不确定原理对非对易黑洞温度、熵和热容的影

响; 最后是总结和讨论. 本文将采用 G = k = c = 1

的自然单位制. 

2   非对易黑洞

广义相对论指出, 引力是时空弯曲的表现, 而

时空弯曲源于物质与能量. 在对易空间中, 点粒子

质量密度通常用质量与狄拉克函数的乘积来表示.

考虑非对易性对引力物体中质量分布的影响, 质量

密度不再能用狄拉克函数表示, 而是要用高斯分布

替代 [28−30]. 相应地, 时空结构的描述将发生变化.

在非对易时空中, 存在空间坐标 x 的非对易关

系 [26,27]
 

[xµ, xv] = iθµυ, (1)

θ

ρθ

其中,    为非对易参数, 具有普朗克长度平方的量

级. (1)式表示, 空间出现了模糊性, 对易空间中描

述位置的几何点将被最小宽度为普朗克长度量级

的区域所取代. 因此, 利用狄拉克函数来定义质点

密度的方法在非对易空间中不再适用, 而是要用最

小宽度为普朗克长度的高斯分布. 对于静态、球对

称的点粒子引力源, 其质量分布可用密度   表示

为 [28−30]
 

ρθ=
M

(4πθ)
3
2

e−
r2
4θ , (2)

√
θ

其中 M 为引力源的质量. 可以看到, 在非对易空间

中, 取代对易空间中的点粒子, 质量 M 将在整个区

域上分布, 其特征尺度为  . 利用质量密度 (2)式,

可以求出半径为 r 范围内引力源的总质量为 

mθ (r) =

∫ r

0

4πr′2ρθ (r′)dr′ =
2M√

π
γ
(
3/2, r2/4θ

)
.

(3)

γ
(
3/2, r2/4θ

)
其中, 伽马函数  的定义为
 

γ (a, x) =

∫ x

0

ta−1e−tdt. (4)

(Tθ)
υ
µ

求解具有非对易质量密度的爱因斯坦方程, 可

以得到非对易时空中的黑洞解 [28−30]. 在广义相对

论中, 对于非对易性的影响, 可以考虑通过保持爱

因斯坦场方程左边张量的标准形式, 而在右边引入

一个修改后的能量动量张量  , 并将时间分量
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(Tθ)
t
t = −ρθ

(gθ)tt = −(gθ)
TT

(Tθ)
ν
µ ; ν = 0

记为   . 为使度规的时间分量满足

 , 利 用 能 动 张 量 的 协 变 守 恒

 , 能动张量可定义为
 

(Tθ)
υ
µ = diag

[
−ρθ,−ρθ, pr −

r

2
∂rρθ, pr −

r

2
∂rρθ

]
.

(5)

这样, 利用能动张量 (5)式解爱因斯坦场方程, 可

以得到非对易时空中的施瓦西黑洞线元为 

ds2 = −f(r)dts2 + f−1(r)dr2 + r2dΩ2, (6)

dΩ2其中, r 为径向坐标,   为单位球面上的度规, 且

有 [28−30]
 

f (r) = 1− 4M

r
√

π
γ

(
3

2
,
r2

4θ

)
. (7)

r ≫
√
θ

γ

(
3

2
,
r2

4θ

)
=

√
π
2

r ≪
√
θ

可 以 看 出 ,  在   的 大 尺 度 情 况 下 ,

 , 非对易度规 (6)式将回归到标准

的施瓦西形式. 这是由于随着 r 的变大, 能动张量

的分量会迅速减少到零, 施瓦西真空解将重新适

用. 而在  的小尺度下, 

f (r) ≃ 1− Mr2

3
√

πθ 3
2

. (8)

Λθ = M/
(
3
√

πθ 3
2

)这样 , 度规 (6)式将约化为具有宇宙学常数

 的德西特度规, 且该时空的常数

标量曲率为 [28−30]
 

Rθ =
4M
√

πθ 3
2

. (9)

r = 0

θ → 0 r = 0

这样, 非对易黑洞可以在  处找到一个正常数

曲率的德西特核, 不存在曲率奇点. 而且, 这一时

空非奇异性可以对黑洞的蒸发等热力学性质产生

实质性的影响 [33−36]. 而如果忽略时空的非对易性,

令  , 即可通过 (9)式在  处得到时空奇点. 

3   非对易黑洞的热力学

接下来研究非对易施瓦西黑洞的热力学. 首

先, 通过三种方法, 即表面引力法、量子隧穿法和

热力学第一定律法来给出非对易黑洞的温度. 将会

看到, 由热力学第一定律得到的黑洞温度与其他两

种方式所得的不同. 为了解决这一矛盾, 我们采用

文献 [51]给出的修正的黑洞热力学第一定律. 可以

看到, 利用修正的黑洞热力学第一定律, 可以得到

与表面引力法和量子隧穿法一致的黑洞温度, 并得

到符合贝肯斯坦-霍金面积定律的黑洞熵. 进一步,

计算非对易黑洞的热容, 得到非对易施瓦西黑洞可

以具有热力学稳定性的结果.

[(gθ)tt]r=rh
= 0

首先, 通过表面引力法给出非对易黑洞 (6)式

的温度. 利用 (6)式和 (7)式, 通过  ,

可得黑洞的视界半径为 

rh =
4M√

π
γ

(
3

2
,
r2h
4θ

)
. (10)

κ黑洞视界上的表面引力  是一个守恒量, 由视界的

几何结构决定, 即 

κ = −1

2
lim
r→rh

∂rgtt√
−gttgrr

=
1

2
lim
r→rh

∂rf(r)

=
1

2

 1

rh
− r2

h

4θ
3
2

e−
r2

h
4θ

γ

(
3

2
,
r2h
4θ

)
 . (11)

霍金辐射是黑洞附近的量子效应. 黑洞温度是黑洞

视界的特征量, 可由视界上的表面引力得到 [2], 

Tκ =
ℏκ
2π

=
ℏ

4πrh

1−− r3h

4θ
3
2

e−
r2h
4θ

γ

(
3

2
,
r2

h
4θ

)
 . (12)

rh ≫
√
θ

Tκ TSch = ℏ/(4πrh)

Tκ TSch

对于利用表面引力所得到的非对易施瓦西黑洞的

温度, 可以看出, 对于大黑洞, 即  时, 温度

 可以回到施瓦西黑洞温度  . 但对

于小黑洞,   将与  有明显不同 [28−30].

Γ

利用霍金辐射的量子隧穿方法同样可以计算

黑洞的温度 [62,63]. 对于球对称静态时空 , 利用

Wenzel-Kramers-Brillouin近似 , 粒子在视界上

的辐射率   可以从隧穿粒子作用量 I 的虚部得

到 [62,63], 即 

Γ ∼ exp
(
−2ImI

ℏ

)
. (13)

为了计算粒子在视界上的隧穿作用量, 需要消

除线元 (6)式的坐标奇异性. 因此, 对该线元进行

Painleve坐标变换 [64]
 

dts = dt−
√
1− f(r)

f(r)
dr, (14)

从而得到 

ds2 = −f(r)dt2 + 2
√
1− f(r)dtdr + dr2 + r2dΩ2.

(15)

可以看出, Painleve坐标线变换可以消除度规在视

界上的奇异性.

为了计算无质量粒子在视界上的隧穿率, 需要
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给出粒子的径向运动方程. 从 (15)式可以得到径

向零测地线方程为 

ṙ ≡ dr
dt

= ±1−
√
1− f(r), (16)

其中“+”对应出射粒子, “－”对应入射粒子. 这里,

为了研究视界外的辐射, 我们取“+”. 对 (16)式在

视界上进行泰勒展开, 可以得到 

ṙ =
1

2
f ′(rh)(r − rh) + o(r − rh)

2. (17)

粒子隧穿作用量虚部为 

ImI = Im
∫ rf

ri

prdr = Im
∫ rf

ri

∫ pr

0

dp′rdr, (18)

ri rf pr其中,   和  表示粒子在隧穿前后的坐标,   为粒

子的动量. 应用哈密顿方程 

ṙ =
dH
dPr

=
dω′

dPr
, (19)

并改变 (18)式的积分次序, 可以得到 

ImI = Im
∫ ω

0

∫ rf

ri

dω′

ṙ
dr, (20)

ω′其中 H 为系统的哈密顿量,    表示隧穿粒子的能

量. 将粒子径向运动方程 (16)式代入 (20)式中,

并取 (17)式的一级近似, 可以得到 

ImI = Im
∫ ω

0

∫ rf

ri

2

f ′(rh)(r − rh)
drdω′p. (21)

利用留数定理, 完成对 r 的积分, 得到 

ImI =

∫ ω

0

2π
f ′(rh)

dω′ =
2πω
f ′(rh)

. (22)

将 (22)式代入 (13)式, 得到 

Γ ∼ exp
(
− 4πω
ℏf ′(rh)

)
. (23)

exp (−ω/T )这样, 将 (23)式与玻尔兹曼因子   相比

较, 得到黑洞的温度为 

Tt =
ℏf ′(rh)

4π
= Tκ. (24)

可以看到, 通过量子隧穿方法得到的黑洞温度与通

过表面引力得到的黑洞温度是相同的.

利用黑洞热力学第一定律也可以计算黑洞温

度. 对于无转动无电荷的非对易黑洞, 黑洞热力学

第一定律为 

δM = THδS. (25)

TH

f(rh) = 0

其中, S 为黑洞的熵,    为黑洞的热力学温度. 对

于非对易黑洞 (6)式, 其质量可以通过  表

示为 

M =

√
πrh

4γ
[
3/2, r2

h/(4θ)
] . (26)

rh ≫
√
θ γ2(3/2, r2

h/(4θ))
√

π/2

M = rh/2

显然, 当  时,   近似为  ,

此时  , 此即为施瓦西黑洞质量表达式.

按照贝肯斯坦-霍金面积定律, 黑洞熵可以表

示为 

S =
Ah

4ℏ
=

πr2h
ℏ

, (27)

Ah其中  为黑洞视界面积. 将 (26)式和 (27)式代入

(25)式, 即可根据热力学第一定律得到非对易施瓦

西黑洞的温度为 

TH =
∂M

∂S
=

ℏB (rh, θ)

8
√

πrhγ
[
3/2, r2

h/(4θ)
] , (28)

B (rh, θ)其中, 参量  定义为 

B (rh, θ) ≡ 1− r3
h

4θ3/2
e−r2

h/(4θ)

γ
[
3/2, r2

h/(4θ)
] . (29)

可以看出, 由黑洞热力学第一定律所得出的黑

洞温度 (28)式与表面引力温度 (12)式和量子隧穿

温度 (24)式并不一致. 如果热力学第一定律是适

用的, 那么利用热力学第一定律得到的温度与其他

方法得到的温度也应该是一致的. 实际上, 对于包

括广义相对论在内的各种引力理论中的大多数黑

洞来说, 确实是这样的. 但对于非对易黑洞, 出现

了与热力学第一定律有关的矛盾. 一方面, 三种方

法给出了两个不同的黑洞温度, 而表面引力与隧穿

效应得到了同样的结果. 因此, 我们倾向于由表面

引力和隧穿效应所得到的结果, 即由通常的热力学

定理得到的温度 (28)式需要修改. 另一方面, 研究

表明, 即使是利用表面引力和隧穿效应所得的霍金

温度, 也不能在非对易黑洞中利用热力学第一定律

得到满足面积定律的贝肯斯坦-霍金熵 [36−39]. 非对

易效应只作用于物质源, 而场方程的爱因斯坦张量

部分保持不变, 而且非对易性只有在普朗克尺度下

才有作用, 因此, 作为视界特征量的黑洞熵, 在非

对易黑洞时空中也应该符合贝肯斯坦-霍金面积定

律. 这样, 在非对易黑洞中, 认为 (12)式和 (24)式

是正确的温度表达式, 而且黑洞熵满足面积定律,

则传统的黑洞热力学第一定律需要修改. 对于包括

非对易黑洞在内的正规黑洞, 文献 [51]给出了一种

修正的热力学第一定律. 利用该修正的热力学第一

定律, 可以避免正规黑洞中与通常的热力学第一定
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律有关的矛盾.

文献 [51]从考察黑洞的内能入手, 认为正规黑

洞的内能不应与黑洞的质量直接等同, 而应存在一

个修正因子. 实际上, 弯曲时空中的能量本来就对

理论模式和定义方法有较复杂的依赖性, 是需要进

行研究的课题 [65]. 这样, 考虑黑洞内能的修改, 则

修正后的黑洞热力学第一定律应为 [51]
 

F (M, rh) δM = ThδS, (30)

F (M, rh)这里,   为内能修正因子, 且 

F (M, rh) =

(
1 + 4π

∫ ∞

rh

r2
∂T 0

0

∂M
dr
)
, (31)

T 0
0

T 0
0

其中,   是与能量密度有关的能动张量分量. 如果

 不依赖于黑洞的质量, 能量密度将不再影响度

规, 修正项就会消失.

对于非对易施瓦西黑洞 (6)式, 由 (5)式可见 

T 0
0 = −ρθ = − M

(4πθ)
3
2

e−
r2

h
4θ . (32)

因此, 可以得到非对易黑洞的内能修正因子为 

F (M, rh) =
2√
π
γ

(
3

2
,
r2

h
4θ

)
. (33)

这样, 将修正因子 (33)式代入 (30)式, 并应用面

积定律, 可以通过修正后的热力学第一定律得到黑

洞的温度为 

Th = F (M, rh)TH =
ℏ

4πrh

1− r3
h

4θ
3
2

e−
r2h
4θ

γ

(
3

2
,
r2

h
4θ

)
 .

(34)

显然, 这是与 (12)式一样的结果. 这就是说, 由修

正的黑洞热力学第一定律得到的非对易黑洞温度,

与利用表面引力法和量子隧穿法得到的黑洞温度

是一致的, 即有 

Th = Tκ = Tt. (35)

另外, 根据修正的热力学第一定律, 可以得到

非对易施瓦西黑洞的热力学熵为 

S =

∫
F (M, rh)

Th
dM. (36)

将 (33), (34)和 (26)式代入 (36)式, 计算可得 

S =

∫
2πrh

ℏ
drh =

πr2h
ℏ

=
A

4ℏ
. (37)

这样, 利用修正的热力学第一定律, 验证了在非对

易施瓦西黑洞中黑洞熵满足面积定律.

接下来, 计算非对易施瓦西黑洞的热容, 以讨

论时空非对易性对黑洞热力学稳定性的影响. 黑洞

的定体热容定义为 

Cv = T
∂S

∂T
= T

∂S

∂rh

(
∂T

∂rh

)−1

. (38)

(Th)Scw = h/(8πM)对于施瓦西黑洞 , 将温度   与熵

(37)代入 (38)式, 则有 

(Cv)Sch = − 2πr2h/ℏ. (39)

施瓦西黑洞的热容为负, 表示该热力学系统不

稳定 [4]. 施瓦西黑洞会随着霍金辐射变得更小, 同

时温度更高, 这会加剧黑洞的辐射从而使得辐射无

法被阻止, 而且当黑洞半径趋近于零时, 会出现辐

射爆炸.

对于非对易施瓦西黑洞 (6)式, 将温度 (34)与

熵 (37)式代入 (38)式, 可得 

 

Cv =

2πrh

ℏ

[
1

rh
− r2h

4θ3/2
e−r2

h/(4θ)

γ
(
3/2, r2

h/(4θ)
)]

− 1

r2
h
− e−r2h /4θ

4θ3/2


2rh −

r3
h

2θ
+ r2h e−r2

h/(4θ)

[
r2

h/(2θ)− 1

2θ1/2
−

√
πrh

8θ
√

1− e−r2
h/(4θ)

]
γ2(3/2, r2

h/(4θ))



. (40)

 

θ → 0

rh/
√
θ → ∞

这是一个较复杂的热容公式, 但当   时, 该式

可以给出 (39)式的结果. 这就是说, 忽略非对易效

应, (40)式即为施瓦西黑洞的热容. 比如, 对于大

质量黑洞, 当  时, (40)式可回到施瓦西

黑洞的热容 (39)式.

rh
2/4θ ≫ 1

γ2(3/2, r2
h/(4θ)) e−r2

h/4θ/θ3/2

另外, 为了方便对黑洞热力学性质的讨论, 可

以对黑洞温度进行近似处理 [28−30]. 在  

的情况下, 将  展开至  的

同阶项, 可以将非对易施瓦西黑洞的温度 (34)式

改写为
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Th ≃ ℏ
4πrh

[
1− r3h

2
√

πθ3/2
e−r2

h/(4θ)

]
. (41)

(Th)Scw = ℏ/(8πM)

rh ≪
√
θ

rh/
√
θ → ∞

可以看出, 对于大质量黑洞, 非对易施瓦西黑洞低

于同质量的施瓦西黑洞温度  . 这

是非对易黑洞与通常黑洞的一个热力学差异. 而

且, 当  时, 非对易黑洞与 de-Sitter时空相

符 [28−30], 而此时施瓦西黑洞的温度会趋于发散. 不

过, 当黑洞的大小符合  时, 非对易施瓦

西黑洞的温度可以回到施瓦西黑洞的温度.

对于大质量黑洞, 将温度 (41)式与熵 (37)式

代入 (38)式, 可得到较为简单的热容公式 

Cv = −2πr2h
ℏ

[
1 +

6r3hθe−r2
h/4θ − r5h e−r2

h/4θ

r3h (r
2
h − 4θ) e−r2

h/4θ − 4
√

πθ5/2

]
.

(42)

与 (40)式一致, 该式也可以在大黑洞极限情况下,

回到施瓦西黑洞的热容 (39)式.

如果黑洞热容为正, 则黑洞有可能与外界达到

热力学平衡. 现在我们考察非对易黑洞热容为正的

可能性. 为方便, 定义 

µ ≡ r2
h

4θ
. (43)

CV > 0在 (42)式中令  , 可以得到  
4√
π
µ3/2 < eµ,

8√
π
µ3/2 (µ− 1) > eµ.

(44)

1.54 < µ < 5.63解不等式 (44), 可以近似得到   . 这

样, 结合 (43)式, 可以看到, 当黑洞半径满足 

2.483 < rh/
√
θ < 4.747 (45)

时, 非对易施瓦西黑洞的热容大于零, 黑洞可以具

有热力学的稳定性. 也就是说, 处于这一尺度范围

内的非对易施瓦西黑洞, 可以与外界达到热力学平

衡, 黑洞可以在热浴中稳定存在. 显然, 这是非对

易施瓦西黑洞不同于施瓦西黑洞的热力学性质. 

4   广义不确定原理对黑洞热力学的
影响

∆p∆x ⩾ ℏ

为了进一步讨论黑洞热力学的量子修正, 我们

考虑广义不确定原理对非对易黑洞相关热力学量

的影响. 考虑引力的量子效应, 海森伯不确定原理

 可被推广为如下形式的广义不确定原

理 [6−10]: 

∆x∆p ⩾ ℏ

(
1 +

λ2l2p
ℏ2

∆p2

)
, (46)

∆x ∆p

lp =
√
ℏ λ

其中 ,    与   分别为坐标与动量不确定度 ,

 为普朗克长度,    是无量纲的量子引力参

数, 具有普朗克长度量级. (46)式可以写成 

∆p ⩾ ℏ∆x

2λ2l2p

1−

√
1−

4λ2l2p
∆x2

 . (47)

lp ≪ ∆x

l2p/∆x2

考虑到通常   , 对上式进行泰勒展开, 保留

到  的二次项, 得到
 

∆p ⩾ ℏ
∆x

(
1 +

λ2l2p
∆x2

)
. (48)

ω ⩾ ℏ/∆x

利用海森伯不确定原理, 可以给出粒子的能量

 
[66]. 这样, 考虑 (48)式给出的广义不确

定原理, 粒子能量的修正值为 

ωGUP ⩾ ω

(
1 +

λ2l2p
∆x2

)
. (49)

然后, 将 (49)式代入 (23)式, 得到广义不确定原

理修正下的粒子隧穿概率为 [20−23]
 

Γ ∼ exp
(
−4πωGUP

ℏf ′(rh)

)
= exp

[
− 4πω
ℏf ′(rh)

(
1 +

λ2l2p
∆x2

)]
.

(50)

exp (−ω/T )将 (50)式与玻尔兹曼因子  比较, 可得 

TGUP =
ℏf ′(rh)

4π

(
1 +

λ2l2p
∆x2

)−1

. (51)

∆x ≃ 2rh取辐射粒子的位置不确定度为   
[19], 且将

(24)式和 (35)式代入上式, 可得广义不确定原理

修正的黑洞温度为 

TGUP = Th

(
1 +

λ2l2p
4r2h

)−1

. (52)

可以看到, 黑洞的温度出现了与广义不确定原理相

关的修正因子, 而且有 

TGUP < Th, (53)

λ → 0 TGUP = Th

λ2l2p/(4r
2
h )

TGUP Th

即广义不确定原理体现的量子引力效应降低了黑

洞的温度. 如果忽略广义不确定原理的修正效应,

令   , 则有   . 同样, 对于大质量黑洞,

考虑到   为小量, 广义不确定原理对黑洞

温度的影响可以忽略. 但对于小质量黑洞, (52)式

表明,   可以与  有明显不同, 这也许有可能给
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广义不确定原理带来可观测效应和相应检验.

现在, 考虑到广义不确定原理对黑洞温度的影

响, 利用修正的热力学第一定律 (30)式, 非对易施

瓦西黑洞的熵可以表示为 

SGUP =

∫
F (M, rh)

TGUP
dM. (54)

将 (26)式, (33) 式和 (52)式代入 (54)式, 计算得 

SGUP =

∫
2πrh

ℏ

(
1 +

λ2l2p
4r2

h

)
drh. (55)

忽略积分常数, 计算结果可以表示为 

SGUP =
π
ℏ

(
r2

h +
λ2l2p

2
ln rh

)
=

A

4ℏ
+

λ2

4π
ln

A

ℏ
. (56)

λ → 0

λ

rh ≫ λlp

这样就得到了广义不确定原理影响下的非对易施

瓦西黑洞熵. 其中, 第一项是贝肯斯坦-霍金熵, 第

二项是与广义不确定原理效应有关的黑洞熵的量

子修正, 该修正为黑洞面积的对数. 忽略广义不确

定原理效应, 令  , 则黑洞熵可以回到 (37)式

的面积定律. 而考虑到  具有普朗克长度量级, 可

以看出, 在大黑洞情况下,   , (56)式中起主

导作用的是第一项, 可以体现黑洞熵正比于黑洞面

积. 而在黑洞半径接近普朗克长度时, 广义不确定

原理对黑洞熵的影响不可以被忽略, 熵与面积不再

成正比. 另外, 这里的修正熵 (56)式与相关研究结

果是相符合的 [19−23].

考虑广义不确定原理效应, 黑洞的热容公式

(38)可以写为
 

(CV )GUP = TGUP
∂SGUP

∂TGUP
. (57)

将 (56)式和 (52)式代入 (57)式得
 

(CV )GUP =

π
ℏ

(
2rh +

λ2l2p
2rh

)

1

Th

∂Th

∂rh
+

(
1 +

λ2l2p
4r2h

)
∂

(
1 +

λ2l2p
4r2

h

)−1

∂rh



.

(58)

再将 (34)式代入 (58)式, 可以得到进一步的计算

结果为 

 

(CV )GUP =
π
ℏ
[
2rh + λ2l2p/(2rh)

]
 1

rh
− r2

h
4θ3/2

e
−
r2

h
4θ

γ

(
3

2
,
r2h
4θ

)


×

− 1

r2h
− e−r2

h/(4θ)

4θ3/2


2rh −

r3h
2θ

+ r2
he−r2

h/(4θ)

[
r2

h/(2θ)− 1

2θ1/2
−

√
πrh

8θ
√

1− e−r2h /(4θ)

]
γ2(3/2, r2

h/(4θ))



+
2λ2l2p

4r3h + rhλ2l2p

 1

rh
− r2

h
4θ3/2

e
−
r2

h
4θ

γ

(
3

2
,
r2

h
4θ

)



−1

. (59)

 

λ → 0 (CV )GUP

θ → 0

此即广义不确定原理影响下的非对易施瓦西黑洞

的热容. 可以看出, 当令  时,   可以回

到 (40)式, 即与不考虑广义不确定原理修正效应

的热容结果一致. 然后, 再令  时, 可以得到施

瓦西黑洞的热容 (39)式.

θ → 0另外, 在 (59)式中, 直接令  , 可以得到 

(CV )GUP = −2π
ℏ

(
r2h + λ2l2p/4

)2
r2

h − λ2l2p/4
, (60)

λ → 0

此为考虑广义不确定原理效应时的施瓦西黑洞热

容. 然后, 再令  , (60)式也可以回到施瓦西黑

洞的热容 (39)式. 这是与相关研究相符合的结果 [25].
 

5   总结与讨论

本文研究了具有正规性的非对易黑洞的热力

学性质. 首先, 我们分别利用表面引力、隧穿效应
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与黑洞热力学第一定律计算了非对易施瓦西黑洞

的温度. 结果表明, 由表面引力与隧穿效应所得的

黑洞温度相同, 而由传统热力学第一定律所得的黑

洞温度与上述两种方法所得的温度不一致. 文献

[51]提出, 对于包括非对易黑洞在内的一类正规黑

洞, 由于时空质量分布与经典黑洞有所不同, 热力

学第一定律应进行相应修正. 利用文献 [51]给出的

黑洞热力学第一定律的修正形式, 并应用黑洞面积

定律, 我们得到了与其他两种方法一致的黑洞温

度. 这样, 在非对易施瓦西黑洞中, 利用三种不同

的方法, 均得到了一样的黑洞温度. 而且, 该温度

表达式表明, 非对易黑洞的温度比相应的施瓦西黑

洞温度低. 不过, 对于大质量黑洞, 非对易黑洞温

度与施瓦西黑洞温度的差异会消失. 随后, 利用修

正的黑洞热力学第一定律, 计算了非对易施瓦西黑

洞的熵, 结果验证了非对易黑洞符合贝肯斯坦-霍

金面积定律. 然后, 根据得到的温度和熵, 并利用

修正的热力学第一定律, 得到了非对易施瓦西黑洞

的热容. 对热容结果进行分析, 近似得到在视界半

径与非对易参数满足一定条件时, 非对易施瓦西黑

洞的热容可以为正值. 这是与传统施瓦西黑洞的负

热容不同的热力学性质. 这表明, 非对易黑洞有可

能与外界达到热力学平衡, 黑洞可以在一定尺度范

围内稳定存在. 而在大质量极限下, 非对易施瓦西

黑洞的热容会回到施瓦西黑洞的情况.

其次, 我们考虑广义不确定原理体现的量子引

力效应, 并利用修正的黑洞热力学第一定律, 对非

对易施瓦西黑洞的热力学进行了进一步研究. 结果

表明, 广义不确定原理对黑洞温度、熵和热容均带

来进一步的量子修正. 广义不确定原理进一步降低

了黑洞的温度. 对于微观黑洞来说, 这一温度差异

有可能带来观测上的区别, 并可能对广义不确定原

理的量子引力效应进行检验. 广义不确定原理为黑

洞熵提供了一个面积对数的修正项. 而在大黑洞极

限下, 对数项影响可以忽略, 黑洞熵符合面积定律.

当黑洞减小至接近普朗克尺度时, 量子引力效应不

能被忽略, 黑洞熵不再符合面积定律. 对于广义不

确定原理影响下的黑洞热容, 可以看到, 忽略广义

不确定原理效应, 黑洞热容回到之前的非对易黑洞

热容, 再忽略非对易效应, 黑洞热容回到传统施瓦

西黑洞情况. 而在修正的热容公式中, 如果直接忽

略非对易效应, 则可得到广义不确定原理影响下的

施瓦西黑洞热容, 再忽略广义不确定原理效应, 也

可得到传统施瓦西黑洞热容.

黑洞热力学是量子引力效应的重要应用和探

测领域, 特别是在量子修正黑洞中. 广义不确定原

理在描述黑洞的量子性质中起着重要的作用. 本文

的研究可推广到带电荷和带角动量的非对易黑洞

中. 另外, 在此基础上, 研究非对易黑洞蒸发的量

子修正, 以及相关的辐射剩余和信息疑难等问题,

也应是值得继续的工作.
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Abstract

Black  hole  thermodynamics  establishes  a  deep  and  satisfying  link  to  gravity,  thermodynamics,  and

quantum theory. And, the thermodynamic property of black hole is essentially a quantum feature of gravity. In

this  paper,  in  order  to  study the influence of  the quantum gravity effect  on the quantum properties  of  black

hole, we study the thermodynamics and its quantum correction to a non-commutative black hole. First of all,

the temperature of the non-commutative Schwarichild black hole is calculated by using three different methods:

surface gravity, tunneling effects and the first law of black hole thermodynamics. It is found that the same hole

temperature is obtained by means of the surface gravity and tunneling effects. However, by using the first law

of black hole thermodynamics, different results are derived from the first two methods. Therefore, we incline to

the  result  obtained  by  surface  gravity  and  tunneling  effects,  and  the  temperature  obtained  by  the

thermodynamic law needs modifying. That is, for the non-commutative black hole, there is a contradiction to

the first law of thermodynamics. To calculate the temperature and other thermodynamic quantities for the non-

commutative Schwarichild black hole, we use the corrected first law of black hole thermodynamics proposed in

the literature. It is found that the black hole temperature derived by the corrected first law is the same as the

temperature obtained by the surface gravity and the tunneling model, and the black hole entropy still follows

Beckenstein-Hawking area  law.  Also,  the  heat  capacity  of  the  black hole  is  obtained and analyzed.  It  is  seen

that  when  the  horizon  radius  and  non-commutative  parameter  satisfy  the  particular  conditions,  the  heat

capacity  is  positive  and  the  non-commutative  black  holes  are  thermodynamically  stable.  This  is  a  different

result  from  that  of  the  usual  Schwarichild  black  hole.  Further,  by  studying  the  influence  of  generalized

uncertainty  principle  on  non-commutative  black  hole  thermodynamics,  the  quantum  corrections  from

generalized  uncertainty  principle  for  temperature,  entropy  and  heat  capacity  of  the  non-commutative

Schwarzschild black hole are given. It is found that with considering this quantum gravity effect, the obtained

black hole entropy contains the item of are alogarithm. If the effect of the generalized uncertainty principle is

neglected, the corrected black hole entropy can return to that in the usual case of Beckenstein-Hawing area law.

Similarly, the corrected black hole temperature and heat capacity can also return to their counterparts in the

case of usual Schwarzschild black hole when this quantum gravity effect is ignored.
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