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提出了一种适用于存在孤子内波水平变化波导的高效三维水下声场计算模型. 该模型忽略反向散射, 一

般情况下由于孤子内波的反向散射非常弱, 所以该模型能够提供精确的三维声场结果. 同时, 相对于双向三

维耦合简正波模型, 该模型在计算效率上能够至少提高一个数量级. 除了孤子内波环境之外, 本模型还适用

于存在小尺度海脊等反向散射比较弱的一般水平变化波导环境. 本文用该模型计算由 KdV方程得到的孤子

内波问题, 并用双向三维耦合简正波模型作为标准模型来验证本模型的计算精度. 计算结果表明本模型在反

向散射比较弱的波导环境中具有非常高的计算精度.
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1   引　言

作为一种中尺度海洋现象, 内波对水下声传播

具有显著影响. 因此, 在过去的几十年中人们对内

波问题做了大量研究 [1−15].

王宁等 [1] 通过分析 2005年黄海实验结果, 研

究了内波和潮汐引起的宽带正常模态振幅波动和

深度的相关性. 马树青等 [2] 研究了浅海孤子内波对

水下声传播和声源定位的影响, 并且发现当孤子内

波通过接收阵列时传播损失会产生 5 dB左右的波

动. 1995年浅海随机介质实验 (SWARM)通过研

究孤子内波存在时声信号的变化对浅海宽带声信

号进行了分析, 发现其时间波动在深度上是同步

的, 并依赖于水体的变化, 且利用水平折射对该现

象进行了解释 [3]. 2006年浅海实验 (SWARM'06)

对孤子内波存在下低频声场的波动进行了研究, 发

现在孤子内波通过期间, 水平折射效应对声场造成

了很大的影响 [4]. Lin等 [5] 研究了截断内波导管末

端的声辐射效应. Colosi[6] 使用耦合简正波方程模

拟了孤子内波存在时接收器位置的声波强度 ,

Yang[7] 利用该方程建立了模式耦合矩阵.

人们对孤子内波环境下三维声传播建模也进

行了大量研究, 针对孤子内波环境开发出了很多声

传播模型. 考虑到计算效率, 大多数模型基于抛物

方程理论 [8−10]. 针对孤子内波问题, 本文提出一种

基于耦合简正波理论的高效三维耦合简正波模型.

Ferla等 [11] 开发的 C-SNAP模型是计算水平

变化环境中声场的二维耦合简正波模型. 因为它基

于步进式算法, 所以在计算效率方面该模型并不逊

于现有的抛物方程模型. C-SNAP模型使用阻抗

匹配边界条件以保持比较高的精度. 本文提出的

三维模型利用 C-SNAP计算相应的二维线源解,

然后利用傅里叶变换技术得到三维声场解. 我们利

用骆文于等 [12,13] 开发的双向耦合简正波二维模型

DGMCM2D以及三维模型 DGMCM3D[14] 作为标
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准模型来验证本模型的计算精度并比较计算效率.

本文结构如下: 第 2节介绍三维单向耦合简正

波模型的理论基础. 第 3节首先利用本模型计算孤

子内波环境下的声场数值解, 并与双向耦合简正波

模型 DGMCM3D得到的结果进行对比; 其次数值

仿真同时存在孤子内波和海脊时的声场, 以表明本

模型具有处理一般弱反向散射特征水平变化波导

问题的能力. 第 4节给出总结和结论.
 

2   理　论

下面首先简要回顾二维单向耦合简正波模型

C-SNAP, 并分别给出二维点源问题和线源问题的

解; 然后介绍如何利用傅里叶变换方法将该二维模

型扩展为三维模型; 最后简单介绍本文采用的孤子

内波模型.
 

2.1    C-SNAP 模型

C-SNAP模型是由 Ferla等 [15] 提出的, 它是

一个二维单向传播耦合简正波模型. 如图 1所示,

对于水平变化波导问题, 我们将波导中水平变化区

域在距离上分为若干段, 每一段均视为水平不变的

波导环境.

exp(iωt) Sj

首先考虑柱坐标系下的二维点源问题. 取时间

因子   , 第 j 段 (  )内的声场可以表示为:
 

pj(r, z) =

Mj∑
m=1

ajm
H(2)

0 (kjmr)

H(2)
0 (kjmrj−1)

Ψ j
m(z), (1)

M j rj−1 rj

rj−1 ⩽ r ⩽ rj H(2)
0

kjm Ψ j
m(z)

其中   为第 j 段简正波号数,   和   分别为第

j 段的左边界和右边界 (  ),    是

0阶第二类 Hankel函数 ,    和   分别是第

S1 rj−1 = r1

j 段中第 m 号简正波的水平波数和本征函数. 在第

一段 (  )中, 设定   , 则第一段的模式系

数为
 

a1m =
i

4ρ(zs)
Ψ1
m(zs)H

(2)
0 (k1mr1),

m = 1, 2, · · · ,M1, (2)

zs其中  表示声源深度.

Sj Sj+1

Sj+1

r = rj

C-SNAP模型利用 Collins和Westwood[16] 提

出的阻抗匹配边界条件以取得更高的精度. 考虑

第 j 个竖直边界 (  和   之间的边界), 注意到

在   段的左边界上约化 Hankel函数的值为 1,

因此在边界  上有如下边界条件:
 

1√
ρj+1(z)cj+1(z)

Mj+1∑
m=1

aj+1
m Ψ j+1

m (z)

=
1√

ρj(z)cj(z)

Mj∑
m=1

ajm
H(2)

0 (kjmrj)

H(2)
0 (kjmrj−1)

Ψ j
m(z). (3)

对 (3)式两侧均施加如下运算:
  ∫

(·)
Ψ j+1
l (z)√
ρj+1(z)

dz, (4)

Sj+1

并利用简正波本征函数的正交归一性质, 可以得到

 中模式系数的表达式:
 

aj+1
l =

∫ Mj∑
m=1

ajm
H(2)

0 (kjmrj)

H(2)
0 (kjmrj−1)

×
Ψ j
m(z)Ψ j+1

l (z)√
ρj(z)ρj+1(z)cj(z)/cj+1(z)

dz,

l =1, 2, · · · ,M j+1. (5)

将 (1)式代入 (5)式可得
 

aj+1
l =

∫
pj(rj , z)

Ψ j+1
l (z)√

ρj(z)ρj+1(z)cj(z)/cj+1(z)
dz,

l = 1, 2, · · · ,M j+1.
(6)

由 (6)式可知, 只需要前一段随深度变化的声压和

本段的本征函数就可以得到本段的模式系数.

Sj

下面考虑直角坐标系中的二维线源问题. 将

第 j 段 (  )中的声场表示为
 

pj(x, z) =

Mj∑
m=1

ajm
e−ikj

mx

e−ikj
mxj−1

Ψ j
m(z). (7)

第一段中的模式系数为
 

 

r

z

r1

s1 s2 sj

r2 rj-1 rj

Source

图 1    水平变化波导 (红色虚线)的阶梯近似

Fig. 1. Stair  step  approximation  of  a  sloping  bottom  (red

dashed line). 
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a1m =
i

2ρ(zs)
Ψ1
m(zs)

e−ik1
mx1

k1m
, m = 1, 2, · · · ,M1. (8)

类似于点源问题, 可以得到如下所示的第 j 个竖直

边界上的阻抗匹配边界条件: 

1√
ρj+1(z)cj+1(z)

Mj+1∑
m=1

aj+1
m Ψ j+1

m (z)

=
1√

ρj(z)cj(z)

Mj∑
m=1

ajm
e−ikj

mxj

e−ikj
mxj−1

Ψ j
m(z). (9)

Sj+1

对（9）式两侧均施加 (4)式中的运算, 并利用简正

波本征函数的正交归一性质, 可以得到   段的

模式系数: 

aj+1
l =

∫
pj(xj , z)

Ψ j+1
l (z)√

ρj(z)ρj+1(z)cj(z)/cj+1(z)
dz,

l = 1, 2, · · · ,M j+1.
(10)

以上即为 C-SNAP模型的理论基础, 由此可

以看出, C-SANP是一个利用阻抗匹配边界条件的

二维单向传播耦合简正波模型. 当反向散射可以忽

略时, C-SNAP模型可以快速得到比较精确的声场

近似解. 

2.2    三维单向耦合简正波模型

笛卡尔坐标系下三维亥姆霍兹方程为 [17]: 

∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2
+

∂2p

∂z2
+ k2p = −δ(x− xs)δ(y)δ(z − zs),

(11)

(xs, 0, zs)点源坐标为  . 本文使用如下傅里叶变换对 

p̃(x, ky, z) =

∫ ∞

−∞
p(x, y, z)e−ikyydy, (12)

 

p(x, y, z) =
1

2π

∫ ∞

−∞
p̃(x, ky, z)eikyydky. (13)

对 (11)式两侧同时施加运算  ∫ ∞

−∞
(·)e−ikyydy, (14)

可得 

∂2p̃

∂x2
+

∂2p̃

∂z2
+(k2−k2y)p̃ = −δ(x−xs)δ(z− zs). (15)

二维线源的亥姆霍兹方程为 [17,14]
 

∂2p

∂x2
+

∂2p

∂z2
+ k2p = −δ(x− xs)δ(z − zs). (16)

通过比较 (15)式和 (16)式, 发现这两个方程形式

(k2 − k2y) k2

ky

p̃(x, ky, z) p̃(x, ky, z)

p(x, y, z)

相同 , 只不过 (15)式中左侧第三项的因子为

 , 因而 (16)式中对应的因子为  . 对于不

同的   值, 可以用二维模型得到对应的二维线源

解   . 这样, 可以先计算一系列   ,

然后经过反傅里叶变换就可以得到三维声场解

 .

p(x, y, z)

ky

由上可知, 为了得到三维声压   , 需要

对  进行积分. 为了避免数值溢出问题, 我们利用

围线积分来代替实轴上的积分 [18,19]，积分路径如下

所示 (参见图 2):
 

ky(s) = s+ iε tanh(δs), −∞ < s < ∞, (17)

在该积分路径上, (13)式变为
 

p(x, y, z) =
1

π

∫ ∞

0

p̃(x, ky(s), z) cos [ky(s)y]

×
[
1 + iεδsech2(δs)

]
ds. (18)

δ = 1/(6∆s) ∆s = (kmax − kmin)/(Ns − 1) ε =

3∆s/(2π log e) Ns

其中  ,   ,  

 ,   表示总积分采样点数.

由于本文提出的三维模型是对二维模型利用

傅里叶变换技术扩展得到的, 因此该三维模型的精

度和计算效率是由二维模型决定的. 由后面给出的

数值算例结果可以看出, 对于孤子内波问题, 相对

于 DGMCM2D模型, C-SNAP模型能够提供比较

精确的数值解, 然而在计算效率上 C-SNAP则至少

提高了一个数量级. 一般情况下由于孤子内波的反

向散射可以忽略不计, 本文提出的三维模型能够快

速提供比较精确的孤子内波问题的三维声场结果.
 

2.3    孤子内波模型

假设孤子内波的波阵面为平面, 海面为理想边

 

Im(ky)

Re(ky)

ky(s)=s+i tanh(s)

图 2    反傅里叶变换的积分围线 (圆圈代表简正波的本征

值, 即水平波数)

Fig. 2. Complex  integration  contour  for  evaluation  of  the

wavenumber  integral.  The  dots  indicate  horizontal

wavenumbers of the normal modes. 
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界条件, 海底为半液态介质, 如果满足浅海条件,

则单个孤子内波 KdV方程的双曲正割剖面解为 [2]
 

A(x, t) = A0sech2
(
x− x0

∆

)
, (19)

∆ A0

x0 = vt

其中   代表波包宽度 ,    为孤子内波的幅度 ,

 为孤子内波波包的位置, v 是孤子内波的传

播速度. 

3   数值模拟

下面首先考虑平海底条件下存在孤子内波的

情况, 以验证本文提出的三维模型的计算精度与效

率; 然后考虑同时存在内波和海脊, 且海脊高度相

对较小的情况. 在下面的数值计算中, 利用双向耦

合简正波模型 DGMCM2D和 DGMCM3D提供二

维和三维声场的标准解. 

3.1    声速剖面

考虑浅海负温跃层的波导环境, 声速剖面表达

式为 

c(z) =


c1, 0 ⩽ z < z1,

c2 + ξ(z − z2), z1 ⩽ z < z2,

c2, z2 ⩽ z ⩽ H,

(20)

ξ = −5 (m/s)/m

z1 = 20 m z2 = 40 m

H = 100 m

其中   为温跃层的声速梯度 , c1 =

1500 m/s, c2 = 1400 m/s,    ,    ,

 . 海底声速 , 密度和吸收系数分别为

2000 m/s, 2.0 g/cm3 和 0.1 dB/l.

A0 = 20 m ∆ = 100 m

x0 = 4 km

图 3给出了用于数值模拟的波导环境. 图 3(a)

为无孤子内波时的浅海负温跃层的声速剖面; 图 3(b)

给出了存在孤子内波时的声速剖面, 孤子内波波包

在距声源 4 km处 , 其中   ,    ,

 ; 图 3(c)为同时存在孤子内波和海脊时

的波导环境, 海脊在距声源 6 km处. 声源和接收

器的深度分别为 10 m和 70 m, 声源频率为 25 Hz. 

3.2    孤子内波问题的二维声场结果

图 4给出在无孤子内波和存在孤子内波时

DGMCM2D和 C-SANP得到的两组二维声场计

算结果, 其中双向耦合简正波模型 DGMCM2D被

用作标准模型. 从该图可以看出:

1)两组结果存在较大差异, 表明孤子内波的

存在对声传播有显著影响;

2)两组结果在 4 km (孤子内波位置)之前基

本重合, 表明孤子内波产生的反向散射可以忽略不计;

3)在每组结果中, C-SNAP与 DGMCM2D的

结果基本一致, 表明对于该问题, C-SNAP的结果

具有非常高的计算精度.

此外 , 对于该问题 , DGMCM2D和 C-SNAP

的运行时间分别为 94.7 s和 5.3 s, 可见 C-SNAP

在计算效率上比 DGMCM2D至少提高了一个数

量级. 因此, 本文提出的三维模型更适于计算内波

问题的三维声场.
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图 3    二维声速剖面示意图　(a)无孤子内波的声速剖面;

(b)孤子内波位于 4 km处的声速剖面; (c)孤子内波位于 4 km

处, 海脊位于 6 km处的声速剖面

Fig. 3. Sound speed fields considered in this paper: (a) The

background sound speed field; (b) in the presence of an in-

ternal wave soliton, centered at range 4 km from the source;

(c) in the presence of both an internal wave soliton centered

at 4 km and a cosine-bell shaped bottom ridge centered at 6 km

from the source. 
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3.3    孤子内波问题的三维声场结果

y = 0 km

z = 70 m

此处三维双向耦合简正波模型 DGMCM3D

被用作标准模型. 图 5分别给出 DGMCM3D和本

文提出的三维模型在 70 m深度水平面上的三维声

场计算结果 . 图 6给出纵向距离   , 深度

 的随距离 x 的传播损失曲线. 从图 5和图 6

可 以 看 出 本 文 提 出 的 三 维 模 型 的 结 果 与

DGMCM3D的结果非常一致, 表明本文提出的三

维模型对内波问题具有非常高的计算精度. 此外,

DGMCM3D和 C-SNAP3D的计算时间分别为

1616.2 min和 94.45 min. 此外, 图 5中在内波以

远的区域发现除了与距离有关的干涉现象, 还存在

明显的与角度有关的干涉现象.
 

3.4    同时存在孤子内波和海脊时的三维声
场结果

x = 6 km

为了验证本模型适用于反向散射很弱的一般

水平变化波导问题, 考虑孤子内波和海脊同时存在

的情况. 图 7是三维海底地形图, 海脊在距声源

 处 , 截面形状为宽度 100 m, 高度 10 m

的余弦函数, 海底深度可以表示为:
 

h(x) =


100− 10 cos

[ π
100

(x− 6000)
]
,

5950 m ⩽ x ⩽ 6050 m,

100, otherwise.

(21)

选择高度较小的海脊来保证反向散射可以忽

略 . 图 8给出 DGMCM2D模型和 C-SNAP模型

在 70 m深度的随距离变化传播损失曲线, 可以看

出两组计算结果基本一致, 表明海脊高度为 10 m

时反向散射可以忽略不计. 对于存在海底起伏的情

况, 如下因素会综合影响反向散射强度: 斜坡角

度、斜坡高度、斜坡海底声阻抗与海水声阻抗的比

值等 . 文献 [20]对这个问题进行了比较详尽的

讨论.

图 9分别给出 DGMCM3D模型和本文提出

的三维模型得到的三维声场计算结果, 可以看出两

者非常一致, 表明本文提出的三维模型也适用于反

向散射可以忽略的一般水平变化波导问题. 此外,

DGMCM3D和 C-SNAP3D的计算时间分别为

4778.8 min和 324.3 min.
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图 4    孤子内波环境下 DGMCM2D和 C-SNAP在 70 m深

度传播损失曲线　蓝色实线和红色虚线分别表示无孤子内

波时 DGMCM2D和 C-SNAP的计算结果 , 绿色和枚红色

虚线分别表示孤子内波波包在 4 km时 DGMCM2D和 C-

SNAP的计算结果, 黑色虚线表示孤子内波波包位置

Fig. 4. Transmission  loss  results  for  the  internal  solitary

wave problem computed by DGMCM2D and C-SNAP. The

blue solid  line  and red dashed line  are  the  results  by DG-

MCM2D and C-SNAP for the case without internal waves,

respectively,  and  the  green  and  magenta  dashed  lines

are the  results  by  DGMCM2D  and  C-SNAP  for  the  case

with  a  soliton  located  at  range  4  km,  respectively.  The

black dashed line indicates the center of the soliton. 
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图 5    70 m深度水平面上的三维传播损失结果　(a) DGMCM3D的结果; (b)本文提出的三维模型的结果, 黑色虚线代表孤子内

波波包的位置

Fig. 5. Three-dimensional transmission loss results in the horizontal plane at depth 70 m computed by (a) DGMCM3D and (b) the

present 3D model. The center location of the internal wave is indicated by dashed black lines. 
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4   结　论

作为一种二维单向耦合简正波模型, C-SNAP

在处理二维水平变化波导问题时具有非常高的计

算效率. 本文将其扩展为一个高效的三维耦合简正

波模型, 对孤子内波等反向散射非常弱的问题, 该

模型能够提供高效精确的三维声场结果.

本文数值模拟了存在孤子内波时的三维声场.

由于一般情况下孤子内波产生的反向散射可以忽

略不计, 本模型三维结果与 DGMCM3D的结果非

常一致, 然而本三维模型在计算效率上比DGMCM3D

至少提高了一个数量级. 此外, 从本文考虑的数值

算例结果我们发现由于孤子内波的影响, 在孤子内

波后方区域可能会出现依赖于角度的相干干涉. 最

后, 在孤子内波和海脊同时存在的条件下验证了当

反向散射可以忽略时, 本文提出的三维模型也适用

于一般的水平变化波导问题.
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y = 0 km图 6    纵向距离   , 深度 z = 70 m, 随距离传播的

损失曲线 , 蓝色实线和红色虚线分别为 DGMCM3D和本

文提出的三维模型的结果

y = 0 km
Fig. 6. Transmission loss lines versus range along the cross-

range    at  depth  z = 70 m  computed  by   DG-

MCM3D (the blue,  solid curve) and the present 3D model

(the red, dashed curve). 
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图 7    海底存在海脊的水平变化波导示意图

Fig. 7. Geometry  of  a  range-dependent  waveguide  with  a

bottom ridge. 
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图 8    孤子内波和海脊同时存在时深度 70 m处的二维传

播损失结果, 其中蓝色实线为 DGMCM2D结果, 红色虚线

为 C-SNAP结果

Fig. 8. Two-dimensional transmission loss results at a depth

of 70 m for the problem involving a solitary internal wave

as  well  as  a  bottom  ridge  by  DGMCM2D (the  blue,  solid

curve) and C-SNAP (the red, dashed curve). 
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图 9    同时存在孤子内波和海脊时深度 70 m水平平面上

的三维传播损失　(a) DGMCM3D结果; (b)本文提出的三

维模型的结果. 黑色和红色虚线分别表示孤子内波波包和

海脊中心的位置

Fig. 9. Three-dimensional  transmission  loss  results  in  the

horizontal plane at depth of 70 m in the presence of a solit-

ary  internal  wave  as  well  as  a  bottom ridge  computed  by

(a) DGMCM3D and (b) the present 3D model. The center

locations  of  the  internal  wave  and  the  ridge  are  indicated

by dashed black and red lines, respectively. 
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Abstract

An accurate and numerically efficient numerical model is very important for studying the effect of internal

wave on underwawter sound propagation.  A full-wave,  three-dimensional  (3D) coupled-mode model  is  able  to

deal  with  the  internal  wave  problem  with  satisfactory  accuracy,  but  such  a  model  is  in  general  numerically

inefficient. A numerically efficient 3D model is presented for sound propagation in a range-dependent waveguide

in  the  presence  of  solitary  internal  waves  in  this  work.  The  present  model  is  a  forward-marching  model  that

neglects backscattering. In this 3D model, an efficient two-dimensional (2D) coupled-mode model, C-SNAP, is

adopted to compute 2D acoustic field solutions excited by a line source. The C-SNAP is a 2D forward-marching

model,  which  uses  an  energy-conserving  matching  condition  to  preserve  accuracy.  An  appealing  aspect  of  C-

SNAP  is  that  its  efficiency  is  competitive  with  that  of  the  existing  parabolic  equation  model.  The  integral

transform technique is used to extend C-SNAP to a 3D model, where a complex integration contour is used for

evaluating the wavenumber integral.  A brief  review of C-SNAP and formulation of the present 3D model are

given.  The  forward-marching  models  are  primarily  suitable  for  treating  the  range-dependent  problems  with

weak  backscattering,  such  as  with  a  slowly  varying  bathymetry.  Since  in  general  the  backscattering  from

internal wave is weak, which is also validated numerically in this work, the present model is able to address the

problem of sound propagation through internal wave with satisfactory accuracy. At the same time, it achieves

an  efficiency  gain  of  at  least  an  order  of  magnitude  over  that  of  full  two-way,  3D model.  In  addition  to  the

internal  wave,  the  present  model  is  also  suitable  for  solving  the  general  range-dependent  problems  where

backscattering is weak, such as in the presence of a bottom ridge of a small height. Numerical simulations are

also  provided  to  validate  the  present  model,  where  a  two-way,  3D  model  serves  as  the  benchmark.  The

numerical  results  show  that  the  effect  of  the  internal  wave  on  the  acoustic  field  is  negligible  for  the  region

between the source and the internal  wave.  However,  the effect  is  significant on the other side of  the internal

wave.  A  more  interesting  observation  is  the  angular  dependence  of  the  interference  pattern  induced  by  the

internal wave.
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