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应用非 Fourier热传导定律构建了温度场模型, 即一类在无界域上的三维奇摄动双曲抛物方程的初边值

问题. 随着温度急剧变化, 热传导系数发生跳跃, 相应可以用非线性的具有间断系数的奇摄动双参数双曲方

程表示. 通过奇摄动双参数展开方法, 得到了该问题的渐近解. 首先应用奇摄动方法得到该问题的展开式, 通

过对解做出估计以及古典解的存在唯一性定理给出了内解和外解的存在性、唯一性. 其次, 由奇摄动理论, 得

到该类奇摄动双曲方程进行了初始层矫正, 得到了解关于时间的导数的估计. 并且通过用 Fourier 变换确定

了热传导系数跳跃的位置表达式, 从而得到了解的形式渐近展开式. 最后通过余项估计, 得到了渐近解的一

致有效性, 从而得到了热传导系数间断的温度场的分布.
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1   引　言

随着超短脉冲激光加热、金属快速凝固等现代

高新技术的发展, 热作用的周期时间短到皮秒以至

飞秒量级的超急速, 超常规热传导规律的研究越来

越引起人们的重视.

在许多实际物理问题中, 会遇到含有间断系数

的扩散问题, 例如, 热传导过程中在不同温度下,

热传导系数会出现间断 [1], 从而这些物理问题的数

学模型就归结于间断系数问题. 如何有效和准确地

求解它们仍然是一个很大的挑战. 虽然许多学者针

对这类问题的数值求解做了大量的研究工作, 但是

使用经典的有限元方法求解很难获得高精度的数

值解. 关建飞等 [1] 和沈中华等 [2] 用 Fourier热传导

定律描述了板状金属材料中脉冲激光激发的超声

波, 并用有限元方法进行了数值模拟. 对于常规条

件下的非稳态热传导问题, 人们经常采用 Fourier

热传导定律来描述热流密度与温度梯度之间的关

系, 也足够精确, 但是延伸到温度急剧变化的场合,

由于经典 Fourier热传导定律是准平衡假设, 假定

热播传播速度为无限大的热扩散行为, 就在应用中

产生了问题, 实验表明温度传播速度是有限的热波

行为, 因此应用非 Fourier热传导定律更合适. 文

献 [3, 4]分别报道了铁、钢铝合金等材料中的实验

结果, 表明了热传播中的非 Fourier性质. 李金娥

等 [5] 建立了一个双层材料层合板瞬态加热情况下

的非 Fourier热传导分析模型, 用向后差分法得到

了温度场的数值解. 张浙等 [6] 对非傅里叶热传导

的性质、模型、模型的求解及应用与实验等几个方
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H1

H1

面的研究进展做了较详尽的概括与评述, 并指出了

今后需要着重研究的方向. 我们采用非 Fourier热

传导定律来构建模型, 考虑由于温度急剧变化热传

导系数出现跳跃的情况, 得到了非线性的具有间断

系数的奇摄动双曲方程. 文献 [7]讨论了一类二阶

拟线性双曲型偏微分方程的   -Galerkin混合有

限元方法, 分析了两种有限元方法, 分别证明了连

续问题和离散问题解的存在唯一性. 对一维空间问

题做出了误差估计, 讨论了  -Galerkin混合有限

元方法在二元和三元空间问题中的推广, 通过数值

例子验证了数值方法的可行性. Amirov[8] 构造了

新的积分来表示具有分段常导系数和间断条件的

Sturm-Liouville方程的基本解, 研究了边值问题的

重要谱性质. Farrel等 [9] 和 Silva[10] 研究了具有间

断源项的半线性微分方程奇摄动问题. 上述文献都

是通过数值模拟的方法得到相关结果. Teixeria等 [11]

研究了一类微分方程系数出现间断时, 利用爆破技

术对非光滑动力系统进行正则化. 文献 [12−15]讨

论了具有间断系数的微分方程的稳定性、正则性.

文献 [16]研究了一类具有非 线性初边值条件的奇

摄动问题的 n 维拟线性双曲抛物方程，文献 [17]研

究了一类具有变动边界的初边值问题的奇摄动拟

线性双曲抛物方程，两者均给出了有效解的存在

性. 文献 [18]讨论了非 Fourier温度场分布的奇摄

动解. 文献 [19]用数值方法研究了具有界面耦合

的Frenkel-Kontorova (FK)晶格的热传导. 文献 [20]

通过应用数值分析方法详细分析了引起多个人工

神经网络发生的内在物理机制. 以上文献均是用数

值模拟的方法研究的. 文献 [21]应用数值分析方法

研究了随着偏压的增大 , 即绝对负迁移率现象

(ANM), 其平均速度会减小, 并且详细讨论了 ANM

任意段产生的内在物理机制和条件. 文献 [22]研究

了具有耦合位移的对称 FK晶格的热传导, 通过数

值计算得出耦合位移对控制热流起着至关重要的

作用. 但文献 [16,17]的模型并未出现系数间断的

情况. 文献 [12−15]只是涉及了间断系数, 并没有

确定位置关系. 迄今为止, 尚未见到关于具有间断

系数的奇摄动双曲方程的研究的报道, 特别是未见

关于间断位置未定的情形的报道.

本文考虑脉冲激光作用于材料表面基于热弹

机制产生的温度场. 过去通常用 Fourier热传导定

律描述由激光激发的温度场, 但由于激光作用的周

期非常短, 在瞬态热传导过程中 (特别是某些极端

情况, 如激光加热等), 热量传递具有和经典热传导

理论所认为的扩散行为完全不同的物理机制, 物理

机制的差异反映在描述物理行为的数学表达式上,

就是说以经典的 Fourier定律为基础建立起来的热

传导理论, 已不能对这种情况下的热量传递规律做

出合理的解释, 因此用 Fourier热传导定律来描述

就存在问题. 所以我们采用非 Fourier热传导定律

构造模型, 克服了这一问题. 由于温度急剧变化,

热传导系数出现跳跃, 得到了非线性的具有间断系

数的奇摄动双曲方程, 应用奇摄动双参数展开法得

到该问题的展开式, 并且通过给出最大模估计得到

了内外解的存在唯一性, 进而通过 Fourier变换确

定了热传导系数跳跃的位置关系, 从而得到了解的

形式渐近展开式. 其次通过余项估计, 得到了渐近

解的一致有效性, 从而得到了完整温度场的分布.

为非 Fourier热传导在非均匀材料领域中的应用研

究提供参考依据. 

2   模型建立

现在做如下的假设:

[H1]f1(x, y, z), f2(x, y, z)  是已知的任意阶连续

可微函数, 记 

f3 = f1x + f1y + f1z,

|f1| ⩽ Me
− r

r20
+kt+ z

h ,

|f3| ⩽ Me
− r

r20
+kt+ z

h ,

|∆f1| ⩽ Me
− r

r20
+kt+ z

h ,

|f2| ⩽ Me
− r2

r20
+kt+ z

h ,

其中 M 是正整数.

[H2]f(r) g(t)  及   是脉冲激光的空间分布, 可以

表示成 

f(r) = exp
(
−r2

r20

)
, g(t) = exp

(
− t

t0

)
,

r0 t0式中,   是激光辐照的光斑半径,   是脉冲激光的

上升时间.

[H3]u(x, y, z, t) ρ  表示 t 时刻的温度分布;   , c, k

分别表示密度、热容量和热扩散系数 . 记 m =
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k/(ρc) .

[H4]C
2k+α,k+α

2 (QT )  为 Banach空间, 

QT = Ω̄ × [0, T ], Ω = R2 × (0, h).

QT = Ω × [0, T ], Ω = [0, R]× [0, R],

Ω1 = [0, r∗]× [0, z∗], Ω2 = [0, r∗]× [z∗, h],

Ω3 = [0, r∗]× [z∗, h], Ω4 = [0, r∗]× [0, z∗],

Ω5 = [0, r∗]× [0, z∗], Q1t = Ω1 × [0, t∗],

Q2t = Ω2 × [0, t∗], Q3t = Ω3 × [t∗, t],

Q4t = Ω4 × [t∗, φ−1(r, z)], Q5t = Ω5 × [φ−1(r, z), t],

Ω1, Ω2, Ω3, Ω4, k(u) = k1 Ω5 k(u) =

k2(µu) Ω1 ∩Ω2 ∩Ω3 ∩Ω4∩Ω5 = Ω

在   上,    , 在   上,   

 ,     .

[H5] k(u)    为热传导系数, 

k(u) =

{
k1, u < C,

k2(µu), u > C,

k1, k2 µ

T = C z∗ = φ(x, y, t∗, ε) =

t∗ < t < T t∗

  C 为常数,   导数连续,   是小参数. 假设热传

导系数在   处满足    0, 其

中  ,   为发生跳跃的时间, 其中 

φ(x, y, t, ε) = φ0(x, y, t) + εφ1(x, y, t) + · · ·

+ εnφn(x, y, t) + · · ·

z = φ(x, y, t, ε)  待定.

u(x, y, z, t)

根 据 非 Fourier热 传 导 理 论 ,  温 度 场

 满足以下偏微分方程
 

ε
∂2u(x, y, z, t)

∂t2
+

∂u(x, y, z, t)

∂t
= ∇ · (k(u)∇u), (1)

其初始条件和边界条件为
 

−k
∂u(x, y, z, t)

∂z

∣∣∣∣
z=0

= I0(1−R)f(r)g(t),

∂u(x, y, z, t)

∂z

∣∣∣∣
z=h

= 0,

u(x, y, z, 0) = f1(x, y, z),

ut(x, y, z, t)|t=0 = f2(x, y, z),

I0

m = k1

式中, R 是样品表面的反射率; h 是样品的厚度;  

是单脉冲激光的辐照能量 . 令   , 把问题

(1)改写为
 

 

l(−)



ε
∂2u(−)(x, y, z, t)

∂t2
+

∂u(−)(x, y, z, t)

∂t
= m∆u(−)(x, y, z, t),

−k
∂u(−)(x, y, z, t)

∂z

∣∣∣∣
z=0

= I0(1−R)f(r)g(t), 0 < t < t∗,

∂u(−)(x, y, z, t)

∂z

∣∣∣∣
z=h

= 0, 0 < t < t∗,

u(−)(x, y, z, t)|z=φ(x,y,t,ε) = C, t∗ < t < T,

u(−)(x, y, z, 0) = f1(x, y, z), 0 < t < T,

u
(−)
t (x, y, z, t)|t=0 = f2(x, y, z), 0 < t < T.

(2)

 

 

l(+)



εu
(+)
tt + u

(+)
t =

1

ρc
∇(k2∇u+),

u(+)(x, y, z, t)|z=φ(x,y,t,ε) = C,

t∗ < t < T,

u(+)(x, y, z, t)z|z=h = 0,

t∗ < t < T.

(3)

 

3   形式展开

分别对 (2)式和 (3)式构造形式渐近解.

首先对 (2)式做正则展开, 得到
 

ū(x, y, z, t, ε) = ū
(−)
0 (x, y, z, t) + εū

(−)
1 (x, y, z, t)

+ ε2ū
(−)
2 (x, y, z, t) + · · ·

ε比较  的同次幂系数, 可得:
  

ū
(−)
0t = m∆ū

(−)
0 ,

ū
(−)
0 (x, y, z, t)|t=0 = f1,

−kū
(−)
0z (x, y, z, t)|z=0 = I0(1−R)f(r)g(t),

0 < t < t∗,

ū
(−)
0 (x, y, z, t)|z=φ0(x,y,t) = C, t∗ < t < T,

ū
(−)
0z (x, y, z, t)|z=h = 0, 0 < t < T.

(4)
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ū
(−)
1t = m∆u

(−)
1 − u

(−)
0tt ,

ū
(−)
1 (x, y, z, t)|t=0 = 0,

ū
(−)
1z (x, y, z, t)|z=0 = 0, 0 < t < t∗,

ū
(−)
1 (x, y, z, t)|z=φ1(x,y,t)

= −H
(−)
1 (x, y, φ0(x, y, t), t), t∗ < t < T,

ū
(−)
1z (x, y, z, t)|z=h = 0, 0 < t < T.

(5)

· · ·   

ū
(−)
nt = m∆u

(−)
n − u

(−)
n−1tt,

ū
(−)
n (x, y, z, t)|t=0=−Pn−1|t=0, 0<t<t∗,

ū
(−)
nz (x, y, z, t)|z=0 = 0, 0<t<t∗,

ū
(−)
n (x, y, z, t)|z=φn(x,y,t)

=−H
(−)
n (x, y, φ(x, y, t), t) t∗<t<T,

ū
(−)
nz (x, y, z, t)|z=h = 0, 0<t<T,

(6)

H
(−)
n (t, φ(t)) φ0(x, y, t), φ1(x, y, t),

φ2(x, y, t), · · · , φn−1(x, y, t) ū
(−)
0 , · · · , ū(−)

n−1

其 中    是  与        

 和  相关的

已知函数.

现给出 (2)式的合成展开式: 

u(x, y, z, t, ε)

= ū(−)(x, y, z, t, ε) + εp(x, y, z, t, ε)e−
t
ε ,

p ≈
∞∑
j=0

pjε
j , ū(−) ≈

∞∑
i=0

ū
(−)
i εi. (7)

ε将 (7)式代入到 (2)式中, 比较  的同次幂系数, 可得
  

p0t = −m∆p0,

p0|t=0 = ū
(−)
0t |t=0 − f2,

p0z|z=0 = 0,

p0|z=φ0(x,y,t) = 0,

p0z|z=h = 0.

(8)

· · · 
  

pnt = −m∆pn + pn−1tt,

pn|t=0 = ū
(−)
nt |t=0 + pn−1t|t=0,

pnz|z=0 = 0,

pn|z=φn(x,y,t) = 0,

pnz|z=h = 0.

(9)

对 (3)式做正则展开, 得到:
 

u(+)(x, y, z, t, ε) =

n∑
i,j=0

ū
(+)
ij εiµj

= ū
(+)
00 (x, y, z, t) + εµū

(+)
11 (x, y, z, t)

+ · · ·+ εkµlū
(+)
kl (x, y, z, t) + · · · , (10)

 

k2(µū
(+))= k(0)+k′(0)µū(+)(x, y, z, t)+· · ·

=

n∑
m=0

1

m!
km(0)µmū(+)m. (11)

将 (10), (11)式代入到 (3)式中, 可得 

 

n∑
i,j=0

εi+1µj ū
(+)
ijtt +

n∑
i,j=0

εiµj ū
(+)
ijt =

1

ρc
k2(0)

n∑
i,j=0

εiµj ū
(+)
ijr +

1

ρc
· 1
r

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)µmū(+)m ·

∑
ū
(+)
ijr ε

iµi

+
1

ρc

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)µ(+)mm

∑
∑

pij=m−1

(m− 1)!∏
pij !

∏
ū
(+)pij

ij µjpijεipij ·
(∑

ū
(+)
ijr ε

iµj
)2

+
1

ρc
k2(0)

N∑
i,j=0

εiµj ū
(+)
ijrr+

1

ρc

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)µm

∑
∑

pij=m

m!∏
pij !

∏
ū
pij

ij µjpijεipij ·
(∑

ū
(+)
ijrrε

iµj
)

+
1

ρc

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)µmm

∑
∑

pij=m−1

(m− 1)!∏
pij !

∏
ū
(+)pij

ij µjpijεipij ·
(∑

ū
(+)
ijz ε

iµj
)2

+
1

ρc
k2(0)

N∑
i,j=0

εiµj ū
(+)
ijzz+

1

ρc

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)µm

∑
∑

pij=m

m!∏
pij !

∏
ū
(+)pij

ij µjpijεipij ·
(∑

ū
(+)
ijzzε

iµj
)
. (12)
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εkµl pk,l

µm+
∑

jpij+2j = µl (1 ⩽ m ⩽ l)

讨论 (12)式中的   项的系数   只能为 0. 因为

 即

m+

k,l∑
i,j=0

jpij + 2j = l. (13)

m+

k−1,l−1∑
i,j=0

jpij + lpk,l + 2j = l

pk,l

(13)式 可 变 形 为   ,

易得  为 0.

ε同理,   的次数为  ∑
ipij + 2i = k. (14)

k−1,l−1∑
i,j=0

ipij + kpk,l + 2i = k

pk,l

(14)式可变形为   , 易得

 为 0.

εµ比较  的同次幂系数, 可得 (3)式的展开式为  

ū
(+)
00t =

1

ρc
· 1
r
k2(0)ū

(+)
00r +

1

ρc
k2(0)ū

(+)
00rr

+
1

ρc
k2(0)ū

(+)
00zz,

ū
(+)
00z |z=φ0(x,y,t) = C, t∗ < t < T,

ū
(+)
00z |z=h = 0, t∗ < t < T.

(15)

 

 

ū
(+)
k−1,ltt+ū

(+)
klt =

1

ρc
· 1
r
k2(0)ū

(+)
klr +

1

ρc
· 1
r

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)

∑
∑

pij=m

m!∏
pij !

k−1,l−1∏
ū
(+)pij

ij ·
k−1,l−1∑

ū
(+)
ijr

+
1

ρc

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)m

∑
∑

pij=m−1

(m− 1)!
k−1,l−1∏

pij !

k−1,l−1∏
ū
(+)pij

ij ·

(
k−1,l−1∑

ūijr

)(+)2

+
1

ρc
k2(0)ū

(+)
klrr

+
1

ρc

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)

∑
∑

pij=m

m!
k−1,l−1∏

pij !

k−1,l−1∏
ū
(+)pij

ij ·
k−1,l−1∑

ū
(+)
ijrr

+
1

ρc

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)m

∑
∑

pij=m−1

(m− 1)!
k−1,l−1∏

pij !

k−1,l−1∏
ū
(+)pij

ij ·
( k−1,l−1∑

ūijz

)(+)2

+
1

ρc
k2(0)ū

(+)
klzz

+
1

ρc

N∑
m=1

1

m!
k
(m)
2 (0)

∑
∑

pij=m

k−1,l−1∏
ū
(+)pij

ij ·
k−1,l−1∑

ū
(+)
ijzz,

ū
(+)
k,lz|z=φk(x,y,t) = −H

(+)
k (x, y, φk(x, y, t), t), t∗ < t < T ,

ū
(+)
k,lz|z=h = 0, t∗ < t < T,

 

H
(+)
k (t, φ(x, y, t)) φ0(x, y, t), φ1(x, y, t),

φ2(x, y, t), · · · , φk−1(x, y, t) ū
(+)
1 , · · · , ū(+)

k−1

其 中   是 与  

 和   相关的

已知函数.

我们给出如下定理.

QT =Ω̄×(0, T )

Ω = R2 × (0, h)

定理 1　考虑下述线性方程在  ,

 的初边值问题,
  

ut = m∆u+ g,

u(x, y, z, t)|t=0 = h1,

uz(x, y, z, t)|z=0 = h2,

uz(x, y, z, t)|z=h = h3.

(16)

|g| ⩽ Me
− r

r20
+kt+ z

h g ∈ C1,2(QT ) |h1| ⩽

Me
− r

r20
+kt+ z

h |h2|⩽Me
− r2

r20
+kt+ z

h |h3|⩽Me
− r

r20
+kt+ z

h

若满足   , 且   ,   

 ,   ,   ,

h2, h3 ∈ C3, 32 (QT )

|u| ⩽ De
− r

r20
+kt+ z

h

 , 其中 M 为正整数, 则 u 存在唯

一, 且满足估计式  , 其中 D 满足
 

D =



M

k +
m

r20
− 1

h2

, (x, y, z, t) ∈ QT \∂pQT ,

hMe
1

4r20
+ 1

, (x1, y1, z1, t1) ∈ ∂pQT |z=0,

hM, (x1, y1, z1, t1) ∈ ∂pQT |z=h,

MekT , (x1, y1, z1, t1) ∈ ∂pQT |t=0.

证明　上述估计式已在文献 [18]中证明, 在此

不详述. 下面证明存在唯一性.

QTk
= Ω̄k × (0, T )

Ωk ⊂ Ω g ∈ C1,2(QTk
),

考虑 (1)在   上的初边值问

题, 其中  是一个有界域. 因为 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 20 (2019)    204401

204401-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


h2, h3 ∈ C3, 32 (ΩTk
)

QTk

u ∈ C3, 32 (QTk
) |u| ⩽ De

− r

r20
+kt+ z

h ⩽ DekT+1

|g| ⩽ Me
− r

r20
+kt+ z

h ⩽ MekT+1

 , 满足文献 [15]中定理 8.3.1的

条件, 则 (1)在  上的初边值问题存在唯一的解

 . 因为   ,

即 D 有界 ,    , 所以与

边界 k 的选取无关, 则在无界域上该问题的解存在

且唯一. 同理, 可得 (3)式的解的存在唯一性. 证毕.

|un| ⩽ De
− r

r20
+kt+ z

h |pn| ⩽ De
− r

r20
+kt+ z

h |untt| ⩽

De
− r

r20
+kt+ z

h |pntt| ⩽ De
− r

r20
+kt+ z

h

推论　问题 (8)—(13)的解存在唯一, 且满足

 ,    ,   

 ,   .

根据定理可得 (4)—(15)式的解的存在唯一

性, 不再赘述.
 

4   热传导系数跳跃位置

k(u) u = C

z = φ(x, y, t, ε) = φ0(x, y, t, ε) + εφ1(x, y, t, ε)+

· · · εnφn(x, y, t, ε) + · · ·

定理 2　热传导系数  在  处发生跳跃的

位置  

 满足
 

φ0 = −
∫ ∞

t∗
u−1
0z (x, y, φ0)u0t(x, y, φ0)dt, (17)

  
u0z(x, y, φ0)φnt + u0zz(x, y, φ0)φn

+ u0tzφn = G(x, y, φ0, φ1, · · · ),

φn(x, y, t
∗) = 0,

(18)

φ0 · · · φn−1G 是由  ,   ,   决定的已知函数.

[0, T ]× [0, h]×R2证明  考虑在   上的温度场

分布
 

ε
∂2u(x, y, z, t)

∂t2
+

∂u(x, y, z, t)

∂t
= m∆u(x, y, z, t),

(19)

其初始条件和边界条件为
 

−k1
∂u(x, y, z, t)

∂z

∣∣∣
z=0

= I0(1−R)f(r)g(t),

∂u(x, y, z, t)

∂z

∣∣∣∣
z=h

= 0,

u(x, y, z, 0) = f1(x, y, z),

ut(x, y, z, t)|t=0 = f2(x, y, z).

x, y对 (19)式的  进行 Fourier变换, 可得到  

ε˜̃utt + ˜̃ut =
k1
ρc

λ2˜̃u+
k1
ρc

η2˜̃u+
k1
ρc
˜̃uzz,

˜̃u|t=0 =
˜̃
f1(λ, η, z),

˜̃ut|t=0 =
˜̃
f2(λ, η, z),

˜̃uz|z=0 =
˜̃
h1(λ, η),˜̃uz|z=h = 0.

(20)

˜̃u =
∑N

i=0
εi˜̃ui ε将   代入 (20)式, 比较   的同次幂系

数可得  

˜̃u0t = m(λ2 + η2)˜̃u0 +m˜̃u0zz,

˜̃u0|t=0 =
˜̃
f1(λ, η, z),

˜̃u0z|z=0 =
˜̃
h1(λ, η),˜̃u0z|z=h = 0.

...

˜̃un−1tt + ˜̃unt = m(λ2 + η2)˜̃un +m˜̃unzz,˜̃un|t=0 = −˜̃pn|t=0,˜̃unz|z=0 = 0,

˜̃unz|z=h = 0.

所以 

˜̃u0 = ˜̃v + ˜̃w =

∞∑
n=0

Cnem(λ2+η2−n2)t cosnz

+
−˜̃h1(λ, η, t)

2h
z2 +

˜̃
h1(λ, η)z,

 

 

Cn =

∫ π

−π
fdz∏

em(λ2+η2−n2)t

[
1

m(λ2 + η2 − n2)
−m(λ2 + η2 − n2)

] f=− ˜̃wt+m(λ2+η2) ˜̃w+m ˜̃wzz其中  ,   . 可求得

˜̃un=
∑

Cnem(λ2+η2−n2)t cos(nz) Cn =

∫ π

−π
fdz∏

em(λ2+η2−n2)t

[
1

m(λ2 + η2 − n2)
−m(λ2 + η2 − n2)

]
f = −˜̃un−1tt

  , 其中  ,

  . 化简得
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u0 =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

 ∞∑
n=0

Cnem(λ2+η2−n2)t cosnz +
−˜̃h1(λ, η, t)

2h
z2 +

˜̃
h1(λ, η)z

 eiηteiλtdηdλ, (21)

 

un =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(∑
Cnem(λ2+η2−n2)t cosnz

)
eiηteiλtdηdλ, (22)

 

u(x, y, φ(x, y, t), t, ε) = C, (23)
 

ut + uzφt = 0, (24)
 

φ(x, y, t) = φ0(x, y, t) + εφ1(x, y, t) + · · ·

+ εnφn(x, y, t) + · · · , (25)
 

N∑
n=0

unt(x, y, φ0)ε
n

+

N∑
n=0

untz(x, y, φ0)ε
n ·

N∑
n=1

φnε
n + · · ·

+

[ N∑
n=0

unz(x, y, φ0)ε
n +

N∑
n=0

unzz(x, y, φ0)ε
n

×
N∑

n=0

φnε
n + · · ·

] N∑
n=0

φntε
n = 0, (26)

u0t(x, y, φ0) + u0z(x, y, φ0)φ0x = 0, φ0(x, y, t
∗) = 0,

u0z(x, y, φ0)φnt + u0zz(x, y, φ0)φn + u0tzφn=G(x, y,

φ0, φ1, · · · ) φn(x, y, t
∗) = 0 ,    则确定了热传导系数

发生跳跃的位置关系. 证毕.

t∗

φ(x, y, t∗, ε) = 0 z = 0

z = φ(x, y, ε)

由定理 2可知, 热传导系数的跳跃点位置是由

问题 (17)所决定的 , 由条件 [H5], 在   时刻 ,

 , 这是在  平面上的位置, 此后

随着温度的变化, 位置由 (17)式决定. 跳跃点位置

 是一个曲面 , 将整个空间分割成

u > C u < C u < C

k1 u > C k2(µu)

Ω

 和  两个部分. 在  时, 热传导系数

为   , 而在   时, 热传导系数为   . 在空

间  中, 温度场是连续的, 但温度场在跳跃位置上

的变化率比较大. 

5   余项估计

定理 3　(1)式的余项 

u(x, t) = ū0 + εū1 + · · ·+ εN ūN + εp0e−
t
ε + · · ·

+ εNpN−1e−
t
ε + εN+1R,

∥R∥L2(QT ) + ∥∇R∥L2(QT ) + ∥Rt∥L2(QT ) ⩽ M满足  .

证明　(1)式经过极坐标变换后可得 

εutt + ut

=
1

ρc

1

r
k(µu)ur +

1

ρc
k(µu)rur +

1

ρc
k(µu)urr

+
1

ρc
k(µu)zuz +

1

ρc
k(µu)uzz, (27)

考虑 (1)式的余项 

u(x, y, z, t)

= ū0 + εū1 + · · ·+ εN ūN + εp0e−
t
ε + · · ·

+ εNpN−1e−
t
ε + εN+1R. (28)

将 (26)式代入到 (25)式中, 可得
 

  ∑n

i,j=0
εi+1µj ū

(+)
ijtt +

∑n

i,j=0
εiµj ū

(+)
ijt + εN+2Rtt + εN+1Rt

=
1

ρc

1

r

∑N

m=0

1

m!
km2 (0)µm

(∑N

i,j=0
εiµj ūij + εN+1R

)m(∑N

i,j=0
εiµj ūijr + εN+1Rr

)

+
1

ρc

∑N

m=0

1

m!
km2 (0)µmm

(∑N

i,j=0
εiµj ūij + εN+1R

)m−1

·
(∑N

i,j=0
εiµj ūijr + εN+1Rr

)2

+
1

ρc

∑N

m=0

1

m!
km2 (0)µm

(∑N

i,j=0
εiµj ūij + εN+1R

)m(∑N

i,j=0
εiµj ūijrr + εN+1Rrr

)

+
1

ρc

∑N

m=0

1

m!
km2 (0)µmm

(∑N

i,j=0
εiµj ūij + εN+1R

)m−1

·
(∑N

i,j=0
εiµj ūijz + εN+1Rz

)2

+
1

ρc

∑N

m=0

1

m!
km2 (0)µm

(∑N

i,j=0
εiµj ūij + εN+1R

)m(∑N

i,j=0
εiµj ūijzz + εN+1Rzz

)
, (29)
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可得 

εR2tt +R2t −m∆R = −2ūNtt − pNtte−
t
ε , Rz|z=h = 0, Rz|z=φ(x,y,t) = C, R|t=0 = 0, Rt|t=0 = 0, (30)

f = −2ūNtt − pNtte−
t
ε |ūNtt| ⩽ MekT |pNtt| ⩽ MekT

∫
QT

f2dQT ⩽ 4

k
MekT∫

QT

f2dQT

(28)式中, 记  , 由推论可得  ,   . 所以  ,

显然  有界.

2Rt QT = Q1T

∪
Q2T

∪
Q3T

∪
Q4T

∪
Q5T(28)式左右同乘  , 并在  上积分, 可得  ∫

QT

2εRtRttdQT +

∫
QT

2R2
t dQT −

∫
QT

2mRt∆RdQT =

∫
QT

2fRtdQT , (31)

其中,  ∫
QT

2εRtRttdQT =

∫
Q1t

2εRtRttdQ1t +

∫
Q2t

2εRtRttdQ2t +

∫
Q3t

2εRtRttdQ3t +

∫
Q4t

2εRtRttdQ4t

+

∫
Q5t

2εRtRttdQ5t =

∫ r∗

0

∫ t∗

0

∫ z∗

0

ε(R2
t )tdQ1t +

∫ r∗

0

∫ t∗

0

∫ h

z∗
ε(R2

t )tdQ2t +

∫ r∗

0

∫ t

t∗

∫ h

z∗
ε(R2

t )tdQ3t

+

∫ r∗

0

∫ φ−1(r,z)

t∗

∫ z∗

0

ε(R2
t )tdQ4t +

∫ r∗

0

∫ t

φ−1(r,z)

∫ z∗

0

ε(R2
t )tdQ5t =

∫ r∗

0

∫ z∗

0

ε(R2
t )tdzdr, (32)

−
∫
QT

2mRt∆RdQT = −2m

∫
QT

divRt∇RdQT + 2m

∫
QT

∇Rt∇RdQT = m

∫
QT

|∇R|2tdQT(29)式的  ,
 

m

∫
QT

|∇R|2tdQT = m

∫
Q1t

|∇R|2tdQ1t +m

∫
Q2t

|∇R|2tdQ2t +m

∫
Q3t

|∇R|2tdQ3t +m

∫
Q4t

|∇R|2tdQ4t

+m

∫
Q5t

|∇R|2tdQ5t=m

∫ r∗

0

∫ t∗

0

∫ z∗

0

|∇R|2tdQ1t+m

∫ r∗

0

∫ t∗

0

∫ h

z∗
|∇R|2tdQ2t+m

∫ r∗

0

∫ t

t∗

∫ h

z∗
|∇R|2tdQ3t

+m

∫ r∗

0

∫ φ−1(r,z)

t∗

∫ z∗

0

|∇R|2tdQ4t +m

∫ r∗

0

∫ t

φ−1(r,z)

∫ z∗

0

|∇R|2tdQ5t= m

∫ r∗

0

∫ h

0

|∇R|2tdzdr, (33)

将 (30), (31)式代入到 (29)式, 化简可得  ∫ r∗

0

∫ h

0

εR2
t (r, z, t)dzdr +

∫
QT

R2
t dQT +m

∫ r∗

0

∫ h

0

|∇R(r, z, t)|2dzdr ⩽
∫
QT

f2dQT ,

其中 

f2 = −2u2
Ntt − 2ε2p2Ntte

− 2t
ε . (34)∫

QT

R2
t dQT ⩽

∫
QT

f2dQT L =

∫
R2dΩ由  , 记  , 有

  ∫
QT

(R2)tdQT = 2

∫
QT

RRtdQT ⩽
∫
QT

R2dQT +

∫
QT

R2
t dQT ,

L ⩽
∫ t

0

Ldt+
∫
QT

R2
t dQT ⩽

∫ t

0

Ldt+
∫
QT

f2dQT ,

v =

∫ t

0

Ldt
∫
QT

R2dQT ⩽ ∥f∥2(eT − 1)

∫ r∗

0

∫ h

0

|∇R|2dzdr ⩽ ||f ||2∫
QT

|∇R|2dQT =

∫ t

0

∫
QT

|∇R|2dzdrdt ⩽
∫ t

0

||f ||2dt = T ||f ||2
∫

|∇R|2dQT

||R||L2(QT ) + ||∇R||L2(QT ) + ||Rt||L2(QT ) ⩽ M

记  , 根据 Gronwall不等式, 可得  . 因为  , 所

以  有界, 则  有界. 根据文献 [17,23],

可得余项 R 在区域 Q 上一致成立下面的估计式  . 因此 R 有界,

即 (26) 式一致有效. 证毕.
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6   结束语

t = 0

O(ε) O(1)

采用非 Fourier热传导定律来构造温度场模

型, 即一类在无界域上的三维奇摄动双曲抛物方程

的初边值问题, 通过奇摄动分析, 得到该问题的形

式渐近解, 通过对解做出估计以及古典解的存在唯

一性定理给出了内解和外解的存在性、唯一性. 其

次对该类奇摄动双曲方程进行了初始层矫正, 得到

了解关于时间的导数的估计. 由于出现了热传导系

数间断的情形, 而间断的位置未定, 从而产生了自

由边界问题, 采用双参数展开法、Fourier变换确定

了热传导系数跳跃的位置表达式, 得到了渐近展开

式, 克服了高维无界域上的自由边界问题, 从而得

到了解的形式渐近展开式. 最后通过余项估计, 得

到了渐近解的一致有效性, 从而得到了热传导系数

间断的温度场的分布. 通过本文的分析, 可以看到

温度场在   附近有一个极薄的初始层, 温度场

是连续的, 而导数则有一个明显的变化. 与以往工

作比较可得, 初始层呈现角层现象, 即温度场的变

化是  阶, 而导数则是  阶, 在热传导系数的

跳跃位置两侧, 我们应用双参数奇摄动方法, 得到

了温度场的渐近表达式. 当热传导系数为常数时,

温度场由常系数线性双曲方程表达, 从而可以求得

解. 但当热传导系数不为常数时, 温度场则由非线

性双曲方程表达, 求解就相当困难. 而双参数奇摄

动渐近展开则将问题转化为一系列的常系数双曲

方程, 从而可以得到渐近解析解, 是本文的创新之

处. 热传导系数跳跃位置是另一个困难所在. 当热

传导系数是跳跃的情形, 本文实际上是关于双曲方

程的自由边界问题. 因此确定热传导系数跳跃的位

置就具有重要意义. 我们应用 Fourier变换和奇摄

动渐近展开, 得到了热传导系数跳跃位置的表达

式, 从而可以确定其位置. 到目前为止, 还较少看

到这方面的结果.
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Abstract

Thermoelastic  coupling  model  excited  by  laser  is  of  great  significance  in  engineering.  To  study  the

thermoelastic coupling model, the distribution of temperature field must be determined firstly. Because the laser

excitation time is short (usually femtosecond), the traditional Fourier heat conduction law is no longer suitable.

Therefore,  it  is  necessary  to  establish  the  distribution  of  temperature  field  by  using  the  non-Fourier  heat

conduction law. Previous studies on the temperature field model mostly use numerical  analysis and computer

simulation to discuss its numerical solution, but few can directly solve the analytical solution of the model. Up

to now, there are few reports about using singularly perturbed analysis method to solve the asymptotic solution

of temperature field model and determine the jumping position of heat conductivity coefficient. In this paper, a

temperature field model is constructed by using the non-Fourier heat conduction law, i.e. a class of singularly

perturbed  hyperbolic  equations  with  small  parameters  in  an  unbounded  domain.  The  nonlinear  singularly

perturbed  two-parameter  hyperbolic  equations  with  discontinuous  coefficients  are  obtained  when  the  heat

conduction coefficients jump due to sharp temperature changes. By using the singularly perturbed biparametric

expansion method, the asymptotic solution of the problem is obtained. First,  the expansion of the problem is

obtained  by  using  singularly  perturbed  method.  The  existence  and  uniqueness  of  the  internal  and  external

solutions  are  obtained  by  estimating  the  maximum  modulus  of  the  internal  and  external  solutions  and  the

maximum modulus estimates of  the time derivatives,  and the formal asymptotic expansion of the solutions is

obtained.  Secondly,  the  singularly  perturbed  hyperbolic  equation  is  corrected  by  the  singular  perturbation

theory,  and  the  derivative  of  the  solution  is  estimated.  The  position  expression  of  the  jump  of  the  thermal

conductivity coefficient  is  determined by the Fourier  transform, and the seam method is  used to connect  the

seams of the two sides of the jump position of the thermal conductivity coefficient, thus the form asymptotic

expansion  of  the  solution  is  obtained.  Finally,  the  uniform validity  of  the  asymptotic  solution  is  obtained by

estimating the residual term, and the distribution of the temperature field with discontinuous heat conduction

coefficient  is  obtained.  In  this  paper,  we  have  synthetically  applied  the  knowledge  of  ordinary  differential

equations,  partial  differential  equations,  mathematical  and  physical  equations,  nonlinear  acoustics,

mathematical  analysis,  singular  perturbation  theory  and  so  on,  which  enriched  the  study  of  non-Fourier

temperature field model.
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