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本文讨论了星型网络中耦合 Kuramoto振子的同步优化问题. 分别考察具有随机频率分布叶子节点的单

星型结构和多星型结构耦合网络达到同步所需的临界耦合强度. 基于正弦函数的有界性导出的理论结果表

明, 单星型结构网络中, 系统同步临界耦合强度与中心振子频率之间具有分段线性关系, 而多星型结构耦合

网络中, 系统同步临界耦合强度与所有星型结构中心振子的频率之和保持分段线性关系. 两种结构的网络的

同步临界耦合强度最小值均在分段线性的转折点处. 多星型结构耦合网络中, 最小同步临界耦合强度出现在

耦合系统只有一个同步集团的情形, 而最大同步临界耦合强度出现在耦合系统有多个同步集团的情形.
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1   引　言

自 20世纪末发现复杂网络中的小世界和无标

度特性后, 复杂网络的相关研究引起了越来越多学

者的关注 [1−4]. 自然界中存在许多的复杂网络, 例

如因特网、人际关系网、电力网、交通网等. 复杂网

络可以作为神经科学 [5]、模式识别 [6]、化学 [7]、生物 [8]、

天气 [9−11] 等系统的网络模型. 在无标度网络提出

以前, 人们普遍认为所有复杂网络均为随机网络,

且其节点的度分布为泊松分布, 而在无标度网络提

出后, 人们发现自然界中的大量网络 (例如: 科研

合作网络、蛋白质相互作用网络、因特网、社交网

络等)都具有无标度特性, 因此无标度网络的特性

引起了许多研究人员的兴趣. 无标度网络具有较强

的异质性, 各节点之间的连接具有较强的不均匀

性, 即网络中极少数的中心节点拥有极多的连接,

而大多数节点只有很少量的连接. 网络中的这些中

心节点对网络的动力学和功能起着关键性作用. 而

无标度网络所具有的较强的异质性主要来源于其

星型结构的模体. 星型网络可以看成是无标度网络

在统计意义下重整后的理想简化模型, 但与无标度

网络具有多个中心节点不同, 星型网络只有一个中

心节点, 其网络结构更加简单, 易于分析, 因此可

通过研究简单的星型网络的特性来帮助理解无标

度网络的某些特性.

同步现象是指具有相互作用的系统之间形成

的步调一致的运动. 其中, 在复杂网络中节点的同

步是指网络中的各节点的动态行为具有一致性 [12].

同步现象广泛存在于自然界中, 如在物理、生物、

化学及社会系统中均可观察到, 并具有较为丰富的

应用, 包括 Josephson-Junction阵列 [13]、半导体激

光器阵列 [14]、萤火虫的闪烁 [15]、心脏起搏细胞 [16]、

帕金森疾病 [17] 和其他一些应用 [18,19]. 耦合相振子

模型 (Kuramoto模型)[20−22] 因能够简单且有效地

描述很多物理系统中的同步和相变行为而成为研

究同步问题的经典模型. 本文拟以 Kuramoto模型

研究星型结构网络的同步优化问题. 耦合Kuramoto
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模型中, 每个节点代表一个具有不同自然频率的相

振子, 在解耦时以固定的自然频率做匀速旋转. 节

点之间通过相位影响产生耦合作用, 星型网络上

Kuramoto模型动力学方程如下:  
θ̇h = ωh + λ

K∑
j=1

sin(θj − θh),

θ̇j = ωj + λ sin(θh − θj), j = 1, 2, · · · ,K,

(1)

θh, θj

ωh, ωj λ

λc

其中  分别表示中心节点和第 j 个叶子节点相

位;   为对应的自然频率;    为中心节点与叶

子节点连接的耦合强度; K 为叶子节点个数. 当两

个节点平均频率相等时, 可认为它们达到同步. 当

耦合强度超过某一阈值时, 耦合系统中所有节点的

平均频率均相等并达到同步, 我们称该阈值为同步

临界耦合强度  . 同步优化就是通过调整或控制系

统的参数使整个系统的同步临界耦合强度达到最

小值, 其与实际生活中的许多应用, 例如电网的优

化、通信领域、生物和医学等密切相关.

最近 , 星型网络上的同步有许多相关研究 .

Bergner等 [23] 在星型网络中发现了一种新的同步

机制, 即远程同步, 具体表现为星型网络中的中心

节点与叶子节点不同步的情况下, 叶子节点之间可

以实现同步. Schmidt等 [24] 研究发现在人类大脑

神经网络中, 中心节点对大脑模块之间的同步聚合

发挥着关键性作用. 这些对单个星型网络的研究让

人们在纯星型网络上的同步方面有了更深的认识.

而在无标度网络中, 有多个中心节点并存且有可能

存在相互作用, 中心节点与叶子节点的异质性使

得无标度网络的同步能力低于小世界网络 [25].

Zhang等 [26] 发现多层耦合网络中, 可以很好地实

现爆发式同步. 通过引入星型网络模型, 在无标度

网络中引入与度相关的频率分布后, 系统分析了实

现爆发式同步和分层同步的产生机制 [27]. Xu等 [28]

分析了两个星型网络耦合情况下的同步相变问题.

在上述星型网络的研究中, 叶子节点的自然频率通

常被设置成相等或是只存在较小的频率失配. 然

而, 现实系统中这种理想假设条件常常无法达到,

因而有必要讨论具有随机频率分布情形下, 耦合系

统的同步问题.

本文在叶子节点频率随机分布的情况下, 讨论

耦合星型网络的同步优化问题, 以理论推导的同步

临界耦合强度为基础, 通过调节耦合系统的参数,

获取最小同步临界耦合强度, 从而实现对耦合系统

的同步优化. 第 2节从单个星型结构网络着手分析

同步优化问题, 结果表明其同步临界耦合强度与中

心振子频率之间具有分段线性关系, 在分段点处取

得最优值. 第 3节讨论两个星型结构网络相互耦合

的情形, 发现系统的同步临界耦合强度与两中心振

子的频率之和间具有分段线性关系, 且中心振子频

率之和取在某一定值上时可使同步临界耦合强度

达到最小值. 当中心振子的频率不同时, 系统具有

不同的同步过程. 当系统走向同步的过程中只有一

个同步集团时, 整个系统的同步临界耦合强度较

小, 而当系统中产生多个同步集团时, 整个系统的

同步临界耦合强度较大. 第 4节分析了多个星型结

构网络耦合的情况, 结果表明系统的同步临界耦合

强度与所有中心振子的自然频率之和间存在分段

线性关系. 

2   单个星型网络

首先讨论单个星型网络的情况, 网络结构如

图 1(a)所示. Wang等 [29] 研究并从理论上确定了

单个星型网络的同步条件. 当系统达到同步时, 系
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图 1    耦合星型网络示意图　(a)单个星型网络; (b)两个耦合星型网络; (c)多个耦合星型网络

Fig. 1. Coupled star networks: (a) Single star network; (b) two coupled networks; (c) multiple coupled networks. 
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统所有节点的平均频率都相等, 设为 W, (1)式可

以转化为 

Ω = ωh + λ

K∑
j=1

sin(θj − θh), (2a)

 

Ω = ωj + λ sin(θh − θj), j = 1, 2, · · · ,K, (2b)

合并 (2a)和 (2b)式可以得到 

Ω =

ωh +
K∑
i=1

ωi

K + 1
. (3)

当系统同步时, 叶子节点满足 (2b)式, 则 

sin(θh − θj) =
Ω − ωj

λ
, j = 1, 2, · · · ,K,

由于正弦函数的有界性得 

λ ⩾ max
j

|Ω − ωj | , j = 1, 2, · · · ,K. (4)

将 (3)式代入 (4)式得到临界耦合强度: 

λc = max
j

∣∣∣∣∣∣∣∣
ωh +

K∑
i=1

ωi

K + 1
− ωj

∣∣∣∣∣∣∣∣ , j = 1, 2, · · · ,K. (5)

λ ⩾ λc

θj(t) = Ωt+ π − arcsin
(
Ω − ωj

λ

)
+ c

θj(t) = Ωt+ arcsin
(
Ω − ωj

λ

)
+ c

θh(t) = Ωt+ c

若系统要达到同步, 则其耦合强度需满足   .

当系统的耦合强度大于等于临界耦合强度时, 联

立 (1)和 (2)式可得, 系统同步时, 第 j 个叶子节点

相位满足   或

者   , 中心节点相

位满足  , 其中 c 为任意实数. 当且仅

当系统中节点的相位满足  
θj(t) = Ωt+ arcsin

(
Ω − ωj

λ

)
+ c,

θh(t) = Ωt+ c

(6)

λ ⩾ λc

λ ⩾ λc

时, (1)式对应雅克比矩阵的特征值全部小于 0. 实

际计算结果表明,   时, 对于任意的初始相位,

耦合系统都会同步到 (6)式的通解上 . 因此 ,

 时系统能达到同步, 说明使用正弦函数的有

界性得到的结果是可靠的.

从 (4)和 (5)式可知, 临界耦合强度为所有节

点的频率与最大 (小)频率的差的平均值, 即: 

λc = |Ω − ωm|

=
|ωh − ωm + ω1 − ωm + ω2 − ωm + · · ·+ ωK − ωm|

K + 1
,

(7)

ωm

ωm Ω

ωm

λc = max
j

|Ω − ωj | Ω

  为与平均频率差值最大的叶子节点的频率. 由

(4)式可知  与  差距越大, 则所需的同步临界耦

合强度越大. 由 (5)式可知, 当节点频率变化时, 同

步临界耦合强度也相应地发生变化, 相较于其他叶

子节点 , 改变   对临界耦合强度的影响较大 .

 随着  的变化可以写成如下分段

函数形式: 

λc =


max
j

ωj −Ω, Ω ⩽
min
j

ωj + max
j

ωj

2
,

Ω − min
j

ωj ,  Ω ⩾
min
j

ωj + max
j

ωj

2
.

Ω <

max
j

ωj + min
j

ωj

2
λc Ω

Ω >

max
j

ωj + min
j

ωj

2
λc Ω

Ω =

max
j

ωj + min
j

ωj

2

当   ,    随着   的增大而减小.

当   ,    随着   的增大而增大.

在  , 即平均频率取在叶子节点

频率范围的中点时, 耦合振子具有最小同步临界耦

合强度: 

λ̂c =

max
j

ωj − min
j

ωj

2
,

λ̂c其中  表示最优临界耦合强度. 故由 (3)式可得使

耦合系统达到最优同步临界耦合强度对应的节点

最优频率值应满足: 

ω̂h +
K∑
j=1

ωj

K + 1
=

max
j

ωj + min
j

ωj

2
. (8)

ω̂h此时, 最优中心频率  为 

ω̂h = (K + 1)

max
j

ωj + min
j

ωj

2
−

K∑
j=1

ωj . (9)

对于单个星型网络系统, 由 (7)式可知同步临

界耦合强度与中心振子频率之间具有分段线性关

系. 当所有叶子节点频率确定时, 由 (9)式可得实

现最优同步 (最小同步临界耦合强度)对应的最优

中心振子频率. 即当整个系统的平均频率等于叶子

节点频率最大值与最小值的中点时, 星型网络系统

的同步临界耦合强度有最小值. 

3   两个相互耦合的星型网络

S1考虑两个通过中心节点耦合的星型网络  和
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S2 , 如图 1(b)所示, 其动力学方程为 

θ̇h1
= ωh1

+ λ1

K1∑
j1=1

sin(θj1 − θh1
) + λ0 sin(θh2

− θh1
),

(10a)
 

θ̇j1 = ωj1+λ1 sin(θh1
−θj1), j1 = 1, 2, · · · ,K1, (10b)

 

θ̇h2
= ωh2

+ λ2

K2∑
j2=1

sin(θj2 − θh2
) + λ0 sin(θh1

− θh2
),

(10c)
 

θ̇j2 = ωj2 + λ2 sin(θh2
− θj2), j2 = 1, 2, · · · ,K2,

(10d)

θh1 , θh2 , θj1 , θj2 ωh1 , ωh2 , ωj1 , ωj2

K1, K2 λ1, λ2

λ0

其中   和   分别是

S1 和 S2 的中心节点和叶子节点的相位、自然频率;

 和  是 S1 和 S2 中叶子节点的数目、叶

子节点和中心节点间的耦合强度;   是 S1 和 S2 中

两个中心节点之间的耦合强度.

K1 = 3,K2 = 4 λ0 = λ1 =

λ2 = λ

ωh1 , ωh2

λ

ωh1 , ωh2

λc

以  为例, 令耦合强度 

 , 基于四阶 Runge-Kutta法计算 (10)式, 获

得不同中心节点频率  下, 节点的平均频率

随耦合强度  的变化, 如图 2(a)—(e)所示. 对任意

给定的  , 都可以计算出对应的同步临界耦

合强度   . 图 2(f)给出了系统的同步临界耦合强

λc ωh1 , ωh2度   随   的变化关系. 可知, 同步临界耦合

强度在不同的参数区域呈现不同的变化趋势. 在远

离对角线的左上和右下区域, 同步临界耦合强度沿

对角线方向基本不变, 而在沿对角线的垂线方向发

生改变. 越接近对角线, 同步临界耦合强度越小;

在对角线附近区域, 同步临界耦合强度在对角线的

垂线方向基本不变, 而在沿对角线方向发生变化,

并在中间某处取得最小值. 图 2(a)—(e)给出了在

图 2(f)中的五个黑点对应参数下的平均频率随耦

合强度变化关系. 图 2(a)和图 2(e)是远离对角线

的情形, 随着耦合强度的增大, 耦合系统的节点会

先形成两个同步子集团, 再通过两个同步子集团合

并而达到同步. 图 2(b)—(d)是靠近对角线的情形,

随着耦合强度的增大, 耦合系统的节点会直接先形

成一个规模较大同步集团并通过不断吸引其他节

点加入而走向整体同步. 与通过大集团与小个体竞

争走向同步相比, 两个规模相当的同步集团相互竞

争走向同步的难度明显要大, 因此要使系统更容易

达到同步, 应该尽量避免使系统产生多个同步子集团.

下面讨论耦合星型网络中, 节点的频率值对系

统同步临界耦合强度的影响. 当系统达到同步时,

所有节点的平均频率相等, 可将 (10)式合并并消
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ωj1 = [0.31, 0.42, 0.5] ωj2 = [0.58, 0.53, 0.57, 0.33]

λc ωh1 , ωh2

图 2      ,   情况下的数值计算结果　(a)−(e)不同中心节点频率情况下的节点平

均频率随耦合强度的变化, 其中红线和蓝线分别表示 (a)−(e)不同中心节点频率情况下的节点平均频率随耦合强度的变化, 其

中红线和蓝线分别表示 S1 和 S2 的节点 , 粗线和细线分别表示中心节点和叶子节点 ; (f)系统临界耦合强度   随   值的变

化, 越靠近冷色调表示临界耦合强度越小

ωj1 = [0.31, 0.42, 0.5] ωj2 = [0.58, 0.53, 0.57, 0.33]

λc ωh1 , ωh2 λc

Fig. 2. Numerical  results  for    ,    .  (a)−(e)  Average  frequency  versus  coupling

strength for two coupled star networks S1 (red) and S2 (blue). The thick and thin lines respectively represent the center nodes and

leaf nodes. (f) The critical coupling strength    versus   . The value of    is shown according to the colorbar. 
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去耦合项得到系统的同步平均频率为 

Ω =

ωh1 + ωh2 +
K1∑
j1=1

ωj1 +
K2∑
j2=1

ωj2

K1 +K2 + 2
. (11)

根据同步条件, (10b)和 (10d)式中 S1 和 S2 的叶

子节点满足: 

Ω = ωji + λi sin(θhi
− θji), i = 1, 2. (12)

由正弦函数的有界性得 

λi ⩾ max
1⩽ji⩽Ki

|Ω − ωji | , i = 1, 2. (13)

S1(10a)式中  的中心节点满足: 

Ω = ωh1
+λ1

K1∑
j1=1

sin(θj1−θh1
)+λ0 sin(θh2

−θh1
). (14)

由 (12)式可得 

sin(θj1 − θh1
) =

ωj1 −Ω

λ1
,

将其代入 (14)式得 

Ω = ωh1 +

K1∑
j1=1

(ωj1 −Ω) + λ0 sin(θh2 − θh1
). (15)

由正弦函数的有界性得 

λ0 ⩾

∣∣∣∣∣∣Ω − ωh1
−

K1∑
j1=1

(ωj1 −Ω)

∣∣∣∣∣∣ , (16)

S1

S2

(16)式是通过  的中心节点的 (10a)式得到的, 通

过  的中心节点的 (10c)式同样可得以上结果.

令 

λi
c = max

1⩽ji⩽Ki

|Ω − ωji | , i = 1, 2, (17)
 

λ0
c =

∣∣∣∣∣∣Ω − ωh1
−

K1∑
j1=1

(ωj1 −Ω)

∣∣∣∣∣∣ , (18)

λi
c Si

λ0
c

λ0 = λ1 = λ2 = λ

λc = max{λ1
c , λ

2
c , λ

0
c}

λ1
c λ2

c λ0
c ωh1 , ωh2

其中  表示要使系统达到同步  网络内部所需的

同步临界耦合强度,   表示要使系统达到同步, 两

个星型网络之间需要达到的临界耦合强度, 耦合强

度需要同时满足 (13)和 (16)式, 当 

时, 系统的同步临界耦合强度为  .

由 (17)和 (18)式可以求出系统对应的同步临界耦

合强度  ,   ,   随  的变化情况, 如图 3(a)—

图 3(d)所示.

λ1
c λ2

c λ0
c λ1

c

λc = λ1
c S1

S2 ωh1 ωh2 ωh1 S1

图 3(d)中 (1)部分   ,    ,    三个值中   最

大, 同步临界耦合强度  , 在这一区域,   与

 的中心节点自然频率  与  接近, 且  与 

ωj1

ωh2 S2 ωj2

S1

ωh1 , ωh2

S1

λ1
c λ2

c λ0
c λ2

c

λc = λ2
c ωh2 S2

ωj2 S2

ωh1 , ωh2

S2

λ1
c λ2

c λ0
c λ0

c

λc = λ0
c S1, S2

ωh1 , ωh2 ωh1 ,

ωh2

的叶子节点自然频率   (0.31, 0.42, 0.5)相差较

大,    与   的叶子节点自然频率   (0.58, 0.57,

0.53, 0.33)相差较小, 所以  的叶子节点更难与中

心振子达到同步. 图 2(d)中所取  值属于这

一区域, 由图 2(d)可知系统中最后加入到同步集

团的节点是  中频率最小的叶子节点. 图 3(d)中

(2)部分   ,    ,    三个值中   最大, 临界耦合强

度  . 在这一区域,   与  的叶子节点自然

频率  相差较大, 所以  的叶子节点更难与中心

振子达到同步, 图 2(b)中所取  值属于这一

区域, 由图 2(b)可知系统最后加入到同步集团的

节点是   中频率最大的叶子节点. 图 3(d)中 (3),

(4)部分   ,    ,    三个值中   最大, 临界耦合强

度  , 在这一区域,   的中心节点自然频

率  相差较大. 图 2(a)和图 2(e)中所取 

 值属于这一区域, 两个星型网络的叶子节点会

先与各自的中心节点同步成两个同步子集团, 最后

两个同步子集团形成大同步集团而使系统达到完

全同步.

λ1
c = λ2

c λ1
c λ2

c ωh1 ,

ωh2 λc

ωh1 , ωh2

λ0
c λ1

c

λ2
c λc λ1

c λ2
c ωh1

ωh1 ∈ [0.41, 0.72] λ0
c λ1

c

λ2
c

ωh1 , ωh2

系统最优同步临界耦合强度处于图 3(d)中的

白线所在参数区域 , 此时   .    与   随  

 之和的变化情况如图 4所示, 临界耦合强度  

与中心振子频率之和满足分段线性关系 , 如

(19)式, 并在分段点处取得最小值. 图中两条线的

交点 c 处横坐标  满足的线性关系为图 3(d)

中 (1), (2)部分的分割线. 在 c 点附近  小于  与

 , 此时  由  或  决定. 在 c 点处,   取合适的

范围 (图 3(d)中为   )    小于   与

 , 此时同步临界耦合强度具有最小值. 下面理论

导出最优的  使同步临界耦合强度取最小值.

λ0
c λ1

c

λ2
c λ12

c = max{λ1
c , λ

2
c}

因为  最小值可取到 0, 故只需取得最小的 

或  即可, 令  , 则由 (17)式可知:
 

λ12
c = max

{
max

1⩽j1⩽K1

|Ω − ωj1 | , max
1⩽j2⩽K2

|Ω − ωj2 |
}

= max
ji

|Ω − ωji | , i = 1, 2.

ωmax = max
ji

ωji , ωmin = min
ji

ωji ωmax, ωmin

λ12
c

Ω

令  ,   分别表

示所有叶子节点频率的最大值与最小值,   可写

成  的分段函数: 

λ12
c =


ωmax −Ω, Ω ⩽ ωmax + ωmin

2
,

Ω − ωmin, Ω ⩾ ωmax + ωmin

2
,

(19)
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Ω =
ωmax + ωmin

2
λ12

c =
ωmax − ωmin

2

λ0
c ⩽ λ12

c =
ωmax − ωmin

2
λc λc

在  时,   取得最小,

此时只要   即可得到最小的

 . 由上述条件和 (18)式可得获取最小   的条件

如下:  
Ω =

ωmax + ωmin

2
,∣∣∣∣∣∣Ω − ωhi

−
Ki∑
ji=1

(ωji −Ω)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ωmax − ωmin

2
.

Ω

λc

将 (11)式  值代入上式可得耦合系统取得最优同

步临界耦合强度  的条件如下: 

ωh1
+ωh2

=
ωmax+ωmin

2
(K1+K2+2)−

K1∑
j1=1

ωj1−
K2∑
j2=1

ωj2 ,

(20a)
 

ωhi ∈

Ki
ωmax + ωmin

2
−

Ki∑
ji=1

ωji + ωmin,

Ki
ωmax + ωmin

2
−

Ki∑
ji=1

ωji + ωmax

 .

(20b)

λ0, λ1, λ2 λ0 λ1

λ0 < λ0
c S1

S2

λ1 > λ1
c , λ2 < λ2

c S1

S2

当  不相等时, 分别固定  或者  , 改变剩

下的两个耦合强度得到系统的同步情况, 对于每一

组固定的耦合强度, 计算系统稳定时节点的平均频

率, 进而得到这些节点平均频率的方差的对数值,

如图 5所示. 只有当三个耦合强度均大于系统的同

步临界耦合强度时, 系统才能达到同步. 数值计算

结果如下: 图 5(a)中当   时,    中的中心节

点无法与   中的中心节点同步, 图 5(a)中 (1)部

分中   ,    中上所有叶子节点和中

心节点能同步, 而   的无法达到同步, 图 5(a)中
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λc ωh1 , ωh2 λc = max{λ1
c , λ
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0
c } ωh1 , ωh2

λ1
c λ0

c λ0
c λ2

c λ1
c λ2

c

图  3    (a)−(c)分别表示   随   值的变化情况 ; (d)   随   值的变化情况 ,   ,  

参数平面被分为不同的区域, 两条红线表示   与   相等的区域, 两条黑线表示   与   相等的区域, 白线表示   与   相等的区域

λ1
c , λ

2
c , λ

0
c ωh1 , ωh2 λc ωh1 , ωh2 λc = max{λ1

c , λ
2
c , λ

0
c }

λc λ1
c = λ0

c λ2
c = λ0

c

λ1
c = λ2

c

Fig. 3. (a)−(c)     versus    .  (d)     versus    ,  where    ; the parameter space can be di-

vided into different regions according to the value of    ; the red lines denote    ; the black lines denote    ; the white

lines denote   .
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+ ωh2图 4    系统的临界耦合强度   随   值的变化情况
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Fig. 4. Relationship between    and   .
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λ1 < λ1
c , λ2 < λ2

c S1 S2

λ1 > λ1
c , λ2 > λ2

c

S1 S2

S1 S2

λ1 < λ1
c , λ2 > λ2

c S2

S1

λ0 > λ0
c S1 S2

λ1 < λ1
c S1

λ1 > λ1
c λ0 > λ0

c

λ2 > λ2
c

(2)部分  , 则  与  中的节点均各

自无法同步, 图 5(a)中 (3)部分   ,

 的所有叶子节点和中心节点同步,    的所有叶

子节点和中心节点同步, 但  和  未同步, 图 5(a)

中 (4)部分  ,   的所有叶子节点和

中心节点同步,   未同步. 图 5(b)与图 5(a)类似,

但   , 此时   和   的中心节点同步, 图 5(b)

中 (3)部 分 中 系 统 达 到 完 全 同 步 . 图 5(c)中

 , 数值结果发现   始终不能同步 , 而在

图 5(d)中   , 图 5(d)中 (3)部 分   ,

 时, 系统达到完全同步.

K1 = 3, K2 = 4

K1, K2

K1, K2

虽然以上结果是以   为例导出

的, 但对于任意  值都成立. 我们计算了不同

 的情况, 与上述结果一致, 数值结果与理论

结果依然符合得非常好. 

4   多个星型相互耦合网络

h0 h0

Si

考虑 n 个星型网络耦合的情况, 引入一个中心

连接节点   , n 个星型网络的中心节点与节点  

相互耦合, 将第 i 个星型网络称为  , 网络结构如

图 1(c)所示. 该耦合系统的动力学方程为
 

θ̇hi
=ωhi

+ λi

Ki∑
ji=1

sin(θji − θhi
)

+ λ0 sin(θh0
− θhi

), i = 1, 2, · · · , n, (21a)
 

θ̇ji = ωji +λi sin(θhi
−θji), ji = 1, 2, · · · ,Ki, (21b)

 

θ̇h0 = ωh0 + λ0

n∑
i=1

sin(θhi − θh0), (21c)

θhi , θji ωhi , ωji Si

Ki Si

λ0 Si h0

方程中的   和   是   中的中心和叶子节

点的相位、自然频率;   是  中的叶子节点的个数;

 是  中的中心节点与中心连接节点  间的耦合

强度. 当系统达到同步时, 所有节点的平均频率
 

Ω =

ωh0
+

n∑
i=1

(
ωhi

+
Ki∑
ji=1

ωji

)
n∑

i=1

Ki + 1
. (22)

由 (21b)式和同步条件可得
 

Ω = ωji + λi sin(θhi
− θji). (23)

将 (21a)和 (21b)式合并得
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= 0.8 λ0 < λ0
c λ0 > λ0
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c

图  5        时 , 不同耦合强度参数区间下 , 节点平均频率的方差的对数值　 (a)    ;  (b)    ;

(c)   ; (d)   , 颜色越靠近冷色调表示系统的同步程度越高, 黑线、白线、绿线分别表示理论推导出的   ,   ,  

ωh1 = 0.4, ωh2 = 0.8 λ0 < λ0
c

λ0 > λ0
c λ1 < λ1

c λ1 > λ1
c

λ1
c λ2

c λ0
c

Fig. 5. Logarithmic variance of average frequency in parameter space of coupling strength for    : (a)    ;

(b)    ;  (c)    ;  (d)    .  The smaller logarithmic variance of average frequency indicates better synchronization.

Black line, white line and green line represent the theoretical critical coupling strength for synchroniation  ,   ,   , respectively.
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 18 (2019)    180503

180503-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


Ω=

ωhi
+

Ki∑
ji=1

ωji+ λ0 sin(θh0
− θhi

)

Ki + 1
, i = 1, 2, · · · , n,

(24a)
 

Ω = ωh0 + λ0

n∑
i=1

sin(θhi − θh0), i = 1, 2, · · · , n.

(24b)

由 (23)和 (24a)式可得 

λi ⩾ max
1⩽ji⩽Ki

|Ω − ωji | , i = 1, 2, · · · , n, (25)
 

λ0 ⩾ max
1⩽ji⩽Ki

∣∣∣∣∣∣(ki + 1)Ω − ωhi
−

Ki∑
ji=1

ωji

∣∣∣∣∣∣ ,
i = 1, 2, · · · , n. (26)

令 

λi
c = max

1⩽ji⩽Ki

|Ω − ωji | , i = 1, 2, · · · , n , (27)
 

λ0
c = max

1⩽ji⩽Ki

∣∣∣∣∣∣(ki + 1)Ω − ωhi −
Ki∑
ji=1

ωji

∣∣∣∣∣∣ ,
i = 1, 2, · · · , n, (28)

λi
c Si

λi
c

λ0
c

其中   表示要使系统达到同步,    网络内部需要

达到的同步临界耦合强度. 由 (22)和 (27)式可知

 与所有中心节点的频率之和成分段线性关系, 在

分段连接点处取得最优中心频率, 与两个星型网络

耦合时的结论一致.   表示要使系统达到同步, 星

型网络中心节点与中心连接节点之间所需的同步

临界耦合强度, 在叶子节点固定的情况下, 方程组  

(Ki + 1)

ωh0
+

n∑
i=1

(
ωhi

+
Ki∑
ji=1

ωji

)
n∑

i=1

Ki + 1

− ωhi −
Ki∑
ji=1

ωji = 0, i = 1, 2, · · ·n,

n∑
i=0

ωhi
= c, c为任意实数

(29)

ωhi

ωhi λ0
c = 0

λ0 = λ1 = λ2 = λ

λc = max
{
λ0

c , λ
i
c
}

K1 = 3, K2 = 5, K3 = 4
n∑

i=0

ωhi
λ0

c = 0 ωhi

一定有解, 即在   的和为某一定值时, 都可以找

到一组   使得   . 当取耦合强度相等即

 时, 系统的同步临界耦合强度为

(27)和 (28)式的最大值, 即   . 以

 为例 , 对于所有不同的

 , 可得到使  的  , 并以此振子频率为

参数通过数值计算获得系统的同步临界耦合强度,

如图 6(a)中的圆圈所示, 此结果与理论推导的结

果一致, 如图 6(a)所示.

λ1 = 0.41 ⩾ λ1
c , λ2 = 0.5 ⩾ λ2

c λ3, λ0

λ0
c , λ

3
c

λ0 > λ0
c , λ3 > λ3

c

固定  , 改变 

时, 计算所有节点平均频率的方差的对数, 如图 6(b)

所示, 其中绿线和白线分别是由理论得到的  .

结果表明理论推导的同步临界耦合强度与数值计

算结果一致. 图 6(b)中 (1)部分   ,
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ωj1 = [0.27, 0.05, 0.10] , ωj2 = [0.69, 0.31, 0.84, 0.95, 0.03] , ωj3 =

ωhi

λ1 = 0.41, λ2 = 0.5 λ3, λ0

λ0
c , λ3

c

图  6    参数为    [0.77, 0.80, 0.19, 0.49]时的数值计算结果

(a)控制所有耦合强度相等时, 系统的同步临界耦合强度随   的和的关系图, 数值计算结果如圆圈所示, 理论推导结果如实线

所示; (b)当固定   , 改变参数   时, 所有节点平均频率的方差的对数结果, 绿线和白线分别是理论得到的

ωj1 = [0.27, 0.05, 0.10] ωj2 = [0.69, 0.31, 0.84, 0.95, 0.03] ωj3 =

λ3, λ0 λ1 = 0.41, λ2 = 0.5

Fig. 6. Numerical  results  and  theoretical  results  for    ,    ,   

[0.77, 0.80, 0.19, 0.49]: (a) The critical coupling strength for synchronization versus the summation of central node frequencies; the

numerical results are shown in the circle and the theoretical ones are shown in the solid lines; (b) the logarithmic variance of aver-

age frequency in parameter space of    for given   . 
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S3

λ0 > λ0
c , λ3 > λ3

c

S3 λ0 > λ0
c , λ3 > λ3

c

λ0
c ⩾ λ1

c , λ
0
c ⩾ λ2

c S3

Ki

所有中心节点与连接节点同步,    未同步; (2)部

分   , 中心节点未与连接节点同步,

 未同步; (3)部分所有   , 系统完

全同步; (4)部分   ,    的所有叶子

节点和中心节点同步, 各中心节点未同步. 同样地,

对于不同的   , 理论结果与数值计算结果依然

符合. 

5   结　论

本文讨论了具有非全同叶子节点的多个耦合

星型网络的同步优化问题. 单个星型网络节点频率

对系统同步临界耦合强度的影响结果表明, 同步临

界耦合强度与中心节点的频率满足分段线性关系,

在分段点处具有使同步临界耦合强度达到最优的

频率.

λi
c

λ0
c

λc = max{λ1
c , λ

2
c , λ

0
c}

λi
c λ0

c

λc

λi
c λ0

c λ0
c

λ0
c ⩾ λ1

c , λ
0
c ⩾ λ2

c

λ1
c

λ1
c ⩾ λ0

c , λ
1
c ⩾ λ2

c

S1

λ2
c λ1

c

λ1
c = λ2

c ⩾ λ0
c

S1, S2

λ0
c , λ

i
c

两个耦合星型网络中, 理论导出了每个子星型

网络内部实现同步所需的临界耦合强度  , 以及两

个星型网络之间实现同步所需的临界耦合强度  .

当系统所有耦合强度相同时, 系统的同步临界耦合

强度   , 改变两个中心节点的

自然频率会影响同步临界耦合强度  ,   的值, 从

而影响系统的同步临界耦合强度  的值. 在最优点

附近同步临界耦合强度与两个中心节点自然频率

之和满足分段线性关系. 中心节点的自然频率的参

数平面会分成不同的区域, 在每一个区域内临界耦

合强度由相应的  或者  决定. 在由  决定的区

域里:   , 两个星型网络先各自内部

实现同步而形成两个同步子集团, 最后系统达到同

步所需的同步临界耦合强度较大. 在由  决定的区

域里:    , 随着耦合强度的增大, 只

会产生一个同步集团, 子网络   中叶子逐渐加入

到同步集团, 系统达到同步所需的临界耦合强度较

小. 由   决定的区域里的情况与   决定的区域的

情况一样, 在这两个区域相交的部分:   ,

随着耦合强度的增大, 系统先产生一个同步集团,

然后不断有叶子节点并入到同步集团, 直到两个子

网络  的所有叶子并入同步集团, 系统达到完

全同步, 系统的同步临界耦合强度最小, 此时两个

中心节点自然频率的和为一固定值. 当各子网络间

的耦合强度不相等时, 当且仅当各子网络的耦合强

度均大于等于相应的同步临界耦合强度   时,

系统才能达到同步. 如果某一部分不满足条件, 该

部分对应的节点就不能同步.

λi
c

λ0
c

λc = max
{
λ0

c , λ
i
c
}

λ0
c λc

λi
c λc

多个耦合星型网络中, 通过理论推导得出了每

个子星型网络内部同步的临界耦合强度  , 以及子

星型网络之间同步的临界耦合强度   . 当系统

所有耦合强度相同时 , 系统的临界耦合强度

 . 当中心连接节点和中心节点的

频率之和为任意定值时, 调节中心连接节点和中心

节点的频率可以使   较小, 系统临界耦合强度  

由   决定, 此时   与中心连接节点和中心节点的

频率和成分段线性关系, 在分段点处取得最小值.

在最优的情况下, 随着耦合强度的增大, 只会产生

一个同步集团.

总之, 随着耦合强度的增大, 当系统产生多个

同步集团时, 临界耦合强度较大, 而只产生一个同

步集团时临界耦合强度较小, 因此为了优化同步应

该尽量避免产生多个同步集团, 而应该是只有一个

大集团不断吸收小个体的方式.
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Abstract

In  this  paper,  we  discuss  the  optimization  problem  of  the  synchronization  for  Kuramoto  oscillators  in

coupled  star  networks.  In  previous  studies  of  star  networks,  the  natural  frequencies  of  leaf  nodes  are  usually

equal  or  only adjusted within a small  parameter  range,  but  this  assumption is  not  satisfied in  most  of  cases.

Considering the  random distribution of  the  frequency of  the  leaf  nodes  in  a  single  star  network and multiple

coupled star networks, the critical coupling strength required for system synchronization is obtained according

to the boundedness of the sinusoidal function. In a single star network, the piecewise linear relationship between

the critical coupling strength of the system and the frequency of the central oscillator is found. In the coupled

system of two star networks, we consider that they are coupled through the central node. The parameter plane

of  the natural  frequency of  the central  node will  be divided into different regions.  In each region,  the critical

coupling  strength is  determined by the  coupling  strength within  the  respective  star  networks  or  the  coupling

strength  between  the  two  central  nodes.  Considering  the  coupling  of  multiple  star  networks,  we  introduce  a

central  connection node through which the central  nodes of  multiple  star networks are coupled.  In the above

two  models  of  multiple  coupled  star  networks,  the  piecewise  linear  relationship  between  the  critical  coupling

strength  of  the  system  and  the  sum  of  frequencies  of  the  center  oscillators  is  found.  The  critical  coupling

strength of the two types of networks is smallest at the piecewise point. According to the optimization results,

we find that with the increase of coupling strength, when there is  only one cluster in the system, the critical

coupling strength becomes small. So we can reduce the critical coupling strength of the system by adjusting the

frequency of the central oscillator for achieving the effect of synchronous optimization. When multiple clusters

are generated in the system, the critical  coupling strength turns large.  Because of the similarity between star

network and scale-free network and the application of Kuramoto model in power grid, this paper can provide a

good theoretical reference for the further study on synchronization optimization of scale-free network and power

grid.
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