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激光与原子、分子相互作用的高次谐波是产生超短阿秒脉冲和相干高频 XUV光源的重要手段之一. 为

了产生高强度的 XUV光源, 需要对谐波产生机制深入研究. 本文通过数值求解含时薛定谔方程, 计算了不同

空间位置的含时偶极矩进而得到不同空间位置的高次谐波发射. 对不同空间位置的谐波发射谱的分析发现,

谐波发射的主要空间位置在核区附近, 不同空间位置的谐波中奇次和偶次谐波均能被观察到, 整数阶谐波能

量辐射强度较大. 进一步研究不同空间位置的谐波相位发现, 在 x = 0左右两侧发射的奇次谐波相位相同, 偶

次谐波相位相反. 通过滤波方法分析了不同空间位置的相同次谐波的含时偶极矩信息, 发现该相位特征导致

了奇次谐波的增强, 偶次谐波的消失.
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1   引　言

超短强激光与原子分子相互作用可以产生高

次谐波辐射 [1−3]. 由于谐波光谱强度随着谐波能量

的增加存在独特的平台结构, 被用于产生相干软

XUV和软 X射线光源. 高次谐波具有较宽的频谱,

因而成为产生阿秒量级超短脉冲的重要方案之

一 [4,5]. 更重要的是高次谐波产生机制是由电离电

子与母体离子的复合, 谐波信息中携带了原子、分

子靶的信息, 人们可以利用谐波对原子、分子的电

子轨道进行“成像”[6−8].

目前, 对高次谐波的理解可以利用 Corkum[9]

提出的半经典三步模型解释: 原子在激光电场作用

下, 形成一个由原子势和激光电场形成的势垒, 电

子首先隧穿过这个势垒; 然后在激光电场作用下运

Ecutoff = IP + 3.17UP

Ip Up =
E0

4ω2

E0 ω

动, 此时核的影响很小, 被忽略, 可以看作是一个

经典粒子受到激光电场的驱动; 当激光电场方向改

变后, 电离的电子有机会与母体离子发生重散射回

到原子的基态, 发射出高能光子. 根据这一理论预

言出高次谐波截止位置能量为  ,

 是电离能,    是激光脉冲的有质动力能.

 和  分别是峰值场强和激光脉冲角频率. 这一公

式给出的截止能量在很多情况下都可以解释实验

观察到的结果 [10], 因而被大家广泛接受.

这一机制虽然可以对谐波的截止位置给出很

好的描述, 对于谐波效率以及谐波的谱结构信息却

不能提供更多的解释. 其原因是此机制是基于电子

的经典描述, 而没有将电子看作为波包. 近期人们

利用基于波包方案计算的玻姆轨迹信息对谐波的

产生机制进行了研究, 发现利用单一轨迹就可以定

性地重现谐波的结构 [11,12]. 原因是玻姆轨迹的计算
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是基于波函数, 其粒子受力中包含了量子力的贡

献. 然而, 进一步的研究表明, 为了与数值求解的

准确的谐波相比, 达到半定量的一致, 需要考虑空

间分布上更多的轨迹, 这些轨迹携带不同的相位信

息. 为了和数值模拟结果达到定量的一致, 需要的

玻姆轨迹数目达到上万条 [13,14], 这些轨迹的计算需

要非常多的计算资源. 不计算这些玻姆轨迹, 通过

直接考虑波包不同空间位置的贡献来理解谐波发

射过程是本文关注的内容. 本文通过数值求解含时

薛定谔方程, 得到体系任意时刻的波函数. 分别计

算出不同空间区域的谐波发射, 分析谐波发射在亚

原子尺度的变化行为, 理解谐波发射过程. 如无特

殊说明, 本文均使用原子单位. 

2   理论方法

为了研究谐波发射过程, 需要数值求解原子在

强激光作用下的含时薛定谔方程. 在长度规范和偶

极近似下的方程表示为 [15]
 

i
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
−1

2

∂2

∂x2
+ Va(x) + x · E(t)

]
ψ(x, t),

(1)

Va(x) =
−1√
x2 + a

a = 2.0

E0 = −0.5 E(t) = F0f(t) sin(ωt)

F0 = 0.0475

f(t)

其中   为原子势函数, 这里选择的

软核势, 软化参数  , 无外场时原子的基态能

量为   .    是线偏振入

射激光电场 ,    为激光电场峰值振幅 ,

 为梯形脉冲包络, 共有 12个光学周期, 其中上

升沿和下降沿各一个光学周期. 方程 (1)的求解可

以通过分拆算符方案实现 [16−19]. 得到体系的波函

数后, 可以计算加速度形式下的跃迁偶极矩: 

a(t) = −
∫ ∞

−∞
ψ∗(x, t)

[
dVa(x)

dx
+ E(t)

]
ψ(x, t)dx.

(2)

为了分析不同空间位置的高次谐波发射, 如 x′附近

的谐波发射, 将偶极矩的计算选择为 x′点附近一个

空间步长的贡献: 

ax′(t) = −
∫ x′+∆x/2

x′−∆x/2

ψ∗(x, t)

×
[
dVa(x)

dx
+ E(t)

]
ψ(x, t)dx. (3)

对含时偶极矩做傅里叶变换, 可以得到相应的谐波

发射谱的强度信息和相位信息 [20]: 

P (ω) =

∣∣∣∣ 1√
2πω2 (tf − ti)

∫ tf

ti

a (t) e−iωtdt
∣∣∣∣2. (4)

 

3   结果与讨论

x < 0

x > 0 ax<0(t) ax>0(t)

利用激光电场与原子相互作用, 产生的谐波发

射谱如图 1(a)所示. 从图中可以看出, 在激光场作

用下, 可以观察到清晰的平台结构, 截止能量是

20次谐波附近, 与三步模型预言的结果一致. 由于

原子的势函数的对称性质, 在图中可以观察到清晰

的奇次谐波发射. 谐波发射过程主要是电子与母体

离子重碰产生, 因而在核区附近的波包可以对谐波

发射发挥重要的作用, 首先选择空间范围为  

和   的偶极矩进行分析 .    和   
[21]

分别表示为: 

ax<0(t) = −
∫ 0

−∞
ψ∗(x, t)

[
dVa(x)

dx
+ E(t)

]
ψ(x, t)dx,

(5)
 

ax>0(t) = −
∫ +∞

0

ψ∗(x, t)

[
dVa(x)

dx
+ E(t)

]
ψ(x, t)dx.

(6)

P (ω)

P1(ω) P2(ω) ax<0(t) ax>0(t)

|P (ω)|2 ≈ |P1(ω)|2 + |P2(ω)|2 + 2Re[P1(ω)P2
∗(ω)]

图 1(b)和图 1(c)分别给出了利用这两个部分的偶

极矩计算出来的谐波谱. 从图中可以看出, 这两个

谐波谱中仍然可以看到奇次谐波的发射, 但与全谱

比较已经变得不明显, 同时还可以观察到强度较小

的偶次谐波发射, 且谐波光谱的背景强度更大 (如

图 1(d)所示 ). 将整体的谐波发射记为   ,

 和  分别是利用  和  计算的

谐波谱 , 则整体的谐波发射强度可以表示为

 ,

目前的计算结果表明, 公式最后的干涉项对谐波的

影响较大, 从单一部分的波包计算出的结果无法重

现整体的结果.

x > 0 x < 0

ax(t)

在研究了空间范围为   和   的谐波基

础上 , 将产生谐波的空间进一步局域化 , 在 x =

–15 a.u.  到 x = 15 a.u.  空间范围内 , 均匀选择

300个空间点计算相应的含时偶极矩   以及谐

波发射谱, 结果如图 2所示. 从图中可以看出, 随

着空间位置的变化, 谐波谱的结构相差很多. 谐波

强度较大的区域仍然主要位于核区附近, 在 x =

–3 a.u.到 x = 3 a.u. 之间, 超出这个区间的谐波主

要是分布在整数倍谐波. 从图中还可以看出, 对于
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空间不同位置的谐波发射存在明显的偶次谐波, 产

生这一现象的原因与非对称原子的偶次谐波产生

机制一致, 即由于波包分布的不对称, 导致在一个

周期才有一次主要的发射 [22]. 相比于奇次谐波, 偶

次谐波的强度较小, 且强度较大谐波发射的空间位

置也有差别. 如果将这些谐波非相干地相加, 无法

重现整体的谐波结构. 如图中黑框圈出的 11次和

12次谐波, 对于 12次谐波非相干强度求和不为零,

这表明不同空间产生的谐波的相位对整体谐波的

影响较大.

为了分析相位对谐波发射的影响, 在图 3中给

出了利用空间不同位置偶极矩计算得到的谐波相

x = 0

x = 0

x = ±1.2 a.u.

位. 从图中可以看出, 在不同空间位置, 偶极矩的

相位分布变化较大. 但整体上还是看出具有较好的

对称性, 和光谱强度分布的对称性一致. 这一对称

性反映了原子波函数具有的宇称守恒特征. 在图中

白色方框分别标出了 11和 12次谐波的主要发射

区域. 对于 11次谐波, 其相位在  正负两侧变

化不大, 因而将这部分谐波相干叠加, 其谐波强度

将会相干增强. 对于 12次谐波, 其相位在  正

负两侧具有较大改变, 相位相反, 因而将这部分谐

波相干叠加, 其谐波强度将会相干相消. 对于图 2

中的偶次谐波发射, 在  附近存在极小

值, 该极小值的产生可以通过谐波相位的空间分布
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Fig. 1. (a) High-order harmonic emission of atoms irradiated by laser pulses; (b) harmonic spectra calculated from   ; (c) har-

monic spectra calculated from   ; (d) the comparison of three harmonic spectra.
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理解. 从对应的空间位置相位变化可以看出, 在该

空间位置的偶次谐波相位发生较快改变, 导致叠加

后该位置谐波的强度相干相消, 出现节点.

为了从时域直观地观察到这一特征, 利用谐波

的振幅和相位信息进行滤波, 选择出所关注的谐波

次数, 进行傅里叶逆变换, 得到该次谐波的时间变

化信息. 在图 4(a)中给出了 11次谐波在空间位置

分别为 x = 2 a.u. (黑色实线)和 x = –2 a.u. (红色

点线)的含时偶极矩随时间的改变. 从图中可以看

出, 这两个偶极矩幅值相差不大, 相位相同, 因而这

两个空间点产生的 11次谐波可以相干增强. 图 4(b)

给出了 12次谐波相空间范围内的偶极矩随时间的

变化. 从图中可以看到, 该次谐波空间对称的两个

点的含时偶极矩的幅值也接近, 但相位相反.

x = 0

根据上面的分析可以知道, 空间不同位置的谐

波发射对整体的谐波贡献不同. 在原子核附近, 由

于波包的布居较多, 电离电子返回核区后产生的谐

波强度较大, 谐波发射也在这一区域.    处由

于其势函数导数为 0, 谐波强度较弱. 对于原子核

左右两侧, 不同阶次谐波的相位不同, 对于奇次谐

波, 其谐波相位相同, 对于偶次谐波其相位相反.

整体的谐波发射过程可由示意图 5给出. 

4   结　论

高次谐波发射过程通常由三步模型给出, 但是

其不能对谐波的光谱细节信息给出预言. 此外还有

谐波的诸多解释, 如不同周期产生的辐射在时间上

相长干涉和相消干涉或由角动量守恒带来的跃迁

选择定则等. 本文利用数值求解含时薛定谔方程方

案, 通过计算不同空间位置的含时偶极矩进而分析

其谐波发射谱, 发现其产生机制可以利用空间不同

位置的发光的相干性给出解释.

感谢吉林大学超算中心的技术支持.
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der harmonic; (b) the twelve-order harmonic. 

 

图  5    不同空间区域发射谐波的相关过程产生了原子的

谐波发射

Fig. 5. The harmonic emission of atoms is produced by the

process of harmonic emission in different space regions. 
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Abstract

The  higher-order  harmonics  generated  from  an  atom  irradiated  by  ultarashort  laser  pulses  is  one  of  the

important ways to obtain ultrashort attosecond pulses and coherent XUV sources. In order to produce a high-

inntensity  XUV  source,  one  needs  to  study  the  mechanism  of  harmonic  generation.  The  mechanism  of  the

atomic  high  harmonic  generation  can  be  well  understood  by  the  semi-classical  three-step  model.  First,  the

electron tunnels the barrier formed by the atomic potential and laser electric field, and then it propagates freely

in the laser field and can be driven back to the mother ion where it recombines with the ground state of ion.

Although  the  cutoff  energy  of  the  high  harmonic  can  be  predicted  by  this  model,  it  cannot  provide  more

information  about  the  harmonic  efficiency  and  the  spectral  structure.  Recently,  the  generation  mechanism of

high harmonic  has  been studied  by using  the  Bohmian trajectory  scheme based on the  time dependent  wave

packet.  It  is  found that the harmonic structure can be reconstructed qualitatively by using a single Bohmian

trajectory. The more accurate structure of harmonic spectrum needs more Bohmian trajectories. The calculation

of  these  trajectories  requires  a  lot  of  computation  resources  because  the  trajectory  calculation  is  from  the

numerical  solution for the time-dependent Schrödinger equation.  In this  work,  we numerically solve the time-

dependent  Schrödinger  equation  of  a  model  atom  irradiated  by  ultrashort  laser  pulses.  The  time-dependent

dipole  moments  at  different  spatial  locations  are  calculated  from  the  time-dependent  wave  function.  The

harmonic spectra are calculated from the Fourier transform of the time dipole moments. The harmonic spectra

of different spatial locations show that the main emission positions of harmonic emission are near the nuclear

region. One can observe the odd- and even-order harmonics at the different spatial positions. There has a larger

radiation intensity for the integer-order harmonic. For the odd-order harmonics, their harmonic phases are the

same on both sides of x = 0. For the even-order harmonics, their harmonic phases each have a pi difference on

both  side  of x = 0.  By using  the  filtering  scheme,  we  analyze  the  phases  of  an  harmonic  at  different  spatial

locations.  It  is  found  that  the  phase  difference  leads  the  odd-order  harmonics  to  increase  and  the  even-order

harmonics  to  disappear.  These  findings  contribute  to  the  understanding  of  the  physical  mechanism of  higher

harmonic generated from an atom irradiated by strong laser pulses.
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