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边界元法计算束流位置探测器的灵敏度系数
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摘要 为满足高能同步辐射光源（High Energy Photon Source，HEPS）束流位置测量的需求，研制了各种类型的

束流位置探测器（Beam Position Monitor，BPM）。位置灵敏度系数是BPM的一项重要参数，通过它可以精确计

算束流的位置。使用边界元法计算束流位置探测器的灵敏度系数，适用于在无法使用天线模拟束流进行实际

测量和有限元软件进行模拟的场合。以HEPS储存环BPM的参数为例，首先用边界元法分析计算了具有圆形

横截面的BPM的位置灵敏度系数，在此基础上，分析了椭圆形（HEPS增强器）与八边形（BEPCII储存环）管道的

系数。将该方法应用于BPM的设计与分析中，确定了高能光源增强器BPM纽扣电极的方位角和北京正负电子

对撞机BPM的纽扣电极间距。此外，计算了上述BPM的位置灵敏度系数分布Mapping图。圆形管道BPM的

位置灵敏度系数结果与解析值接近，相对误差在1%左右，椭圆形与八边形管道BPM的计算结果与实际测量结

果的偏差都在 2%左右，证明了边界元法计算束流位置探测器的位置灵敏度系数是一种可靠的方法，可用于

BPM的设计与相关问题的分析。
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Abstract  [Background] To measure the beam positions of High Energy Photon Source (HEPS), different types of 

beam position monitors (BPMs) have been developed. The position sensitivity coefficient is an important parameter 

of BPMs by which the position of the beam can be calculated. [Purpose] This study aims to establish a method for 

calculating the position sensitivity coefficient of BPMs. [Methods] The position sensitivity coefficients of various 

types of BPMs, such as round, elliptical, and octagonal pipes, were determined by using the boundary element 

method (BEM). The azimuth button angles in the elliptical BPM of the HEPS booster and the button distances in an 
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octagonal BPM on the Beijing Electron Positron Collider II (BEPCII) storage ring were derivated by the application 

of BEM. Furthermore, the position sensitivity mappings of the BPMs was calculated. [Results] The difference in 

sensitivity results of the round BPM calculated by the BEM and the analytical value is approximately 1%. The error 

between the calculated and experimental measurement results of the position sensitivity coefficients of the elliptical 

and octagonal sections is approximately 2%. [Conclusions] The BEM is a reliable method for calculating the position 

sensitivity coefficient of BPMs, which can be used in BPM design.

Key words Boundary element method, Beam position monitor, Position sensitivity coefficient, High energy photon 

source

高 能 同 步 辐 射 光 源（High Energy Photon 

Source，HEPS）是我国第一台第四代同步辐射光源，

目前正处于工程建设阶段［1‒2］。其能量为 6 GeV，自

然发射度为34 pm·rad，建成后将为各种基础科学研

究提供能量高达300 keV的高性能X射线［3-4］。第四

代光源突出的特点是亮度高、发射度小，光源点尺寸

比三代光源要小得多，而一般的光学实验对光源点

的稳定性要求为束流尺寸的 10%，相应的束流轨道

稳定性也提到了亚微米级，束流位置测量的分辨率

与精度要求也提高了。束流位置测量由束流位置探

测器（Beam Position Monitor，BPM）来完成，通常由

束流位置探头和电子学组成［5‒6］。BPM的位置灵敏

度系数是探头信号与束流实际位置转化过程中的关

键参数。在BPM探头加工完成后，可以使用标定系

统对其进行标定，对位置灵敏度系数进行精确测

量［7］。在BPM设计阶段，利用电磁仿真软件如CST

等，也可以模拟标定过程，得到设计的理论值［8］。本

文则主要介绍一种基于有限元思想的计算位置灵敏

度系数的方法——边界元分析方法。

1  理论 

1.1　 位置灵敏度系数的计算　

BPM探头通常由腔体和四个拾取电极组成，如

图1所示。BPM输出信号是束流位置、束流强度、束

团长度以及其他因素（如线缆长度、电子学工作频

率、环境温度）等的函数，第 i个拾取电极上的输出信

号在时域上可表示为：

Vi (t ) =  f ( x, y, I, σ, Aelse ) =  f1( x, y) × I × f2 (σ ) × Aelse

(1)

式（1）中 x、y为束流的实际位置；I为束流流强；

σ是束团长度；Aelse是其他因素综合之后的影响因子。

通常用 4 个电极输出信号的差和比来计算束流

位置：

U =
Va + Vd − Vb − Vc

Va + Vb + Vc + Vd

,   V =
Va + Vb − Vc − Vd

Va + Vb + Vc + Vd

  (2)

式（2）中归一化的电信号U、V的值分别反映束

流在X方向和Y方向的位置信息。经过式（2）计算，

流强的影响被消除。对于相对论粒子（β ≈ 1），电子

学的工作频率与束团长度的影响也被消除了。束流

位置与归一化的电信号的关系可表示为［9‒10］：

 x = ∑i = 0

 n ∑j = 0

 i Ai - j, jU
 i - jV j,

y = ∑i = 0

 n ∑j = 0

 i Bi - j, jU
 i - jV  j 

(3)

阶数 n可以取不同的值，以 n=1为例，束流位置

可表示为：

x=A0+A1×U+A2×V, y=B0+B1×U+B2×V (4)

式中：A0（B0）为水平（竖直）方向的电中心的偏移，产

生的原因是电极差异、线缆和电子学通道增益差异。

它可以用准直技术（Beam Base Alignment）来消

除［11‒12］。A2和B1则分别是两个方向的耦合，通常也

是与束流位置相关的函数，但是在管道中心时近似

为 0，而A1和B2则是BPM最重要的一个参数，称之

为位置灵敏度系数，通常用 k表示，其中水平与竖直

方向的位置与灵敏度系数满足：

x =  kx ( x, y ) U,   y =  ky ( x, y ) V   (5)

为了精确测量束流位置，BPM在安装之前，通

常会在工作台上校准位置灵敏度系数。在标定时，

向金属丝或天线上输入射频信号来模拟束流电场，

改变天线的位置记录信号大小的差和比，利用式（3）

可以同时得到包括灵敏度系数在内的多个系数［7］。

实验上通常会对灵敏度系数的测量值和设计的理论

值相比较。

1.2　 边界元法理论　

使用边界元法计算BPM的位置灵敏度系数，先

要确定电极上的感应电荷，电极一般对称分布在束

流管道上。对于相对论束流，束流的电场收缩于横

图1　BPM 探头示意图
Fig.1　Sketch map of beam position monitor
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octagonal BPM on the Beijing Electron Positron Collider II (BEPCII) storage ring were derivated by the application 

of BEM. Furthermore, the position sensitivity mappings of the BPMs was calculated. [Results] The difference in 

sensitivity results of the round BPM calculated by the BEM and the analytical value is approximately 1%. The error 

between the calculated and experimental measurement results of the position sensitivity coefficients of the elliptical 

and octagonal sections is approximately 2%. [Conclusions] The BEM is a reliable method for calculating the position 

sensitivity coefficient of BPMs, which can be used in BPM design.

Key words Boundary element method, Beam position monitor, Position sensitivity coefficient, High energy photon 

source
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截面上，电极上感应电荷的求解问题可以简化为管

道边界上感应电荷分布的问题，即由束流管道包围

的封闭区域的静电问题［9，13‒14］，其二维示意图如图 2

（a）所示，电荷ρ0表示束流，被真空室边界Г包围。

描述这类问题的基本方程是泊松方程，标量势

ϕ（r）和电荷密度ρ（r）满足：

∇2ϕ (r) =  − ρ ( )r
ε0

   (6)

为了找到标量势的解，根据两个标量场Φ、Ψ的

格林方程：

∫
V
[Փ∇2Ψ − Ψ∇2Փ ]d3r = ∮

S

é
ë
êêêê ù

û
úúúúՓ

∂Ψ
∂n

− Ψ ∂Փ
∂n

d2r(7)

其中：V是一个被封闭曲面 S包围的任意三维体积。

选择：

Փ =  ϕ (r),  Ψ =  G (r,

r' ) (8)

其中：ϕ（r）是由式（6）描述的标量势，而G（r）是相应

的格林函数，它满足：

∇2G (r,

r' ) =− δ (r − 

r' ) (9)

将式（6）和式（9）代入到式（7）中，可以得到标量

势的积分表示：

  ϕ (r) =
1
ε0

∫
V
G (r,


r' ) ρ ( )

r' d3r +

∮
S

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

G ( )r,

r'

∂ϕ ( )
r'

∂n
− ϕ ( )

r'
∂G ( )r,


r'

∂n
d2r (10)

而ϕ关于表面法线 n̂的导数可以表示为：

∂ϕ ( )r
∂n

= ∇ϕ (r)∙n̂ =− E∙n̂ =
σ ( )r
ε0

(11)

此外，假设束流管道表面S是理想导体，标量势

满足：

 ϕ (r) = 0    for  r ϵ S (12)

它的积分形式为：

ϕ (r) =
1
ε0

∫
V
G (r,


r' ) ρ ( )

r' d3r +
1
ε0

∮
S
G (r,


r' )σ ( )

r' d2r

(13)

在二维情况下，格林函数可以通过直接求解方

程（9）来确定，即：

 G (r,

r' ) =− 1

2π
ln | r − 

r' | =
1

2π
ln 

1

|| r − 
r'

(14)

假设包含电荷 ρ（x，y）的二维区域用Ω表示，束

流管道用Γ表示，如图2所示，静电感应的标量势的

积分形式可表示为［13］：

 ϕ (r) =
1

2πε0
∫
Ω
ρ ( )

r' ln 
1

|| r − 
r'

dΩ +

1
2πε0

∮
Г
σ (r' ) ln 

1

|| r − 
r'

dГ (15)

如果将束流看作点电荷，则电荷分布为：

 ρ (r' ) = ρ0δ (r0 − 
r' )  (16)

在这个条件下，可以直接对面积 Ω进行积

分，有：

 ϕ (r) =
ρ0

2πε0

ln 
1

|| r − 
r0

+
1

2πε0
∮
Г
σ (r' ) ln 

1

|| r − 
r'

dГ

(17)

这个等式是所有进一步计算的基础。

式（17）可以用数值法 求解。将边界划分成一个

个小的线段［14］，如图 2（b）所示，第 i个线段的电势ϕ i

可表示为：

 ϕ i =
ρ0

2πε0

ln 
1
ri0

+
1

2πε0
∑j = 1

N ∫Гj

σ j( )s ln 
1

rij( )s
ds  (18)

假设边界线段单元足够小，则电荷密度 σj（s）在

该同一个线段单元内近似为常数，方程（18）可写为：

 ϕ i =
ρ0

2πε0

Gi0 +
σ j

2πε0
∑j = 1

N Gij (19) 

其中：

Gi0 = ln 
1
ri0

(20)

图2　二维静电问题求解(a)和管道被分成N小段的离散边界Г (b)示意图
Fig.2　Two-dimensional electrostatic problem (a) and discretization of the boundary Г by a finite number N of small line 

segments (b)
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Gij = ∫
Гj

ln 
1

rij( )s
ds (21)

我们将管道的边界Γ划分成N个边界元素Γj，方

程（19）可表示为：

[ϕ i ] =
ρ0

2πε0

[Gi0 ] +
1

2πε0
[Gij ][σ j ] (22)

其中的矩阵［ϕ i］、［Gi0］是N维列向量，而矩阵［Gij］是

一个N×N矩阵。束流管道的边界Γ的电势为零。通

过矩阵求逆，方程（22）可以改写为：

[σ j ] =− ρ0[Gij ]
− 1

[Gi0 ] (23)

通过求解该矩阵方程，就可以得到管道上的感

应电荷密度分布σj。

2  感应电荷密度的计算 

不同加速器管道的形状各不相同，图 3是不同

装置的BPM横截面示意图。对于圆形或椭圆形的

管道，可根据方位角θ来划分边界，首先以图3（a）所

示的管道为例，如果将管道分成N=3 600段，束流位

于管道中心时，管道上的感应电荷为均匀分布，每段

上的归一化电荷密度将为 1/3 600= 2.78×10−4，每段

边界元的长度为 19 μm，远小于典型的CST网格划

分的尺寸。当边界元长度与机械加工精度

（~10 μm）、纽扣电极定位精度（~20 μm）和束流位置

测量精度（~10 μm）同一量级时，截断误差对结果的

影响几乎可以忽略。现在假设束流位于（x0 = y0 = 

1 mm），管道上的电荷将不再均匀分布，这时需要用

式（23）计算其电荷分布，则 σ随 θ的分布如图 4（b）

中黑线所示，其中纽扣电极（即拾取电极）直径Φb= 

8 mm，4个纽扣电极分别位于 45°、135°、225°、315°

处，横坐标θ为各单元对应的角度，可以看出θ = 45°

处电荷密度最大；在相同条件下，对于图 3（b）中的

椭圆形管道，束流位于管道中心时，最大值出现在

θ = 90°和 θ = 270°处，当束流位于 x0 = y0 = 1 mm处，

则最大值出现在 θ = 83°（整个管道上离束流最近）

处，如图 4（b）中红线所示。对于八边形、跑道型或

其他不规则的管道，计算的方法与圆或椭圆类似，将

管道分成N段，确认每一小段的坐标后，用式（23）计

算。注意如果是根据方位角来划分单元，因为距管

道中心距离不同，划分的线段元的长度是不同的。

图3　高能光源储存环BPM[15−16]圆形管道(a)、高能光源增强器BPM椭圆管道(b)和北京正负电子对撞机BPM[17]八边形管道(c)
的横截面示意图

Fig.3　Cross section diagram of the HEPS storage ring BPM[15−16] on circular pipe (a), HEPS booster BPM on elliptical pipe (b), and 
BEPC II BPM[17] on octagonal pipe (c)

图4　HEPS储存环BPM截面图(a)、HEPS储存环和增强器BPM的感应电荷分布图(b)和北京正负电子对撞机八边形BPM感
应电荷分布图(c)（彩色见网络版）

Fig.4　Cross sectional diagram of the HEPS storage ring BPM (a), induced charge distributions for the storage ring and booster 
BPM (b), and induced charge distributions for the BEPCII octagonal pipe BPM (c) (color online)
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横截面为八边形的北京正负电子对撞机BPM的感

应电荷分布如图 4（c）所示（假设束流分别位于 y0 = 

0，x0 = 0 mm、10 mm、20 mm、30 mm处），其中P1~P4

对应的点如图3（c）所示，与圆和椭圆不同的是，八边

形管道横坐标采用的是边界上距离起始点的路程，

其中起始点为 P0（s=0）点。因为图形是上下对称

的，图4（c）中仅显示了管道上半部分的感应电荷分

布。当束流位于管道中心时，两个纽扣电极之间的

中点M1处的电荷密度最大，而当束流沿着水平轴

向右移动时，最大点逐渐往P1方向移动。

3  位置灵敏度系数与UV Mapping图 

通过边界元法计算得到管道上的电荷分布之

后，特定位置电极上的感应电荷Qi（i=a，b，c，d）可以

通过对该电极覆盖的边界线段元的电荷密度求和得

到。电极上的信号强度正比于感应电荷的大小，用

Qi替代等式（2）中的Vi（i=a，b，c，d），可得到差和比U

和V，画出Mapping图。相应的位置灵敏度系数可

由差和比U、V对束流位置x0、y0的导数确定：

Sx =
∂Ux∂x0

 ,  Sy =
∂Vy∂y0

(24)

kx = 1/Sx, ky = 1/Sy (25)

互为倒数的位置灵敏度S（%·mm−1）和灵敏度系

数 k（mm）是BPM最重要的特征值。在确定了位置

灵敏度系数后，通过等式（5）可计算束流位置。

为了检验该方法，首先对圆形管道（HEPS储存

环BPM）进行了计算，为了进行比较，也对四个电极

A、B、C、D 分别位于 0°、90°、180°、270°的正交型

BPM进行计算，很多不受同步光影响的直线加速器

上的BPM就是此种类型。对于正交型BPM的差和

比U，V分别为：

U =
Va − Vc

Va + Vc

,   V =
Vb − Vd

Vb + Vd

 (26)

此时称为两电极算法；电极A、B、C、D分别位于

45°、135°、225°、315°时，对应四电极算法，U、V值使

用式（2）进行计算。图5是两种方法下，束流位置的

横坐标 x0 与纵坐标 y0 与 U、V 组成 Mapping 图，以

BPM几何中心为原点，束流位置（x0，y0）取值范围为

±7 mm×±7 mm，相邻取值点间隔为1 mm，纽扣电极

半径 rb = 4 mm，管道半径Rb =11 mm。从图5中可以

看出，在相同的管道尺寸之下，两电极算法的线性区

域更大。

对于规则的圆形管道，两电极与四电极在管道

中心的灵敏度系数 ki（0，0）还可以分别由以下解析

公式进行计算［13，18‒19］：

kx = ky =
Rb (α/2 )

2sin (α/2 )
,  for θ = 0° (27)

kx = ky =
Rb (α/2 )

2 sin (α/2 )
, for θ = 45° (28)

式中：Rb是束流管道半径；α为纽扣电极所占的张角；

θ为纽扣电极中心所处的方位角。

表 1为不同方法得到的BPM位置灵敏度系数

对比。边界元法的位置灵敏度系数是经过边界元法

计算U、V值后由式（2）、（24）和（25）计算得到，解析

值是根据式（28）得到的计算值。由表 1可知，用边

界元方法计算所得的 k值与解析值十分接近，相对

误差在1%左右。表中最后一列的实验值是通过校

准天线的工作台测量所得，与边界元法计算值的相

对误差在2%左右。储存环BPM的测量数据来自于

加工的一套验证样机；增强器BPM的数据来自已经

加 工 完 成 的 50 套 正 式 BPM，k 值 的 波 动 在

±0.03 mm。50个增强器BPM的 kx、ky的测量数据也

证明了边界元法的精度在1%量级。

图5　两电极(a)与四电极(b)算法Mapping图
Fig.5　Mapping of a round pipe with two-electrode (a) and four-electrode (b) algorithms



李 勇等： 边界元法计算束流位置探测器的灵敏度系数

050404-6

4  位置灵敏度系数匹配与分布 

边界元法可用于BPM设计，比如对于八边形管

道，调节两纽扣电极之间的距离，就可以实现 kx与 ky

的匹配。对于椭圆形管道，可以调节纽扣电极的方

位角来实现 kx 与 ky 的匹配。图 6 是 HEPS 增强器

BPM和BEPC II八边形BPM的灵敏度系数匹配情

况（k值为束流在管道中心时的位置灵敏度系数）。

图 6（a）是椭圆管道中水平/竖直方向灵敏度系数随

纽扣电极A的方位角度θA变化情况，（另三个电极的

方位角为 θB =180°−θA，θC =180°+θA，θD = 360°−θA），

从中可以看出，θA增大时，水平方向的 k值增大、竖

直方向 k值减小。当 θA = 49°时 kx与 ky比较接近，分

别是 11.40 mm和 11.59 mm。图 6（b）是八边形管道

中水平/竖直方向灵敏度系数随纽扣电极A与纽扣

电极B之间的距离D变化情况，对于八边形管道，纽

扣电极A、B关于 y轴对称，而C、D与A、B关于 x轴

对称，设计时电极A和B的位置可以在图3（c）中P2

与P3组成的直线上移动，当A、B之间距离减小时，

水平方向的 k值减小、竖直方向 k值增大，当两纽扣

电极之间距离为33 mm时，kx和 ky比较接近，分别为

23.79 mm和23.91 mm。

上面的计算仅分析了管道中心区域的位置灵敏

度系数。从图 5的Mapping图中可以看出，管道中

心处线性度比较好，而远离管道中心处呈现明显的

非线性。从式（5）中可知，S和 k是与束流位置相关

的函数，管道中心处的S（0，0）和 k（0，0）是设计时最

关心的参数，但是非线性区的 k值也同样是BPM的

重要特征参数。对于管道半径为 11 mm的储存环

BPM，两电极和四电极算法所得的 k值的等高线图

如图7所示，其中图7（a）表示4个电极分别位于0°、

90°、180°、270°时，U、V 采用两电极算法，利用 kx = 

dx/（U（x+dx，y）−U（x，y））计算出的 kx分布，其中dx =

0.1 mm；图 7（b）表示四电极分别位于 45°、135°、

225°、315°时，U、V 采用四电极算法计算出的 kx分

布。从中可以看出，两电极算法的 k值等高线是椭

圆形，而四电极算法的 k值等高线是双曲线型，无论

是两电极还是四电极算法，kx的最小值在90°和270°

处，同理可知ky的最小值在0°和180°处。k值等高线

图可以直观反映BPM在管道中不同位置的灵敏度

差异。

椭圆形与八边形的管道的 k值等高线图如图 8

与图 9所示，利用 kx = dx/ （U（x+ dx， y）−U（x， y））计

算 kx，利用 ky = dy/ （U（x， y+ dy）−U（x， y））计算 ky，其

中 dx = dy = 0.1 mm。从图 8中可知四电极算法的 k

值等高线为双曲线，因为管道的不对称，仅能保证在

表1 不同方法得到的各BPM位置灵敏度系数（mm）
Table 1　Position sensitivity coefficients of BPMs obtained by different methods (mm)

kx，ky / mm

HEPS SR BPM

HEPS Booster BPM

BEPC II Octagon

边界元法 
Boundary element method

7.681,7.681

11.406,11.597

23.791,23.915

CST

7.755， 7.752

11.475， 11.649

22.779， 23.809 1)

解析值 Analytical

7.599, 7.599

‒
‒

实验值 Experimental

7.525, 7.526

11.22±0.03, 11.31±0.03

23.398, 23.377

注：1）文献[10]中发表的数据

Note: 1) Data published in the Ref.[10]

图6　边界元法用于椭圆管道(a)和八边形管道灵敏度系数匹配(b)
Fig.6　Sensitivity coefficient matching for an oval pipe (a) and octagonal pipe (b) by the boundary element method
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中心区域的 kx与 ky相等，在线性区之外，kx与 ky受管

道形状的影响而存在差异，为了便于比较，图8（a）与

图 8（b）中的标尺保持一致，束流位置在±10 mm×

±10 mm的区域内，对应的 ky值均小于30 mm。八边

形的 k值因边界的影响形状变得更为复杂一些，但

是无论什么形状的管道，在管道中心，信号对束流位

置变化最为灵敏（S较大，k较小）。

图7　圆形管道两电极(a)与四电极(b)算法的k值等高线
Fig.7　Contour maps of k for the two-electrode (a) and four-electrode (b) algorithms

图8　椭圆形管道水平灵敏度系数kx (a)和竖直灵敏度系数ky (b)等高线图
Fig.8　Contour maps of horizontal sensitivity coefficient kx (a) and vertical sensitivity coefficient ky (b) for an oval pipe

图9　八边形管道水平灵敏度系数kx (a)和竖直灵敏度系数ky (b)等高线图
Fig.9　Contour maps of horizontal sensitivity coefficient kx (a) and vertical sensitivity coefficient ky (b) for an octagonal pipe

5  结语

使用边界元法计算了不同横截面形状BPM的

位置灵敏度系数，对于圆形管道，边界元法计算的灵

敏度系数与解析公式一致，相对误差在 1% 左右。

对于没有解析公式的椭圆形管道、八边形管道，边界

元法计算的值与实验标定的值也基本一致，误差在

2%左右。边界元方法是计算BPM的位置灵敏度系

数的有效方法。另外还以高能光源BPM和北京正

负电子对撞机BPM为例，演示了如何通过边界元法

调节纽扣电极的位置来进行灵敏度系数匹配。最后

计算了圆形、椭圆形、八边形管道的灵敏度系数在管

道内的分布，特别是远离中心的非线性区的情况。

相比于CST等电磁场仿真软件，边界元法不需要太

多的计算资源，就有极高的精度，在BPM设计与相

关问题分析上具有广泛的应用潜力。
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