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QCD相变的戴森-施温格方程方法研究
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摘要 量子色动力学（Quantum Chromodynamics，QCD）在有限温度有限密度平面内具有丰富的相结构，关于相

边界曲线、临界终点（Critical Endpoint，CEP）的位置以及各相的热力学性质、状态方程等的研究是目前理论和实

验上的重点问题，寻找QCD相变信号，特别是确定CEP的位置，成为了相对论性重离子对撞机当前和未来实验

计划的主要目标。本文简要小结在QCD的戴森-施温格方程（Dyson-Schwinger equation，DSE）方法框架下，关

于手征对称性恢复相变和退禁闭相变研究的进展和主要结果，着重介绍关于DSE的截断方案的探索和完善、

QCD相变的手征磁化率判据和推广的施温格（Schwinger）函数判据、及由之确定的手征和禁闭两种相变的相

图。DSE方法预言的手征相变的CEP位置大致位于（T，μB） （110，600） MeV，与泛函重整化群等方法预言的结

果一致。这些结果对于重离子对撞实验搜寻CEP信号具有指导价值。
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QCD phase transitions using the QCD Dyson-Schwinger equation approach

GAO Fei1 LIU Yuxin2

1(School of Physics, Beijing Institution of Technology, Beijing 100081, China)

2(School of Physics, Peking University, Beijing 100871, China)

Abstract  The use of the relativistic heavy ion collision experiment has extended our insights into the diverse 

possibilities available to a truly strongly-interacting system. The main goal of this experiment is to describe the 

properties of the different phases of quantum chromodynamics (QCD) and to chart the QCD phase diagram on the T-

mu plane. For the phase diagram, apart from the general phase boundary lines, some specific characteristics such as 

the possible critical endpoint (CEP), associated coexistence region, and strongly-coupling quark-gluon plasma 

(sQGP) have to be identified. Here, the CEP separates the first-order phase transition from the second-order transition 

(or crossover) when the case beyond the chiral limit is considered. However, convincing signals have not yet been 

obtained using the relativistic heavy ion collider (RHIC) experiment. Theoretically, strong interaction systems hold 

significant features: asymptotic freedom in the ultraviolet region, dynamical chiral symmetry breaking, and 

confinement in the infrared region. Such features can be uniformly displayed in the phase structure of the matter in 

the temperature T and chemical potential planes. Consequently, several investigations have been experimentally and 

theoretically performed. However, the strong coupling feature in the low-energy region prevents the use of 

perturbative calculation methods, which creates the need for the development of nonperturbative approaches. 

Additionally, lattice QCD simulations have been widely implemented; however, the "sign problem" delays the 
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progress in the large chemical potential region. Therefore, the Dyson-Schwinger equation (DSE) equation method 

and functional renormalization group approach, which inherently include both dynamical chiral symmetry breaking 

(DCSB) and confinement, play an important role. The QCD DSE approach is a method based on the continuum 

quantum field theory. The new criteria were proposed based on the DSE and studied using the deconfinement and 

Chiral symmetry restoration phase transition of QCD. Currently, functional methods can be used to provide a reliable 

estimation of the CEP location. First, reliability is achieved using a thorough investigation of the truncation of the 

DSE, state of the art truncation is then performed causing a converging result between the different methods, and the 

predication of the lattice simulation at low chemical potential is confirmed. The results show a fast convergence of 

the truncation owing to the infrared fixed point of the QCD coupling, which allows the capturing of the QCD running 

behavior using a finite set of two- and three-point Green functions. The estimated location of the CEP based on the 

current computation is μB at 600~650 MeV and T at 100~110 MeV. The existing functional QCD methods are non-

perturbative continuum methods that are capable of simultaneously describing both the DCSB and confinement. 

Although they are limited by the truncations, the use of functional QCD approaches has resulted in progress in the 

study of the QCD phase structure and thermal properties, where a complete phase diagram and related thermal 

properties have been obtained in a large chemical potential range, which can provide a reference for the exploration 

of the QCD features. Most of the theoretical studies using effective models or certain truncations have observed the 

existence of the CEP; however, the determination of its location is still a work in progress because it varies based on 

the computation. Moreover, searching for QCD phase transition signals, particularly the CEP, is the main goals of 

current and future experimental programs on the relativistic heavy ion collider.

Key words QCD phase transition, Dynamical chiral symmetry breaking, Deconfinement, Dyson-Schwinger 

equations, Chiral susceptibility

由物理学“见物讲理、依理造物”的学科性质和

范畴知道，对我们所处宇宙中的可见物质及其质量

的产生和演化的研究自然是物理学中最重要的课

题。按照现在的认识，我们现在所处的宇宙起源于

130多亿年之前的一次大爆炸，经过平稳演化阶段

之后出现暴涨。相应于暴涨引起的温度降低和空间

膨胀，不可分辨的夸克和电子等轻子出现；再经降

温，夸克因获得不同的流质量而可以区分；再进一步

降温，可见物质的主要组成成分——强子出现，相应

的可见物质具有了质量。显然，可见物质的最底层

的组分粒子是夸克和胶子，其产生与演化过程即夸

克（胶子）物质的状态的演化过程。与统计物理学原

理对应，这一过程即强相互作用物质（亦常简称核物

质）的相变。由于表述强相互作用的基本规律的理

论是量子色动力学（Quantum Chromodynamics，

QCD），因此，该过程常被称为QCD相变。由目前认

识的强子的线度和强子物理的基本原理知，发生

QCD相变的能标在102 MeV，也就是在QCD的典型

的非微扰能区，因此，抽象来讲，早期宇宙强相互作

用物质的演化乃强相互作用物质在能标跑动下展现

出截然不同的自由度、涌现出丰富而复杂的现象的

表现。较具体地，这一演化即强相互作用物质随着

温度密度变化由不禁闭不可见的具有手征对称性的

夸克胶子相到色禁闭的手征对称性动力学破缺的可

见的强子相的相变过程［1−7］。由此可知，研究QCD

相变及有限温度密度下各相物质的状态和性质将深

化我们关于强相互作用基本规律的认识，并揭示可

见物质及其质量起源的奥秘［8−12］。

由于QCD相变是发生在QCD的非微扰能区的

夸克胶子物质的状态演化现象，因此，人们利用相对

论性重离子对撞对之进行实验研究、利用非微扰

QCD方法对之进行理论研究。目前，理论上发展起

来的非微扰 QCD 方法有离散场论层次上的格点

QCD模拟方法、连续场论层次上的戴森-施温格方程

（Dyson-Schwinger Equation，DSE）方法和泛函重整

化群（Functional Renormalization Group，fRG）方法

及多种唯象模型方法。经过50年的努力，理论和实

验对于有限温度密度的QCD相变和相图的研究都

取得了很大的进展［13−16］。一般而言，在温度密度平

面上，QCD相变分为两种：手征对称性破缺与手征

对称性恢复之间的相变（常简称为手征相变）、禁闭

与退禁闭之间的相变（禁闭相变）。两种相变在不同

的判据下表现并不相同。在零化学势下的格点

QCD模拟计算［17−18］中，使用Polyakov圈判据发现两

种相变具有较好的一致性，而在DSE的计算却给出

Polyakov圈在有限密度区域退禁闭相变较手征相变

温度仍会有一定差别的结论［19］，退禁闭温度略高于

手征相变温度，出现“quarkyonic”相，这与大Nc极限

下的一般分析的结论一致［20］。但是通过对夸克传播

子谱函数正定性的分析则得到轻味系统的手征相变
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与退禁闭相变一致的结论［21−23］，关于关联函数的计

算和分析也说明退禁闭温度相变温度与手征相变温

度相同与否依赖于系统的味道［24］。

考虑到对手征相变的定义及性质的描述非常清

晰并且是QCD相变的主要模式，因此人们对手征相

变的相图已进行了大量的理论研究［25−72］。在高温低

化学势情况下，格点QCD模拟和DSE方法等的计算

都表明以温度为主要因素驱动的QCD的手征相变

为连续过渡［73−81］。然而，由于符号问题，格点QCD

很难探索大化学势的区域，因此关于大化学势情况

下的临界终点（Critical Endpoint，CEP）和一阶相变

区域的存在性的研究主要是通过连续场论层次上的

DSEs［82−85］和 fRG［86−87］的泛函QCD方法来实现。泛函

QCD方法是不仅是能够同时描述手征对称性动力

学 破 缺（Dynamical Chiral Symmetry Breaking，

DCSB）和禁闭的非微扰连续方法，还可以覆盖大范

围的化学势区域，因此在研究QCD相变研究方面已

取得了丰硕的进展［88−91］。结果表明：在较大化学势

下，以化学势为主要因素驱动的相变是一级相变，在

确定相边界平衡曲线同时，这些计算也确认了连续

过渡与一级相变的分界状态，即CEP。本文对DSE

方法下关于 QCD 相变研究的方案、核心技术与难

点，以及取得进展等予以简要介绍。

1  Dyson-Schwinger（DS）方程方法在QCD

相变中的应用 

1.1　 DS方程的一般形式　

Dyson-Schwinger（DS）方程是场论中关于格林

函数的运动方程，最早由Dyson和 Schwinger建立。

通过DS方程可以得到场的格林函数，进而得到所有

的可观测量。QCD的DS方程既能体现QCD的手

征对称性动力学破缺又能体现色禁闭，是一种具有

很好的普适性和QCD基础的非微扰连续场论方法，

在对强相互作用系统的研究中取得了许多有意义的

结果。为了得到量子场的DS方程，首先需要给出场

的生成泛函。引入鬼场后，QCD 的 Faddeev-Popov

拉式量为：

L =− 1
4 (F a

μν ) 2 − 1
2ξ (∂μAa

μ ) 2

+ ψ̄ (iḊ − m)ψ +
-
ca ( −

∂μDac
μ ) cc (1)

其中：Dμ = ∂μ − igAa
μt

a， Dac
μ = ∂μδac − igAb

μ f bac，F a
μν =

∂μAa
ν − ∂νAa

μ + gf abc Ab
μAc

ν。

由此可以得到生成泛函为：

Z = ∫dμeiS + i∫ ( )η̄ψ + ψ̄η + J a ⋅ Aa + c̄aξ a + ξ̄ aca d4 y

dμ = DψDψ̄DAa
μDcb Dc̄c (2)

基于对生成泛函的泛函积分内对某场的变分为

零，例如：

∫dμ δ
δAμ

eiS + i∫ ( )η̄ψ + ψ̄η + J ⋅ A d4 y = 0 (3)

即得相应场的DS方程。

DS方程是一组包含无穷多个积分方程的不封

闭的方程组，它们由不同阶的格林函数耦合而成。

在实际应用中，人们需要引入一定的截断方案才能

对DS方程进行求解。原则上，所有的观测量均可从

格林函数中提取出来，将QCD的作用量代入，并求

解相应的DS方程即可得到QCD的所有物理性质。

考虑到QCD作用量的具体形式，n点的格林函数的

DS方程会包含（n+1）点和（n+2）点的格林函数，而且

越高阶的格林函数的DS方程形式越复杂。因此通

常情况下，可以采取一些合理的截断方案，只求解最

低阶格林函数的DS方程。为了得到关于手征对称

性破缺以及禁闭的信息，通常用到的是最低阶的夸

克胶子传播子和夸克胶子顶点的DS方程、相应的夸

克和胶子以及顶点的费曼图如图1所示。

为了研究QCD物质在有限温度密度下的相图，

还需要根据有限温度场论的原理引入温度和密度自

由度。如果仅考虑平衡态的信息和平衡态相变，例

如相图以及压强、能量密度、熵密度等热力学性质

时，仅需要引入虚时温度场论，并以粒子的化学势表

征相应粒子的密度。对于系统的演化信息以及输运

性质等非平衡态的信息，则需要实时温度场论，即

Schwinger-Keldysh形式。本文仅介绍关于QCD相

图的研究，因此局限于虚时温度场论的内容。首先，

考虑平衡体系的算符 Â的平均值为：

图1　夸克、胶子、夸克胶子顶点的DSE方程的费曼图表示
Fig.1　Feynman diagram for the DSE of the quark, gluon, and kuark-gluon interaction vertex
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1
Z

Tr (e− β ( )Ĥ − μN̂ Â)
其中：Z = Tr (e− β ( )Ĥ − μN̂ )即系统的配分函数。可以看

到，配分函数的形式与路径积分非常相似：

Tr ( )e− βĤ' Â = ∫dϕ ϕ || e− iĤ' ( )− iβ Â ϕ     

= ∫D [ ]ϕ e
i ∫

0

− iβ

d t∫dxL' [ ]ϕ ( )t,x
A[ ]ϕ

= ∫D [ ]ϕ e∫0

β

d τ∫dxL' [ ]ϕ ( )τ,x
A[ ]ϕ   

           (4)

这表明，配分函数相当于虚时空间的路径积分，

虚时 τ∈［0，β］。配分函数中的求迹为场带来边界条

件。对玻色子，有格林函数：

G ( )x,y ; t,0 =
1

Tre− βĤ'
Tre− βĤ'T [ ]ϕ̂ ( )x,t ϕ̂ ( )y,0

=
1
Z

Trϕ̂ ( )x,t e− βĤ'eβĤ'ϕ̂ ( )y,0 e− βĤ'  

=
1
Z

Tre− βĤ'ϕ̂ ( )y,β ϕ̂ ( )x,t                  

=
1
Z

Tre− βĤ'T [ ]ϕ̂ ( )x,t ϕ̂ ( )y,β          

      (5)

得到 ϕ̂ ( y，β ) = ϕ̂ ( y，0)，对虚时的ϕ ( x，τ )作傅里

叶变换得到动量空间中的 ϕ͂ ( p，ωn )：
ϕ ( x,τ ) =

1
β∑n∫ dp

( )2π
3
ϕ͂ ( )p,ωn ei ( )p ⋅ x + ωnτ (6)

由周期边界条件得：ωn = 2πnT。

对于费米子，最后一步交换 ψ̄ ( x)与ψ ( y)会产

生负号，所以ψ ( y，β ) =− ψ ( y，0)，于是：

          ψ ( x,τ ) =
1
β∑n∫ dp

( )2π
3
ψ͂ ( )p,ωn ei ( )p ⋅ x + ωnτ     

ωn = (2n + 1) πT (7)

由此，前述零温零密的方法依旧适用于处于平

衡态的有限温度有限密度体系，仅O (4)对称性退化

成O (3)对称性，相应的传播子以及顶点的形式变为

O (3)的参数化形式。

1.2　 夸克胶子传播子的 gap方程及其解的一般性

质与相变判据　

为了得到QCD的相图，我们需要对夸克胶子传

播子以及夸克胶子顶点按照洛伦茨结构进行分解才

能数值求解。其中，夸克传播子可以写为：

S ( p,ῶk ) =

[ ]iγ ⋅ pA( )p2,ῶ2
k + B ( )p2,ῶ2

k + iγ4ῶkC ( )p2,ῶ2
k

− 1

(8)

相应的胶子传播子为：

g2 Dμν( pΩk ) = P L
μν( pΩk )ΔF( pΩk ) + P T

μν( pΩk )ΔG( pΩk )(9)

其中：pΩk
：= ( p，Ωk )，Ωk = 2kπT，P L

μν、P T
μν分别是 δμν -

pμ pν

p2
的三动量和能量分量：

P T
μν( )pΩk

=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

0, μ,ν = 4

δ ij − pi pj

p2
, μ,ν = i,j = 1,2,3

P L
μν( )pΩk

= δμν − pμ pν

p2
− P T

μν( )pΩk
                

(10)

为具体求解夸克传播子的 gap方程，我们需要

对夸克胶子顶点进行一定的截断。关于夸克胶子顶

点的截断方案决定了DSE方程方法的可靠性，也是

目前DSE方程方法研究最重要的部分。从洛伦兹

结 构 来 说 ，顶 点 横 向 部 分 可 以 写 为 ：Γ μ
T =

τ i(q2，p2，k 2 )T μ
i ，其中T μ

i 是一组完备基［92−95］，顶点纵向

部分有 4项，可由瓦得-高桥恒等式（Ward Takahashi 

Identity，WTI）完全约束为 Ball-Chiu 顶点，一般表

示为：

Γ BC
μ ( )q，ω l，p，ωn = γT

μ∑A +γL
μ∑C+

( )pn + ql μ

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2
γT
α( )pn + ql α

ΔA +
1
2
γL
α( )pn + ql α

ΔC − iΔB

其中：

∑F( )q2，ω2
l，p2，ω2

n =
1
2 [ ]F ( )q2，ω2

l + F ( )p2，ω2
n

ΔF( )q2，ω2
l，p2，ω2

n =
F ( )q2，ω2

l − F ( )p2，ω2
n

q2
l − p2

n

其 中 ：F=A, B, C，γT
μ = γμ −γL

μ，γ
L
μ = uμγαuα，u=

（0，0，0，1）。

T 1
μ ( )t,k  =

i
2 ( )k 2tμ − t ⋅ kkμ                             

T 2
μ ( )t,k =

i
2 ( )k 2tμ − t ⋅ kkμ                             

T 3
μ ( )t,k = k 2γμ − kμ k̇                                         

T 4
μ ( )t,k =

i
8 ( )k 2tμ − t ⋅ kkμ ( ) ṫk̇ − k̇ṫ           

T 5
μ  =

i
2 ( )k̇γμ − γμ k̇ = kvσvμ                     

T 6
μ ( )t,k = t ⋅ kγμ − k̇tμ                                      

T 7
μ ( )t,k =

i
2

t ⋅ k ( )tμ − γμ ṫ +
i
4

tμ( )k̇ṫ − ṫk̇

T 8
μ ( )t,k =

1
2 ( )k̇tμ − ṫkμ +

γμ
4 ( )k̇ṫ − ṫk̇          

kμ = qμ − pμ, tμ = qμ + pμ (11)

目前的研究表明，其中对 gap方程贡献最重要

的是 T 3
μ (t，k )、T 5

μ (t，k )以及 T 8
μ (t，k )三个结构，其中

T 3
μ (t，k )是顶点的领头阶结构，T 5

μ (t，k )的结构来自于

动力学质量的反常磁矩效应［42］，同时也被横向WTI
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的研究进一步确认［43］，对于 gap方程的贡献也尤其

重要。目前来讲，大量研究基于裸顶点的截断方案，

也就是彩虹-梯子近似方案，该方案可以保证基本的

对称性，同时便于求解。然而，由于缺乏重要的

T 5
μ (t，k )项，因此简单使用裸顶点不能自然地得到手

征对称性动力学破缺。需要引入相互作用模型并采

用较大的耦合常数才能在真空正确的层次上描述赝

标和矢量介子等受对称性保护的强子的行为。而由

于其并不能很好地描述相应的夸克胶子场的跑动行

为，因此仅能定性地描述QCD相图。目前基于裸顶

点的相互作用模型多采用Qin-Chang模型：

GIR(k 2 ) =
8π2

ω4
De− k2 /ω2

+
8π2γm

ln 
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

τ + ( )1 +
k 2

Λ2
QCD

2
(1 −

e− k2 /4m2
t )/k 2 (12)

其中：第一项主要表征红外相互作用，耦合强度一般

取为 ( Dω )
1
3 = 0.52 GeV，ω=0.5 GeV。第二项为紫

外微扰项，其中 τ = e2 − 1，mt=0.5 GeV，γm = 12/25，

Λ2
QCD =0.234 GeV。耦合强度的选取由真空下求解 π

和 ρ 介子质量以及衰变常数后与实验值对比来

决定。

最 新 的 研 究 表 明［38，41］ ，如 果 同 时 考 虑

T 3
μ (t，k )、T 5

μ (t，k )以及 T 8
μ (t，k )三个结构并封闭求解

夸克胶子和夸克胶子顶点DSE时，QCD的跑动行为

已经可以被很好地描述。因此，目前DSE方程关于

QCD相图的研究已经可以定量地给出相变曲线以

及CEP大概位置。这背后的深层原因是QCD耦合

常数的红外固定点使得相互作用顶点处于近共形极

限，这使得泛函QCD方法的截断方案趋于稳定，保

证其在极大范围能标下均可以准确给出QCD基本

场的跑动行为，从而统一自洽地描述强相互作用物

质［96］。这一现象可以从QCD的有效荷的计算中得

到印证［97］。图2给出了关于QCD有效荷的计算，其

中实线和折线为DSE计算［96］，点线为全息QCD计算

的结果［97］。从图 2可以看到，包含两点和三点格林

函数跑动行为的DSE方程的解与实验观测的有效

荷非常接近，因此，尽管DSE方程是一个无穷耦合

的方程组，但是固定点的标度现象以及因此带来的

在固定点附近可以微扰展开的事实使得高阶的格林

函数对最终结果影响很小，因此，DSE方法的截断趋

于封闭。

在截断方案确定之后DSE方程即可直接数值

求解，进而给出手征对称性动力学破缺以及色禁闭

的性质。手征对称性动力学破缺与夸克传播子直接

相关，在手征极限下，当夸克传播子的标量部分，也

就是质量项不为零时为手征对称性破缺的Nambu

相，质量项为零时为手征对称的Wigner相。因此，

可以直接地定义零动量的质量函数B ( p2 = 0)为手

征极限下的序参量。更完整的序参量定义则是通过

传播子求迹来定义手征凝聚：

− q̄q = ∫ trS ( )q = trD∫ d4 p

( )2π
4

S ( )p   

= ∫ d4 p

( )2π
4

B ( )p2

p2 A2( )p2 + B2( )p2

(13)

在手征极限下，手征凝聚是良好定义的。然而，

在超越手征极限时，式中的积分发散，因此需要一定

的减除方案。首先，利用求和规则可以给出质量函

数在紫外的发散行为［99−100］：

M ( − Q2 ) =
B ( − Q2 )
A ( − Q2 )

→Q2 → ∞ c
Q2

[ ln (
Q2

Λ2
QCD

) ]γm − 1 +

m0 [
ln ( μ2 /Λ2

QCD )

ln (Q2 /Λ2
QCD )

]γm (14)

因此，我们可以定义超越手征极限的序参量为：

q̄q = q̄q
m0

− m0

∂ q̄q
m0∂m0

(15)

序参量可以通过磁化率结合热力学势给出相变

的位置和相变级次。首先，热力学势可以展开为：

Γ ( q̄q ,ζ ) = Γ0 (ζ ) +
1
2
α q̄q

2
+

1
4
β q̄q

4
+

1
6
γ q̄q

6
(16)

定义磁化率为：

χ = (
∂ q̄q
∂ζ )ζ = ζc

(17)

则可以直接推导得到：

图2　过程不依赖的QCD有效荷[97]

Fig.2　Process-independent effective charge[97]
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χ =
− q̄q (

∂α
∂ζ )ζ = ζc

− q̄q
3
(
∂β
∂ζ )ζ = ζc

− q̄q
5
(
∂γ
∂ζ )ζ = ζc

α + 3β q̄q
2

+ 5γ q̄q
4

=−
q̄q (

∂α
∂ζ )ζ = ζc

+ q̄q
3
(
∂β
∂ζ )ζ = ζc

+ q̄q
5
(
∂γ
∂ζ )ζ = ζc

(
∂2Γ

∂ q̄q
2

) ∂Γ
∂ q̄q

= 0

                                    (18)

因此，当热力学势二阶导大于0，也就是系统相

处于热力学势的极小值位置情况下，对应于手征磁

化率大于0的相为稳定相，对应于磁化率小于0的相

为不稳定相。两相共存时，磁化率较小的相认为是

亚稳相。据此，利用磁化率判据，对完全非微扰因而

无法确定系统热力学势的情况，我们也可以给出其

手征相变的相边界曲线及CEP的状态。

关于禁闭，目前的判据主要在于胶子传播子以

及相关的Polyakov势的结构，从夸克传播子判断禁

闭的主要依据是夸克谱的正定性，首先夸克传播子

可以表示为谱展开的形式即：

S ( p) = ∫
0

∞
dM 2

2π
ρs( )M 2 − iṗρv( )M 2

p2 + M 2

                 σ ( p2 ) = ∫
0

∞
dM 2

2π
ρs( )M 2 − iṗρv( )M 2

p2 + M 2

                    = σs( p2 ) + σv( p2 )                          (19)

由于谱函数的信息需要实时温度场论，很难进

行非微扰求解，因此，人们通常定义Schwinger函数

来判断谱函数的正定性［99］。在有限温度和密度下，

可以通过传播子的谱表示定义如下的 Schwinger

函数：

Δ ( )τ,p = 0 = T∑
n
∫ d3 p

( )2π
3

e− i ( )τωn σ ( )p2         

=
1

2π ∫− ∞

∞

dω ρ ( )ω e− ( )ω + μ τ

1 + e− ( )ω + μ /T

(20)

Schwinger函数的正定性是谱函数正定性的充

分条件：如果谱函数是正定的，则 Schwinger 函数

Δ (τ，p = 0) ≥ 0；如果出现禁闭，谱函数存在负值，则

Schwinger函数的正定性会被破坏。这一判据可以

进一步推广［101］，直接数值求导可以看到 Schwinger

函数的 2n阶导数的正定性与谱函数的正定性保持

一致：

Δ2n(τ,p = 0) =
1

2π ∫− ∞

∞

dω (ω + μ) 2n
ρ ( )ω e− ( )ω + μ τ

1 + e− ( )ω + μ /T
 

(21)

因此，我们可以通过这一系列导数的正定性来

判断谱函数的正定性，从而得到夸克禁闭的信息。

2  DS方程方法下的关于手征相变和退禁闭

相变的主要结果

2.1　 手征相变相图

首先，相边界曲线可以从热力学的角度进行一

般的判断，考虑相变发生的位置位于两相压强相同

的状态，即有PN = PW，则有：

d ( PN − PW ) dT = ( )∂PN ∂μ − ∂PN ∂ μ ∂μ ∂T + ( ∂PN ∂T −∂PW ∂T ) = 0 (22)

其中：压强对μ的导数即为粒子数密度∂PN ∂μ = nN，

对T的导数为熵密度，即∂PN ∂T = sN。一般来讲，手

征对称性恢复的Wigner相的熵密度与粒子数密度

均大于Nambu相的相应的值，由此我们得到相变曲

线应满足如下关系：

∂μ ∂T =− ( sN − sW )/ (nN − nW ) <  0        (23)

这表明随着化学势增大，相变温度会降低。同

时，在小化学势区域可以对相变曲线按幂级数进行

展开：

Tc( )μB Tc = 1 −κ ( μB Tc )2 + λ ( μB Tc )4       (24)

通过上述分析可以看到，κ应为正值。κ的具体

数值决定相变曲线的主要行为，并且与QCD的跑动

行为密切相关。目前格点QCD模拟给出对于 2+1

味的QCD系统，κ~0.015，最新的DSE方法以及泛函

重整化群方法也给出了一致的结果，表 1给出目前

不同QCD方法给出的最新结果的比较。

表1 相变曲线曲率κ
Table 1　Curvature coefficients κ

计算方案Methods

DSE[88−89]

DSE[55−56]

fRG[87]

Lattice QCD[76]

Lattice QCD[74]

Lattice QCD[75]

曲率Coefficients κ

0.015 0
0.023 8

0.014 2(2)
0.015 3(18)
0.014 4(26)
0.015(451)
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在整个温度化学势平面内数值求解夸克传播子

的gap方程后可以直接带入手征磁化率的相变判据

计算其随温度和化学势（密度）变化的行为。一些化

学势下磁化率随温度变化的行为的结果如图3中展

示。可以看到，在化学势较小的区域，手征磁化率是

一个光滑函数，表明QCD相变实际是连续过渡，可

以认为极大值的位置对应的温度即赝相变温度。随

着化学势逐渐增大，磁化率趋于发散，发散的位置对

应的状态即为CEP的状态。在更大的化学势处，磁

化率断开，标志着系统进入一级相变区域。

首先，人们运用QC胶子模型对QCD的手征相

变进行了大量的研究。由于截断方案的限制，相关

的计算仅能定性确定QCD相变的行为。但是在不

同的参数和方案下，相变曲线与CEP的位置均不尽

相同，在一级相变区域，不同的方案给出的共存区大

小也不尽一致。但是，这些计算仍然给出了一些确

定的信息，首先，随着化学势增加，相变温度减小，这

证实了前述的由热力学的一般讨论给出的结论；其

次，所有的计算均一致地给出了CEP的存在，进一

步给出了大化学势区域的共存区，相应的结果展示

在图4中。

目前，结合 fRG方法的DS方程方法的最新计算

给出了QCD的正确跑动行为。首先，在真空下夸克

质量函数随动量的跑动行为与格点QCD模拟给出

的结果一致；其次，在小化学势区域，相变温度与相

变曲线的曲率也有格点QCD一致，相应的结果已列

于表 1中。因此，可以认为，目前的DS方程方法下

的计算给出了关于QCD相变的可靠的结果。如图5

所示，相关计算再次确认了CEP的存在，最新的计

算给出CEP状态约位于(T, μB ) ∼ (110, 600 )MeV。

2.2　 退禁闭相变相图

再者，DSE方程方法还给出了退禁闭相变相图

的计算。在靠近相变温度时，Schwinger函数本身表

现出正定性，但是Schwinger函数的高阶导数仍然出

现了负值，最终如图 6所示，Schwinger函数判据给

出退禁闭相变与手征相变同时发生。另外，通过

Polyakov圈对胶子传播子的计算也给出了相同的结

论。尽管胶子部分在Polyakov圈中占据主要部分，

但是相变的主要特征仍来源于夸克质量函数的

变化。

3  QCD相变理论和实验现象研究的展望 

我们知道，ALICE/CERN正在进行的实验计划

和相对论重离子对撞器（Relativistic Heavy Ion 

Collider，RHIC）/布 鲁 克 黑 文 国 家 实 验 室

图3　一些不同化学势下，手征磁化率随温度变化的行为[88]

Fig.3　T dependence of the chiral susceptibility at different 
chemical potentials[88]

图4　QC胶子模型下，DS方程方法给出的QCD的手征相变的相图[86]

Fig.4　QCD phase diagram under the QC interaction model using the QCD DS equation approach[86]

图5　QCD的DS方程方法最新给出的QCD的手征相变的相
图[89]

Fig.5　QCD phase diagram using the DS equation approach in 
the state of the art truncation scheme[89]
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（Brookhaven National Laboratory，BNL）的能量扫描

以及俄重离子同步加速器（Nuclotron-based Ion 

Collider faсility，NICA）和 HADES/CBM/FAIR 及中

国强流重离子加速器（High Intensity Heavy-ion 

Accelerator Facility，HIAF）的未来实验计划，都将搜

寻QCD相变的CEP信号视为其主要任务。而如何

从QCD的理论方法对QCD相图的结构和强相互作

用物质的相关物理做出可靠的定性和定量预言是对

目前理论研究的巨大挑战。其中，关于QCD的DS

方程方法对QCD相结构的研究，已在本文中进行了

的回顾。原则上，DS方程方法对于QCD相变的研

究可以实现两个本质上不同的目标：第一，它可以作

为模型构建对 QCD 理论进行探索，对可能出现的

QCD的新的物质状态和性质进行研究；第二，它可

以通过完善截断方案来关注强相互作用的定量特征

和现象学效应的探索。在本文中，我们给出了有限

温度和化学势下DS方程方法的截断方案研究的进

展以及相应的关于QCD相图的研究。目前的结果

在零温以及低密区域已能给出与格点QCD模拟计

算结果一致的结果，DS方程方法与泛函重整化群方

法亦给出了一致的对CEP位置的预测。目前的研

究表明 ，CEP 的位置大致在温度局限在 100~

110 MeV内，化学势局限在 600~650 MeV区间。需

要指出的是，DS方程方法的截断方案在大化学势区

域的可靠性仍需要进一步验证，特别是在顶点中强

子和diquark道的贡献随着化学势增大不断增强，这

也是下一步对截断方案进行改进的方向。对CEP

位置的精确预言是未来一项重要且必要的工作。

关于QCD相变的理论研究和QCD的丰富的相

结构的研究当然是今后研究的重点，例如手征相变

与色禁闭相变的关系、由此可能产生的 quarkyonic

相的存在性以及产生机制的问题、强耦合夸克胶子

等离子体相的激发模式、大化学势区域的色超导态、

等。另外，加强理论探索与相对论性重离子碰撞实

验物理的联系也是必须开展的工作。其中重要的接

口是重子数等守恒荷的涨落及其比率（已有初步结

果［102−103］）、热力学量和输运系数，以及夸克、胶子和

介子的谱函数的信息等。DSE方程方法在这方面已

经迈出的有希望的一步，并将在未来发展扩大，对重

离子碰撞的产物进行全方位的诠释。

致谢 感谢秦思学教授、付伟杰教授等的讨论和

建议。
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