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QCD临界终点与重子数扰动

许 坤 黄 梅

（中国科学院大学 核科学与技术学院    北京  101400）

摘要 相对论性重离子对撞的目的之一是寻找量子色动力学（Quantum Chromodynamics，QCD）临界终点

（Critical End Point，CEP），实验中测到的净质子数扰动呈现出非单调的行为，这暗示了CEP的存在。本文使用

了3味PNJL（Polyakov-loop Nambu-Jona-Lasinio）模型，沿着从实验数据中拟合的化学冻结线，计算了重子数扰

动累积量之比C4/C2随对撞能量的变化。结果发现，基于平衡态假设，在对撞能量7.7~200 GeV范围内，随着对

撞能量的降低，C4/C2先缓慢下降后上升，这与实验数据一致。这也暗示平衡态假设可以用于探索重离子对撞后

系统的演化行为，揭示了相变线跟化学冻结线的关系对观测量的影响非常重要。
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QCD critical end point and baryon number fluctuation

XU Kun HUANG Mei

(School of Nuclear Science and Technology, University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 101400, China)

Abstract One of the main goals of relativistic heavy-ion collision (HIC) is to search for the critical end point (CEP) 

of quantum chromodynamics (QCD), and distribution of the net-proton number from experimental measurements 

shows non-monotonic behavior, which indicates the existence of a CEP. The purpose of this work is to investigate the 

relationship between the net-proton number fluctuation and collision energy, and to explain the experimentally 

measured behavior. This study investigates the three-flavor Polyakov-loop Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) model, 

which contains quark degrees from the NJL (Nambu-Jona-Lasinio) model and effective gluon contributions from 

Polyakov-loop, based on the equilibrium assumption and mean-field approximation. In addition, we study the phase 

diagram and C4/C2 of baryon number fluctuation as a function of collision energy along the freeze-out lines fitted 

from experimental data. With an appropriate form of freeze-out line, the collision energy decreases in the region of 

7.7~200 GeV, and C4/C2  decreases slightly then increases, which is in agreement with the experimental data. 

Additionally, these results indicate that the equilibrium assumption is appropriate for the exploration of the system 

evolution after HIC, and the relationship between the freeze-out and phase transition lines is highly sensitive for 

observables.
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构是近些年的研究热点，在极端条件下，QCD物质

会呈现出完全不同于真空下的形态。随着温度的升

高，QCD物质会从强子气态变为夸克胶子等离子体

（Quark-Gluon Plasma，QGP），自由度也从强子转变

为夸克和胶子，格点QCD（Lattice QCD）发现在小化

学势时手征相变与退禁闭相变均为光滑过渡

（Crossover）［1−3］。另一方面，从对称性分析以及手征

有效模型计算，人们普遍认为在高化学势处发生一

级手征相变。因此，根据朗道相变理论，在有限温度

有限化学势处则存在一级相变终点，即QCD临界终

点（Critical End Point，CEP）［1−17］。

高温高密的极端环境与早期宇宙演化及天体物

理有很强的相关性，高密环境存在于致密星内部，比

如中子星。强相互作用物质在有限温度有限密度时

的状态方程，直接影响了中子星质量-半径关系。在

实验室中通过重离子对撞（Heavy Ion Collision，

HIC）产生高温高密的环境，是研究强相互作用物质

在极端条件下性质的重要场所，比如研究轻核性

质［18］、流体性质［19−22］、输运性质［23−24］、重味粒子性

质［25−27］、磁场与自旋极化［28−35］，以及本文重点介绍的

QCD相图以及QCD临界点。

在重离子对撞中，假设化学冻结线与相边界足

够近，那么相图信息则可以通过守恒荷的扰动呈现

出来。据预测，这些守恒荷对关联长度非常敏感。

因此在重离子对撞中，通过分析逐事件的重子数、电

荷以及奇异数的扰动，尤其是它们的累积量，能够揭

示 RHIC（Relativistic Heavy-ion Collision)以及 LHC

（Large Hadron Collider）的重离子对撞中产生的物

质的热力学性质。对于任一守恒荷，假设N为一次

对撞事件的测量结果，在大量记录事件中，此守恒荷

的累积量（cumulant）定义如下：

C1 = N

C2 = (δN )2

C3 = (δN )3

C4 = (δN )4 − 3 (δN )2
2

(1)

其中：δN = N − N ，这些累积量与不同矩直接的关

系为：

M = C1, σ
2 = C2, S =

C3

(C2 )3/2
, κ =

C4

(C2 )2
(2)

其中 ：M、σ 2、S、κ 分别为对应守恒荷的平均值

（Mean）、方差（Variance）、偏度（Skewness）以及峰度

（Kurtosis）。在实验中，累积量是与系统体积成正比

的，为了消除体积带来的影响，人们往往使用累积量

的比值，例如：

σ 2 /M =
C2

C1

, Sσ =
C3

C2

, κσ 2 =
C4

C2

(3)

有了以上的定义，就可以在给定的对撞能量

sNN 下，通过测量逐事件的净质子分布计算各个累

积量及其比值。

RHIC 的能量束流扫描计划（Beam Energy 

Scan，BES）通过金-金对撞，测量了净质子数、净电

荷数以及净K介子数分布的累积量，对撞能量 sNN

为 7.7 GeV、11.5 GeV、14.5 GeV、19.6 GeV、27 GeV、

39 GeV、54.4 GeV、62.4 GeV 以及 200 GeV，其结果

见文献［36−39］。实验结果显示，在金-金中心对撞

中，净质子数分布的C4 /C2 出现了随对撞能量的非

单调的行为：在对撞能量为 200 GeV时，C4 /C2 约为

1，随着对撞能量的下降，C4 /C2 先在对撞能量为

20 GeV时降低到 0.1，然后又在对撞能量为 7.7 GeV

时迅速升高到3.5左右。STAR最新的3 GeV固定靶

实验结果以及 HADES 的 2.4 GeV 对撞都显示了

C4 /C2 为负值［39］。从以上的实验数据中观测到重子

数扰动的震荡行为，我们需要知道可以从中提取关

于 CEP 的何种信息以及 CEP 位于相图中的何处。

一方面，应该从沿着化学冻结线的测量结果中提取

关于QCD相变的有效信息；另一方面，也应该小心

地探索QCD相变如何影响诸如守恒量的累积量等

性质。图 1展示了在 3 GeV对撞能量以及HADES

在2.4 GeV对撞能量下的结果［39］。

要理解实验中出现的非单调的行为，就需要从

理论上研究中质子数扰动随对撞能量的行为。对于

平衡态系统，一般在理论中可以定义热力学势，形

式为：

Ω =− T
V

ln ( Z (V, T, μB, μQ, μS ) ) (4)

式中：T 为温度；V 为系统体积；Z 为配分函数；

μB、μQ、μS 分别为重子数化学势、电荷数化学势以及

奇异数化学势。有了热力学势，系统的压强也就自

然知道了：P =− Ω。守恒荷的敏感度（susceptibility）

定义为无量纲压强对相应化学势的导数：

图1　STAR测量的金-金对撞中，净质子数的C4/C2

随对撞能量的变化
Fig.1　Variation of the ratios of cumulants, C4/C2, with 

collision energy for net-proton measured by STAR
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χ BQS
ijk =

∂i + j + k ( P/T 4 )
∂μ̂ i

B∂μ̂ j
Q∂μ̂k

S

(5)

式中：μ̂q = μq /T，q = B，Q，S。这些守恒荷分布的累

积量与对应敏感度的关系为：

C BQS
ijk =

∂(i + j + k ) ln ( Z (V, T, μB, μQ, μS ) )

∂μ̂ i
B∂μ̂ j

Q∂μ̂k
S

=

VT 3 χ BQS
ijk (T, μB, μQ, μS ) (6)

通过这个关系，就可以在理论上计算重子数扰

动随着温度、化学势以及对撞能量的变化，并与实验

结果进行比较，进而提取关于QCD相变的信息。

在不同的模型中，基本自由度及其相互作用的

形式不同，配分函数也不同，因此得到的热力学性质

以及相变也就不同。人们使用了不同的模型，在理

论中对 QCD 临界点进行广泛地分析过，比如

Nambu-Jona-Lasinio（NJL）模型，使用 Polyakov-loop 

改进的 NJL 模型（PNJL）、线性 σ模型、夸克-介子

（Quark-Meson，QM）模型、Polyakov-loop 改进的夸

克-介子模型、Dyson–Schwinger方程（DSE）、全息

QCD模型［1−13，40］。另外，利用流体模型分析重子数扰

动以及重离子对撞中其他现象也是目前主流的方

法［41−44］。然而，不同的模型，甚至是相同的模型使用

不同的参数，给出的CEP的位置都不同［45］。因此，

结合理论与实验的结果探索CEP是否存在甚至确

定CEP的位置是必要的。

1  强子共振气模型 

在低温低密的时候，强子是强相互作用物质的

主要自由度，随着温度的升高，自由度就由强子变为

夸克和胶子。在强子共振气（Hadron Resonance 

Gas，HRG）模型中，无相互作用的强子以及共振态

是基本自由度。在玻尔兹曼近似下，系统的压

强为［46−48］：

P
T 4

=
1

VT 3
ln ( Z (V, T, μB, μQ, μS ) )

      =
1
π2∑

i

gi (
mi

T
)2 K2 (

mi

T
) ×

           cosh ( Bi μ̂B + Qi μ̂Q + Si μ̂S )

(7)

式中：mi是强子 i的质量；gi是其简并度；K2是修正贝

塞尔函数。求和遍历所有的强子以及共振态，包括

对应的反粒子。由HRG得到的结果一般可以作为

在重离子对撞中寻找QCD相变以及临界点的基线。

对于净重子数扰动来说，累积量的比率的形式非常

简单，在玻尔兹曼近似下，重子数敏感度的形式可以

写为：

 
χ B

2n =∑
i

gi (
mi

T
)2 K2 (

mi

T
) ×

cosh ( Bi μ̂B + Qi μ̂Q + Si μ̂S )
(8)

             
χ B

2n − 1 =∑
i

gi (
mi

T
)2 K2 (

mi

T
) ×

      sinh ( Bi μ̂B + Qi μ̂Q + Si μ̂S )
(9)

因此，考虑质子，也就是B = 1，重子数敏感度的

比率为：

              

          
C B

even

C B
even

=
χ B

even

χ B
even

= 1, 

C B
odd

C B
odd

=
χ B

odd

χ B
odd

= 1,

C B
even

C B
odd

=
χ B

even

χ B
odd

= coth ( μB /T )|μQ = μS = 0

(10)

本文关注的四阶与二阶累积量的比值则为：

κBσB
2 =

CB ,4

CB, 2

= 1 (11)

也就是说，在低温低密的强子相，C4 /C2 = 1，这

可以作为强子相的信号。而随着温度的升高到相变

温度（约150 MeV），强子逐渐“融化”，系统的主要自

由度变为夸克和胶子，因此C4 /C2 也会逐渐偏离 1，

这也是发生相变的判据之一。

2  格点QCD（Lattice QCD） 

格点QCD是通过没有任何假设的第一性原理

——即量子色动力学进行计算的非微扰方法，完全

可以用于计算处于热平衡系统的强相互作用体系的

热力学性质。由于“符号问题”，格点QCD无法直接

计算有限化学势的区域，但是通过泰勒展开技巧，可

以近似计算小化学势的区域。具体来说，有限化学

势μB时的压强可以展开为［49］：

P (T,μB ) − P (T,0 )
T 4

=
1
2
χ B

2 (T ) (
μB

T
)2 × [1 +

1
12

χ B
4 (T )
χ B

2 (T )
(
μB

T
)2 +

1
360

χ B
6 (T )
χ B

4 (T )
(
μB

T
)4 ] +

O ( μ8
B ) (12)

由于QCD的对称性，奇数项贡献为零，只有偶

数项有不为零。可以看到，展开系数与重子数的敏

感度χ B
2、χ

B
4 /χ B

2 以及χ B
6 /χ B

2 有关。

同样的原理，也可以利用重子数敏感度计算有

限化学势下的值：

χ B
n (T,μB ) =∑

k = 0

∞ 1
k!
χ B

n + k (T ) (
μB

T
)k (13)

图 2 展示了格点 QCD［2，49］计算的零化学势下

χ B
4 /χ B

2 随温度的变化以及压强在不同的化学势下随

温度的变化。可以看到，在低温下与HRG的结果符
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合［2］；在趋向于零温时，χ B
4 /χ B

2 趋向于HRG模型的结

果，即χ B
4 /χ B

2 = 1。如果要计算大化学势的区域，则需

要计算到更高阶的结果，这就需要更多的计算，花费

更多的时间。目前格点QCD的计算通过泰勒展开

还不能推广到足够高的化学势，在能够应用泰勒展

开的区域目前没有发现CEP的存在。

3  3味Polyakov-loop Nambu-Jona-Lasinio

模型 

为了能够研究有限温度有限化学下的相图，使

用合适的有效模型进行计算是非常必要的。NJL

（Nambu-Jona-Lasinio）模型经常被用来研究QCD相

图，但是NJL模型给出的相变温度比格点QCD计算

结果高，因此，选用3味的Polyakov-loop改进的NJL

模型，这个模型给出的手征相变温度跟格点结果相

当，因此被叫做实际的 NJL 模型（简写 rPNJL，即

realistic PNJL），rPNJL模型考虑了 8夸克相互作用。

这里直接写出有限温度、有限化学势下的平衡态系

统的热力学势［50−51］：

Ω = gs∑
f

σ 2
f − gD

2
σuσdσs + 3

g1

2 (∑f

σ 2
f ) 2

+ 3g2∑
f

σ 4
f − 6 ∫

0

Λ d3 p

( )2π
3

Ef −

        2T ∫ d3 p

( )2π
3

ln é
ë
1 + 3(Φ + Φ̄e− ( )Ef − μf /T )e− ( )Ef − μf /T + e− 3( )Ef − μf /Tù

û
−

        2T ∫ d3 p

( )2π
3

ln é
ë
1 + 3(Φ̄ + Φe− ( )Ef + μf /T )e− ( )Ef + μf /T + e− 3( )Ef + μf /Tù

û
+

        U ′(Φ,Φ̄,T )

(14)

式中：第一行为真空部分的能量；第二行与第三行则

为夸克在有限温度有限化学势下的贡献；第四行为

Polyakov-loop的贡献。gs，gD，g1，g2分别为夸克相互

作用的耦合常数；σ f = ψ̄ fψ f 为夸克凝聚；f = u，d对

应 两 味 轻 夸 克 而 f = s 对 应 奇 异 夸 克 。 Ef =

p2 + Mf
2 为夸克的色散关系，其中动力学质量Mf

的形式为：

Mf = mf − 2gsσ f +
gD

4
σ f + 1σ f + 2 − 2g1σ f∑

f ′

σ 2
f ′ − 4g2σ

3
f

(15)

如果σ f = σu，那么σ f + 1 = σd、σ f + 2 = σs。由于NJL

模型部分为不可重整的，因此就需要合适的正规化

机制消除无穷大。这里使用三动量截断，动量积分

上限为Λ。

NJL模型只有夸克自由度，没有胶子自由度，因

此也就没有禁闭效应。为了弥补这一问题，此处考

虑了Polyakov-loop，即Φ和
-
Φ，来模拟胶子的部分效

应，第二行与第三行中展示了其与夸克的相互作用。

而 Φ 和
-
Φ 的自相互作用则是由 U ′描述，其形

式为［52］：

U ′
T 4

=
U
T 4
− κ ln [ J (Φ,

-
Φ ) ] (16)

其中：

U
T 4

=− b2 (T )
2

Φ̄Φ − b3

6
(Φ3 + Φ̄3 ) +

b4

4
(Φ̄Φ )2    (17)

为 Polyakov-loop 的在有限温度下的有效势，

以及：

J = (
27

24π2
) (1 − 6ΦΦ̄ + 4 (Φ3 + Φ̄3 ) − 3(ΦΦ̄ )2 )

  (18)

是 Polyakov-loop 到它的迹的变换的雅克比行

列式。除此之外，κ是一个无量纲的参数，用来限制

Φ和 Φ̄的值在0~1之间。b2 (T )是温度依赖的系数，

其形式为：

b2 (T ) = a0 + a1

T0

T
exp ( − a2

T
T0

) (19)

根据文献［50］，模型中NJL部分的参数可以通

过真空的性质来确定，Polyakov-loop部分的参数则

可以通过零化学势时的压强密度来拟合，这些参数

的具体值展现在表1与表2中。

在平衡态系统的假设下，夸克凝聚 σ f以及Φ和
-
Φ是自由变量，其值可以通过能隙方程组获得：

图2　BNL-Bielefeld-CCNU通过格点QCD计算的在零化学
势下，χ B

4 /χ B
2 随温度的变化

Fig.2　Lattice QCD result for χ B
4 /χ B

2  as a function of 
temperature at zero baryon chemical potential from BNL-

Bielefeld-CCNU collaboration
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∂Ω
∂σ f

= 0, 
∂Ω
∂Φ = 0,

∂Ω
∂Φ̄ = 0 (20)

需要注意的是，在零重子数化学势时，Φ和
-
Φ的

值相等，但是在有限化学势时则不相等。得到夸克

凝聚 σ f以及Φ和
-
Φ在给定温度与化学势下的值，就

可以通过式（5）与式（6）计算重子数扰动C4、C2以及

κσ 2。在零化学势时，利用上述参数计算得到的重子

数扰动 κσ 2 随温度的变化展示在图 3 中，其中 T χ
0 =

166 MeV，为 rPNJL给出的零化学势下的相变温度，

在强子共振气极限下 κσ 2 = 1，在自由夸克气极限时

κσ 2约0.068。

图 3中虚线为 rPNJL模型的结果，不同的点取

自格点QCD的计算［50−51］。横坐标为归一化的温度，

其中，T χ
0 = 166 MeV为 rPNJL模型得出的零化学势

下的相变温度。可以看到，κσ 2在低温下趋向于1，这

正是HRG模型给出的低温下的结果；而在高温下则

趋向于自由夸克气的结果，即 κσ 2约0.068。整体上

rPNJL模型计算的κσ 2与格点的结果比较吻合。

4  结果和讨论 

为了确定重子数扰动 κσ 2随对撞能量的变化关

系，需要先确定化学冻结线的形式。此处选取了两

条化学冻结线的形式 f1与 f2。f2的形式为：

T ( μ ) = 0.158 − 0.14μ2 − 0.04μ4

这个形式取自文献［38］，是基于 RHIC 实验［53］

数据中拟合的，f1则是在 f2的基础上做了微调，其表

达式为：

T ( μ ) = 0.158 − 0.14μ2 − 0.04μ4 − 0.01exp ( − ( μ −
0.067) /0.05)

式中：温度 T和重子数化学势 μB 的单位都是GeV，

下同。

图 4同时展示了 rPNJL模型计算得到的相图，

其中：CEP的位置为（μE
B = 720 MeV，T E = 93 MeV），

即图中的黑色三角形处；黑线为一级相变线；蓝色虚

线为 crossover；浅蓝色点为 RHIC 的 BES-I 对撞结

果；圆点与黑色方块分别为RHIC BES-I［53−55］以及低

能重离子对撞中化学冻出的温度与化学势［56］；同时，

红色与蓝色虚线分别是两条化学冻结线 f1和 f2。可

以看出，f1与 f2的不同主要体现在小化学势附近，也

就是高对撞能量下：化学冻结线 f1从相边界的“后

方”开始，而 f2则从相边界的“前方”开始。另外，为

了与实验结果，即κσ 2与对撞能量的关系，相比较，还

需要重子数化学势与对撞能量的关系，具体形式

如下：

μB ( s ) =
1.477

1 + 0.343 s
(21)

最终，rPNJL计算的κσ 2沿着化学冻结线 f1和 f2

的行为展示在图5中，分别为红色虚线与蓝色虚线；

绿色虚线为NJL计算的结果［57］；黑点为 STAR的净

质子数测量结果［39］。

首先选用化学冻结线 f1，它是从相边界的“后

方”开始，可以看到，沿着 f1，rPNJL模型计算的重子

数扰动κσ 2随着对撞能量的降低，首先展现出了一个

“下凹”结构，最低值大约处于 s = 20 GeV，随着对

表1 rPNJL模型中NJL部分的参数
Table 1　Parameters for the NJL part in the rPNJL model

mu/d / MeV

5.5

ms / MeV

183.468

Λ / MeV

637.720

gsΛ
2

2.914

gDΛ
5

75.968 7

g1 / MeV−8

2.193 × 10− 21

g2 / MeV−8

− 5.890 × 10− 22

表2 rPNJL中Polyakov-loop部分参数
Table 2　Parameters for the Polyakov-loop part in the 

rPNJL model

T0 / MeV

175

a0

6.75

a1

− 9.8

a2

0.26

b3

0.805

b4

7.555

κ

0.1

图3　在零重子数密度下利用 rPNJL模型计算得到的重子数
扰动的κσ2与温度的关系[51]

Fig.3　Variation of the kurtosis of baryon number fluctuation 
κσ2 in the rPNJL model as a function of the temperature at zero 

baryon number density[51]

图4　rPNJL模型计算的相图[51]

Fig.4　Chiral phase-transition line in the rPNJL model and 
freeze-out lines extracted from experiments[51]
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撞能量继续降低，在 s = 6 GeV 处出现一个峰结

构，随后 κσ 2 降低，最终降为 1左右。这个整体的行

为与STAR实验测量的 s ≥ 7.7 GeV的结果符合得

很好。沿着第二条化学冻结线 f2，也就是从相边界

的前方出发，κσ 2 只有在 s = 6 GeV产生一个峰结

构，而没有“下凹”结构出现。作为比较，文献［10］使

用的NJL模型计算的结果与实验结果差距较大。

由此可以看出，重子数的κσ 2随着对撞能量先下

降后上升的行为，与QCD相变有着密切的关系：在

小化学势时（即高能对撞），化学冻结线要穿过

crossover的区域，从QGP相到强子气相；随着对撞

能量降低，化学冻结线逐渐靠近CEP并从其附近擦

过，因此κσ 2逐渐增大后又降低，形成峰结构，此处的

峰结构就是CEP存在的标志。

在 3 GeV以及更低的能量下，实验结果显示了

负值，目前通常认为这是由于低能下的重子数守恒

效应导致的［60］。这个结果无法从本文中使用的

rPNJL模型得出，从图 5中可以看到，在低对撞能量

下，κσ 2趋向于1而不是负值，这说明 rPNJL模型无法

描述高化学势的相变行为和相结构，这或许是由于

rPNJL模型中只有夸克自由度，而缺少强子，后者是

强子气相的主要自由度。一种可能的原因是，强子

相在低温有限化学势处存在强子的气液相变，进而

也会有相应临界终点，在低能打靶实验中，产生的系

统的化学势较大而温度很低，接近强子气液相变的

临界终点区域，正如QCD手征相变CEP附近的负值

区域类似，此时也有可能出现κσ 2为负的结果。

5  结语 

由于守恒荷在相变附近会出现剧烈的扰动，因

此，在重离子对撞中可以通过重子数扰动来寻找

CEP。使用 3味的PNJL模型，其在零化学势时重子

数扰动与格点结果一致。利用通过实验数据拟合的

化学冻结线方程，计算了重子数扰动的κσ 2随对撞能

量的变化关系，令人惊讶的是，计算结果基本符合实

验数据的趋势，在 s = 7.7 GeV处产生的峰结构，

是CEP存在的标志。考虑到实验观测到的物理量

为系统化学冻出时的状态，而此时系统已经演化到

平衡态，因此，本文中基于平衡态假设的计算结果展

现出与实验数据较好的符号，这或许意味着在理论

中基于平衡态假设探索重离子对撞后系统演化行为

是合理的。另外需要强调一点的是，得到跟实验结

果相符合的结果，最主要的原因是以下几点：1）模型

在零密给出了合理的相变温度，并预言了比较合理

的临界终点位置，由此给出了比较合理的相变线；2）

相变线跟化学冻结线的位置关系对最终 κσ 2随对撞

能量的变化关系非常敏感。想强调的一点是 κσ 2随

碰撞能量降低并在碰撞能量 19.6 GeV处的最低点

是由于在低化学势情况下化学冻结线高于相变线决

定的。

作者贡献声明 许坤完成论文初稿的写作与稿件的

修改；黄梅提供论文撰写思路及修改稿件。
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