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QCD临界点附近的动力学临界涨落
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摘要 探寻量子色动力学（Quantum Chromodynamics，QCD）相图的临界点是相对论重离子碰撞实验低能量扫

描（Beam Energy Scan program in Relativistic Heavy-Ion Collisions，RHIC-BES）项目的重要实验目标。初步的实

验探测发现了净质子数涨落随着对撞能量的非单调行为，定性上符合基于静态模型的理论预言，这暗示着QCD

临界点的存在。由于相对论重离子碰撞是一个高速膨胀的体系，动力学效应能显著地改变QCD临界点附近的

临界涨落。为最终确定QCD临界点的存在以及研究QCD在有限温有限密区域的相结构，人们发展了一系列

QCD临界点附近的动力学模型。本文回顾了近年来关于寻找QCD临界点在实验测量和理论模型的进展，着重

强调在临界点及一级相变区域动力学模型的发展和挑战。
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Critical dynamical fluctuations near the QCD critical point
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Abstract The exploration of the critical point on the QCD (Quantum Chromodynamics) phase diagram is one of 

the most important goals of the beam energy scan program in relativistic heavy-ion collisions (RHIC-BES). 

Preliminary experimental measurement observed the non-monotonic behavior of net-proton fluctuations as a function 

of collision energy, which qualitatively agrees with the prediction of the static theoretical models and this hints the 

existence of the QCD critical point. The system created in heavy-ion collision is highly expanding system with which 

the dynamical effects dramatically modify the critical fluctuations near the QCD critical point. To confirm the 

existence of QCD critical point and study the phase structure of QCD system at finite temperature and finite density 

region, a series of dynamical models near the QCD critical point has been developed. This paper reviews the recent 

developments related to the exploration of the QCD critical point from experimental and theoretical viewpoints. In 

particular, we emphasize on the developments and challenges of the dynamical model near the QCD critical point and 

the first-order phase transition.
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量 子 色 动 力 学（Quantum Chromodynamics，

QCD）［1］是描述不同能标下强相互作用物质的理论。

在高能标区域，QCD很好地解释了质子碰撞实验［2］

所发现的渐进自由行为［3−4］；在低能标区域，实验上

关于真空对称性及其破缺行为的结果很好地支持了

QCD的理论预言［5−6］。有限温有限密下的强相互作

用理论和模型计算预言了核物质系统存在着丰富的

相结构。具体说来，在低温低密区域，强相互作用系

统由重子和介子等强子组成。带有色荷夸克和胶子

囚禁在强子内部，形成色中性的强子，因此，系统处

于禁闭相（Confinement Phase）。同时，手征对称性

发生破缺，系统也处于手征对称性破缺相（Chiral 

Symmetry Breaking Phase）。在高温高密区域，带有

色荷的夸克和胶子从强子中解禁闭，形成夸克胶子

等离子体（Quark-Gluon Plasma，QGP），故强相互作

用系统处于解禁闭相（Deconfinement Phase）。此

时，手征对称性恢复，故系统处于手征恢复相

（Chiral Symmetry Restoration Phase）。在自然界中，

宇宙大爆炸早期和中子星等致密星体内部可能存在

QGP。在实验室中，极端条件下的相对论重离子碰

撞可产生QGP，并以此研究强相互作用物质的相图

和相变 ［7−10］。目前，运行的相对论重离子碰撞实验

包括美国布鲁克海文国家实验室RHIC（Relativistic 

Heavy Ion Collider）、欧洲核子中心 LHC（Large 

Hadron Collider）的重离子碰撞项目。此外，在建的

实验装置还有德国的 FAIR（Facility for Antiproton 

and Ion Research）［11］、俄罗斯的 NICA（Nuclotron-

based Ion Collider fAcility）［12］、中国的 HIAF（High 

Intensity heavy ion Accelerator Facility）［13］，以及日本

的 J-PARC （Japan Proton Accelerator Research 

Complex）［14］等项目。经过几十年的研究探索，基于

相对论重离子碰撞相关的研究有了长足的发展，使

人们对强相互作用物质的理论有了较深的理解。

1  QCD相图与较低碰撞能区的相对论重离

子碰撞 

强相互作用物质体系由QCD理论描述，其相变

和相图亦称为QCD相变和相图。通常QCD相图在

温度和重子化学势张成的平面中表示。在低化学势

μ区域，格点QCD的计算表明，在化学势μ = 0 MeV

温度T ≃ 155 MeV［15−17］区域从强子相连续地过渡到

QGP相［18−21］，即连续过渡（Crossover）；在高化学势区

域，基于 QCD 的有效模型，如泛函重整化群理论

（Functional Renormalization Group，fRG）、戴森-施温

格方程方法（Dyson-Schwinger Equations，DSE）等，

预言强子相和QGP相之间的相变为一级相变（First 

order phase transition）［22−25］。自然地，人们预言在相

图中的连续过渡和一级相变之间存在一级相变的终

点，即临界点（Critical point）［26−27］。在有限化学势

（μ > 0）区域，格点QCD存在符号问题［28］，即积分测

度变成复数。为解决这一问题，很多方法被发展起

来，如泰勒展开［29−30］、重分配权重［31］、虚化学势［32］等。

最近的格点计算结果给出临界点位置可能在 T <

140 MeV，μB > 300 MeV［33］。另一方面，基于QCD的

连续场论模型，如 fRG给出了临界点在QCD相图上

的可能区域为：450 MeV ≤ μB ≤ 650 MeV［25］。然而，

不同有效模型预言的临界点位置明显地依赖于模型

和参数的选取［27］。因此，QCD临界点是否存在及可

能的位置还是很不确定，亟待人们对相关问题更加

深入地研究。

在相对论重离子碰撞实验中，重子阻塞效应

（Baryon stopping effect）使得所产生的热密核物质

的重子化学势随着对撞能量的降低而增大［34］。目

前，在相对论重离子碰撞实验能量扫描（Beam 

Energy Scan program in Relativistic Heavy-Ion 

Collisions，RHIC-BES）项目的Au+Au对撞的能量范

围为200~7.7 AGeV［35−36］。基于统计模型［34］的计算表

明，其对应的温度T区间为100~180 MeV，重子化学

势 μ为 50~600 MeV。这个范围包含了多个模型所

预言的QCD临界点存在的可能区域。因此，人们可

以通过改变相对论重离子对撞的能量 sNN 来探究

QCD相图及相变临界点。目前，第一阶段的能量束

流扫描（BES-I）［37−38］已完成。通过分析末态净质子

数的高阶累积量，人们发现，在能量小于 39 GeV区

域净质子四阶累积量的比值（Kurtosis）显著地偏离

背景涨落的基线，且随着对撞能量呈现出非单调行

为。这在定性上与平衡态临界涨落模型［39−40］给出的

预言吻合，预示着发现QCD临界点的可能性。经过

进一步升级，第二阶段的能量束流扫描项目（BES-

II）［41−42］已经于2019年初开始运行，较为完整的实验

测量结果也将于最近公布。这亟待人们在理论上构

造并发展模型［43−46］，以解释相应的实验数据并预言

新的观测量。
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2  QCD临界涨落与实验信号 

在QCD相图上，临界点是一级相变线的终点，

其最重要的特征是关联长度发散。系统关联长度发

散会导致系统在临界点附近的一系列的独特性质，

如涨落发散、奇异性、普适性以及临界慢化等。其

中，最著名的例子是临界乳光现象：即水的温度和压

强接近临界点时，系统的关联长度显著增加并接近

照射光的波长，导致光被散射，进而形成临界乳光。

在相对论重离子碰撞实验中，人们无法直接探测实

验中产生的火球性质，只能在末态观测量中寻找可

能遗留的QCD临界信号。本节将简要介绍相对论

重离子碰撞中与QCD临界涨落相关的实验信号。

2.1 逐事件粒子数涨落 

描述手征相变的序参量可以为手征凝聚 ψ̄ψ

（通常定义为 σ场：σ ≡ ψ̄ψ ）。在高温高密情况下，

强相互作用物质会发生相变形成QGP，其手征对称

性恢复，手征凝聚平均值为零（ ψ̄ψ ≃ 0）；在相变温

度以下，QGP转变为强子物质，其手征对称性破缺，

手征凝聚平均值不为零（ ψ̄ψ ≠ 0）。在临界点附

近，表征手征凝聚的σ场会发生长程关联。而σ场与

末态粒子的耦合σNN会导致末态粒子的长程关联以

及大的逐事件涨落［47−51］。随着对撞能量的变化，该

粒子数涨落会呈现出非单调的行为［39−40］。由于守恒

量与理论预言（如格点QCD［52−57］和强子共振气体模

型（HRG）模型［58−60］）的磁化率直接相关且对关联长

度 ξ很敏感，一般认为系统守恒量，如重子数（B）、电

荷数（Q）与奇异数（S）的涨落是寻找QCD临界点的

灵敏探针［61−62］。此外，由于手征临界效应不会导致

奇异的同位旋磁化率，故可以用净质子数涨落作为

净重子数涨落的近似［49−51］。基于此，RHIC-BES实验

通过测量净质子数的涨落来探寻 QCD 的临界点。

由于QGP火球的有限时间和有限体积效应，关联长

度被限制在 2~3 fm［63−64］，这使得仅使用逐事件粒子

数涨落的二阶累积量探测临界信息变得困难。因

此，人们提出高阶累积量对关联长度更加敏感［61−62］，

其中的四阶累积量在临界区域会有符号的变化［39］。

此外，长程关联的效应会使得累积量随着实验探测

器的接收度变大而变大［65−67］，即接收度依赖行为。

实验上，RHIC-BES第一阶段项目探测了能量

s 为 7.7 GeV、11.5 GeV、14.5 GeV、19.6 GeV、

27 GeV、39 GeV、54.4 GeV和 200 GeV下Au＋Au碰

撞的净质子数涨落（动量范围为| y | < 0.5，0.4 < pT <

2 GeV）［37，68−70］。结果表明：随着对撞能量的降低，净

质子数涨落四阶累积量比值κσ 2先降低后上升，在对

撞能量约为 19.6 GeV 附近形成最小值。近期的

HADES（High Acceptance DiElecton Spectrometer）实

验探测了对撞能量为2.4 GeV的Au+Au净质子数涨

落，相应的 κσ 2 为负值［71］。综合不同的实验测量结

果，净质子数涨落的四阶累积量的非单调行为与平

衡态临界涨落的理论模型预言大体一致［39−40］。随着

探测器的接收度增大，净质子数涨落也快速地变化，

这与理论［65−67，72−74］预言的接收度依赖行为一致。初

步的实验探测与理论预言的吻合暗示临界点存在的

可能性。然而，三阶累积量的实验结果与理论预言

不符［66］，这需要进一步考虑动力学临界涨落的影响，

相关研究进展将在§3讨论。在小于7.7 GeV的低能

区域的行为需要进一步的探索研究，一方面该区域

可能存在一级相变，另一方面，该区域是否生成

QGP还有很大的争议。此外在低对撞能量区域，探

测数据的误差还很大，这需要在BES第二阶段和固

定靶实验中更大的统计量和更大探测器接收度的实

验结果［41−42］。

2.2 轻核产额比值 

在临界点附近，组成轻核的核子有很大涨落。

相关研究表明，轻核产额与中子密度坐标空间涨落

相关［75−76］。最近的 STAR 实验组系统地探测了在

RHIC-BES项目中的轻核产额比值N t Np /N 2
d。在中

心快度区 ( | y | < 0.5)的中心碰撞中发现了轻核产额

比值随着对撞能量的非单调性［77］。由于较小的结合

能，轻核产额受到很多因素的影响。现有基于流体

力学等并合模型的计算无法很好地拟合实验数

据［78−82］，此外，一些数值模型也研究了临界点附近相

互作用对轻核产额的影响［83−87］，同时，人们也考虑了

末态共振态等效应［88］。为确定实验中的非单调行为

是否为临界点的信号，理论上需要精细地研究各种

因素对轻核产额的影响以排除背景因素的污染，故

人们进一步细致地研究了并合模型（Coalescence 

model）中粒子相空间分布的影响，发现了轻核产额

比值对高阶相空间分布累积量的敏感性［89］。在引入

了静态临界关联的贡献后，通过构造轻核产额一系

列组合压低背景效应影响，使其与关联长度成正

比［90］。基于此，新的轻核比值被提出来，且预言了临

界区域双峰结构。这需要后续更高统计量及包含更

多核子组成的轻核的实验数据，以确定这类特征的

临界点信号。

3  QCD临界点附近的动力学模型 

由于相对论重离子碰撞实验中产生的火球是一

个高速膨胀的系统，这使得系统处于临界区域的时
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间变得有限。由于临界慢化效应，系统的关联长度

等物理量来不及跟上平衡态关联长度的增大，对应

的涨落称为非平衡态临界涨落。为考虑非平衡效

应，人们需要构造相应的动力学临界涨落模型。对

于临界点附近的系统，其动力学演化由动力学普适

类决定。动力学普适类是根据系统序参量的对称

性、维度、守恒量的守恒方程以及守恒量之间的泊松

括号决定［91］。人们［92］认为有限温的QCD系统属于

动力学普适类中的model H，即包含了守恒序参量，

守恒的动量密度和它们之间的泊松括号组成的动力

学系统。由于相对论重离子碰撞中model H在数值

上模拟的复杂性，作为model H的替代，人们发展了

基于守恒和非守恒序参量演化的动力学模型以及基

于流体力学与临界自由度耦合的临界动力学模型。

本节将概述相关研究的进展，同时简要介绍临界点

附近的特征动力学行为，如动力学普适标度律等。

其中一个简单模型是仅考虑非守恒序参量场的

演化，即Model A。由于序参量场是非守恒量，其运

动方程为弛豫方程，形式上可以写成 Langevin 方

程［93−95］或 Fokker-Planck 方程［96−97］。除了序参量场，

QGP系统还需要考虑其他自由度。在Model A中，

序参量场以外的自由度处理成热浴与 σ相互作用，

在Langevin方程中表现为噪声项。早期的研究表明

临界慢化效应不仅压低了关联长度的增大行

为［63−64］，而且显著地改变各阶矩的时间演化行为，与

平衡态临界涨落相比其符号可能发生翻转［93−97］。

一种简单的耦合方式仅需要考虑序参量场与守

恒荷间的耦合。由于在临界点附近守恒荷变为更慢

的模式［92］，因此，系统的演化只需处理其守恒模式的

随机扩散的方程，并将其他的模式处理成热浴，这就

是 Model B［72−74， 98］。基于 Model B，人们［72−73］发现了

通常的临界慢化现象。同时，守恒荷的临界动力学

行为的一个突出特征是在临界点附近关联长度的增

大和体系扩散效应的相互竞争，进而导致守恒荷粒

子数涨落随着接收度的增大出现非单调行为［72−73］。

较为复杂的耦合方式是将序参量直接处理成流

体力学模型额外的自由度，并作为源项耦合到流体

力 学 模 型 中 ，即 非 平 衡 手 征 流 体 力 学（Non-

equilibrium chiral Fluid Dynamics，NχFD）［99−104］。这

里对序参量场的处理类似于Model A，其演化满足

Langevin方程且有效势从基于QCD的有效模型得

到，如（P）QM模型［105］、线性 σ模型［106−107］等。人们已

经发展了非平衡态手征流体力学的数值模拟以研究

QCD相变附近的一系列动力学行为，其中，发现净

质子数涨落在临界点附近的方差和 kurtosis相比于

连续过渡区域有较大的增强［99−100］。

为了更为自洽地考虑序参量与流体方程的耦

合，人们考虑在临界点附近慢模式演化，以研究流体

背 景 下 临 界 点 相 关 模 式 的 动 力 学 行 为 ，即

hydro+［108］。因为是系统最慢的模式，熵除以重子数

s/n 的两点函数在 hydro+被选取为额外的自由度。

为了自洽地耦合慢模式自由度，相应的状态方程和

输运系数也需要修正。对简单的流体系统，如快度

无关的径向流膨胀［109］或者Gubser流［110］中，hydro+的

数值模拟表明，慢模式对流体的影响几乎可以忽略，

这种非平衡效应对熵只有0.1%的贡献。相应地，人

们也分析了慢模式自由度的引入对末态 freezeout修

正［111］和声速的改变［112］。除了由两点函数引入的慢

模式影响，其他的慢模式影响（如 hydro++［113−114］）也

正在发展中。

在临界点附近，序参量场的涨落会传递到流体

系统，进而导致流体的涨落，即涨落流体力学模型

（Hydrodynamics fluctuation）。为了定量描述实验数

据（如净质子数涨落），一种自然的方法是仅考虑包

含随机性的相对论流体力学。作为一种有效模型，

流体力学模型处理的自由度为守恒量，如能量动量

张量 T μν 和重子流N μ。在临界点附近，作为热浴的

手征序参量场通过 σNN耦合与流体相互作用，其贡

献可以写成流体力学方程中的噪声项［115］。其中的

噪声项由涨落-耗散定理确定，作为一阶近似可以处

理成白噪声。涨落流体力学模型非相对论形式最初

由 Landau 等［116−117］提出，后来被推广到相对论形

式［115］。原则上，在输入包含临界点的状态方程和输

运系数的涨落流体力学模型中，人们可以细致地研

究临界点附近的动力临界涨落，并给出其对末态观

测量的预言。例如，基于 0+1维 boost invariant膨胀

的背景，解析的计算［118］表明，关联函数在QCD临界

点附近因为热导率的增大而有较大的增强。然而，

在实际的数值模拟中，需要考虑依赖于空间的噪声

效应［119−121］以及对数值格子大小的依赖问题，相应的

状态方程和输运系数需要考虑重整化［122−123］。相关

的研究仍然处于发展中［124−128］。

由于涨落流体力学模型在数值模拟上的困难，

人们发展了确定性的流体力学方程，以解析计算并

演化涨落的两点关联函数［129−132］，即流体运动学

（Hydrodynamics-kinetic）。流体运动学自然地包括

了已经被重整化的输运系数和状态方程，且吸收了

涨落流体力学模型在数值模拟中的格距依赖问题。

流体运动学能重复出涨落流体力学模型的长尾效应

（Long-time tails）［123，133−135］并估算出临界涨落的相关

尺度［132］，以及在连续过渡区域对 π 介子的影

响［136−138］。除了两点关联函数，高阶关联函数（如三



核 技 术  2023, 46: 040004

040004-5

点和四点关联函数）的流体运动学方程也被发展了

起来［139−140］。

除了构建临界点附近的动力学模型，作为其输

入，包含QCD临界点的状态方程也是非常重要的研

究内容。如上所述，在有限化学势区域格点QCD计

算存在符号问题，同时有效模型预言的状态方程依

赖参数选取。另一方面，由于有限温QCD体系与三

维 Ising模型属于同一静态普适类［141−144］，通过非普适

的映射关系［64，145−146］，人们构造了包含临界点的参数

化状态方程［147−151］。其核心思想是状态方程的背景

贡献由格点QCD在化学势 μ = 0区域延拓给出，拼

接上三维 Ising模型的临界部分贡献。原则上，可以

通过在流体力学模型计算输入此类状态方程并与末

态观测量比较给出该状态方程的一系列参数，大致

确定QCD临界点的位置等信息。为了确定模型中

的一系列参数，人们需要实验上探测一系列信号，在

构造精细的理论模型的基础上，利用贝叶斯等方法

约束出相关参数。相关研究仍处于初始阶段，需要

后续进一步的发展完善。

描述相对论重离子碰撞实验的另一种常用的动

力学模型为基于玻尔兹曼方程的微观输运模型，如

多 相 输 运 模 型（A Multiphase Transport model，

AMPT）［152−153］、极端相对论量子分子动力模型（Ultra-

relativistic Quantum Molecular Dynamics model,

UrQMD）［154−156］及喷注 AA 微观输运模型（Jet AA 

Microscopic transport，JAM）［157］等。基于这类微观模

型，通过引入临界点附近的状态方程修改微观粒子

之间的相互作用，人们研究了相对论重离子碰撞实

验中一系列的观测量，如质子数涨落［158−163］、集体

流［164−165］、相图中的演化轨迹［166］及 HBT 关联［167］等。

与宏观的流体力学模型类似，临界点附近的微观输

运模型也需要考虑临界涨落的贡献。基于玻尔兹曼

方程，文献［168−170］将微观粒子相空间分布线性展

开，发展了微观输运模型的涨落与关联函数满足的

动力学方程。进一步地，文献［171］也将序参量场与

玻尔兹曼方程耦合，分析了在强子相临界涨落的

演化。

临界点的一个重要的特征行为是普适标度律。

由于在临界点附近关联长度发散，系统没有特征尺

度，因此在尺度变换下，系统会有自相似行为。平衡

态系统的临界普适类由序参量、对称性和系统维度

等决定。属于同一普适类的不同系统，其临界行为

是相同的且由临界指数确定。通过对称性分析，人

们通常认为QCD临界点和三维 Ising模型属于同一

普适类［172−173］。对于相对论重离子碰撞实验中的火

球系统，需要考虑有限体积的效应，即有限体积标度

律［174−175］。另一方面，临界点附近的普适标度行为在

动力学过程中需要推广为动力学标度律，即引入额

外的临界指数 z。动力学标度律是系统的膨胀效应

与弛豫效应相互作用的结果。临界点附近的临界慢

化效应使得弛豫效应增大，但膨胀效应使得系统无

法弛豫到平衡状态，临界模式变得非平衡，非平衡的

关联长度无法跟上增大的平衡关联长度。因此，系

统的特征尺度由非平衡关联长度决定，这种非平衡

关联长度被定义为Kibble-Zurek尺度［176−177］，由膨胀

速率和弛豫速率相等时确定。在相对论重离子碰撞

中，人们［97］发现根据Kibble-Zurek机制，可以在临界

点附近构造一些不依赖于系统演化轨迹等因素的普

适物理量。同时，基于Model A的不守恒序参量［94，97］

和Model B演化守恒荷的演化方程［74，132］，同样可以

构造物理量的普适行为。由于这种普适行为，净质

子数涨落的高阶累积量等物理量在重新定义下，高

度震荡的行为被压低，并近似地收敛到一条曲

线中［94］。

4  QCD一级相变及动力学模型 

与临界点类似，系统在一级相变附近存在着丰

富的物理过程 ，如过冷（Supper cooling）、过热

（Supper heating）过程等。一级相变最重要的特征之

一是系统的不稳定性：由于自由能存在亚稳态，当系

统演化到一级相变区域，系统将分离成两个共存的

相。根据相变理论［178］，这种不稳定过程可以分为两

种不同的过程：成核（Nucleation）和 Spinodal 分解

（Spinodal decomposition）。成核作为一种非线性不

稳定性，需要稳定相形成足够大的核以越过势能中

稳定态和亚稳态之间的势垒。一级相变的经典成核

理论在 20世纪 30年代已经被建立起来［178］，并经过

了一系列的发展［179−184］。作为理论的核心，系统的成

核速率描述的是单位时间和单位体积内从亚稳态的

衰变速率 ：Γ ∼ e− ΔFc，其主要决定因素为 ΔFc =

ΔF ( Rc )，这里的Rc 为成核的临界半径。与成核过

程不同，Spinodal分解是一种线性不稳定性。在系

统处于自由能的曲率为负的时候，小的序参量涨落

能够快速且在全空间均匀地增大，其理论基础是在

化学冶金领域广泛运用的Cahn-Hilliard方程［185］。

通过推广经典的成核理论，人们［186−194］在相对论

重离子碰撞中估计了QGP中的强子气泡的成核率，

研究表明强子气泡形成率和过冷（或再热过程）受到

很多因素的影响，比如自由能中稳定态和亚稳态之

间的势垒高度，输运系数以及膨胀速率等。基于上

述动力学模型，如Model A［93］和NχFD［100−104］，人们也

研究了一级相变附近的动力学行为，其中得到了过
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冷和再热效应对末态观测量的影响。在高速膨胀的

火球中，系统会进一步地演化进入 Spinodal分解区

域。因此，利用耗散流体力学模型且输入包含共存

相的状态方程，人们［195−199］研究了Spinodal分解过程，

发现了禁闭相和解禁闭相的分离及其实验观测效

应，如密度分布矩在Spinodal分解区域的增强效应。

尽管相对论重离子碰撞中一级相变附近的动力

学研究取得了一些进展［200−201］，一级相变的复杂性使

得人们对相关物理过程的理解还很不足。理论上，

由于系统在一级相变附近的非平衡效应，人们对于

流体力学的适用性还很不清楚。唯象上，研究相对

论重离子碰撞实验中一级相变的不稳定性还有一定

困难。QCD相图中的一级相变可能对应着相对论

重离子碰撞实验的低对撞能量区域。随着对撞能量

的降低，碰撞的两个原子核需要更长的时间穿过对

方，即系统的初始条件变得更加重要［202−203］。同时碰

撞火球的初始温度进一步降低，对应着由流体描述

的QGP系统占整个演化比例降低。当能量扫描实

验降低到特定对撞能量，系统不再形成近平衡的

QGP。例如，STAR实验的测量发现对撞能量小于

3 GeV的椭圆流 v2 变负［204］；另外，HADES实验的测

量结果发现，2.4 GeV的净质子数 κσ 2为负值［71］。这

一系列信号暗示着在低对撞能量区域系统的自由度

可能为强子。在此区域，人们需要进一步发展基于

强子自由度的相变附近动力学模型。另一方面，在

高化学势区域的状态方程也需要进一步的发展。如

前所述，在高化学势区域的格点 QCD 的符号问

题［28］，以及基于QCD的有效模型的参数依赖问题［27］

等。这亟待人们在理论上和唯象上对一级相变附近

的物理过程及可能的实验效应做更加深入的研究。

5  总结与展望 

相对论重离子碰撞实验是研究极端条件下核物

质的重要手段，是当前高能核物理的研究热

点［205−218］。对QCD相图的研究是相对论重离子碰撞

实验的重要研究目标，通过改变对撞能量能够扫描

QCD相图很大的区域。净质子数涨落及轻核比值

等随着对撞能量有非单调的行为；进一步地，考虑到

对撞实验中迅速演化的火球系统，人们发展了一系

列非平衡态临界涨落模型。基于理论上预言临界点

附近的临界涨落对末态观测量的影响以及RHIC上

BES项目对净质子数涨落的探测，初步结果预示着

QCD临界点的存在。

为进一步确定QCD临界点的存在及其可能的

位置，需要发展更为完善的动力学模型。由于相对

论流体力学在RHIC高能区域以及LHC能标的巨大

成功，为系统研究临界点附近的动力学过程，需要进

一步发展基于流体力学的动力学临界涨落模型。例

如考虑不同慢模式自由度的 hydro++模型，并推广

到三点和四点函数组成的慢模式自由度等。除此之

外，随着BES能标的降低，初始条件以及末态演化

在复合演化过程中占据更大的比重，因此较为完整

地考虑各个阶段的效应对定量解释实验数据有着十

分重要的意义。同时，在BES能区，动力学方程的

输入量，如状态方程，输运系数等也亟待更加准确的

结果。另一方面，除了完善唯象动力学模型以定量

地解释实验数据，构造几个对QCD临界点敏感的实

验信号也有助于确定临界点是否存在。由于相对论

重离子碰撞实验中产生的火球是一个复杂的体系，

定量地符合实验结果会有较大难度。通过构造对临

界点敏感观测量以压低背景因素的影响并预言临界

点导致的特征行为，理论与实验的吻合将对临界点

的确定提供重要的支撑。

实验上，RHIC上BES二期项目的测量结果将

提供更高精度更大接收度的净质子数涨落数据，以

降低各阶累计量在20 GeV以下的统计误差，最终确

定净质子数涨落是否存在理论上预言的非单调行

为。同时BES二期项目也运行了更低能量的固定

靶实验，这为人们研究更大的QCD相图区域提供了

可能。通过与更加完善的理论模型预言相互比较，

使得人们可以深入研究高温高密下QCD相结构。

致谢 感谢赵沭钧和唐石安对文章的阅读和建议。

作者贡献声明 吴善进负责论文撰写；宋慧超负责

论文撰写指导与审阅。

参考文献

1 Fritzsch H, Gell-Mann M. Current algebra: quarks and 

what else?[EB/OL]. 2002: arXiv: hep-ph/0208010. https://

arxiv.org/abs/hep-ph/0208010.

2 Bethke S. Determination of the QCD coupling αs[J]. 

Journal of Physics G: Nuclear and Particle Physics, 2000, 

26(7): R27–R66. DOI: 10.1088/0954-3899/26/7/201.

3 Gross D J, Wilczek F. Ultraviolet behavior of non-abelian 

gauge theories[J]. Physical Review Letters, 1973, 30(26): 

1343–1346. DOI: 10.1103/physrevlett.30.1343.

4 David Politzer H. Reliable perturbative results for strong 

interactions? [J]. Physical Review Letters, 1973, 30(26): 

1346–1349. DOI: 10.1103/physrevlett.30.1346.

5 Gell-Mann M, Oakes R J, Renner B. Behavior of current 

divergences under SU3×SU3[J]. Physical Review, 1968, 

175(5): 2195–2199. DOI: 10.1103/physrev.175.2195.



核 技 术  2023, 46: 040004

040004-7

6 Wilson K G. Confinement of quarks[J]. Physical Review 

D, 1974, 10(8): 2445–2459. DOI: 10.1103/physrevd. 10. 

2445.

7 Gyulassy M, McLerran L. New forms of QCD matter 

discovered at RHIC[J]. Nuclear Physics A, 2005, 750(1): 

30–63. DOI: 10.1016/j.nuclphysa.2004.10.034.

8 Gyulassy M. The QGP discovered at RHIC[M]. Structure 

and Dynamics of Elementary Matter. Dordrecht: Springer 

Netherlands, 2004: 159–182. DOI: 10.1007/978-1-4020-

2705-5_14.

9 Kolb P F, Heinz U. Hydrodynamic description of 

ultrarelativistic heavy-ion collisions[M]. Quark-Gluon 

Plasma 3. Singapore: World Scientific, 2004: 634–714. 

DOI: 10.1142/9789812795533_0010.

10 Müller B, Schukraft J, Wysłouch B. First results from Pb+

Pb collisions at the LHC[J]. Annual Review of Nuclear 

and Particle Science, 2012, 62: 361–386. DOI: 10.1146/

annurev-nucl-102711-094910.

11 Friman B, Hohne C, Knoll J, et al. 2011 CBM physics 

book: compressed baryonic matter laboratory experiments

[M]. 2011, Vol.814.

12 Aichelin J, Blaschke D, E. Bratkovskaya E, et al. 

Searching for a QCD mixed phase at the nuclotron-based 

ion collider facility[EB/OL]. 2014. https://bmn.jinr.ru/wp-

content/uploads/2019/07/NICA_WhitePaper_10.01.pdf.

13 Ruan S, Yang J, Zhang J, et al. Design of extraction 

system in Bring at HIAF[J]. Nuclear Instruments Methods 

A, 2018, 892: 53.

14 J-PARC-HI Collaboration. Letter of Intent for J-PARC 

Heavy-Ion Program (J-PARC-HI)[EB/OL]. 2016. https://j-

parc. jp/researcher/Hadron/en/pac_1607/pdf/LoI_2016-16.

pdf.

15 Bazavov A, Bhattacharya T, Cheng M, et al. Chiral and 

deconfinement aspects of the QCD transition[J]. Physical 

Review D, 2012, 85(5): 054503. DOI: 10.1103/physrevd. 

85.054503.

16 Bazavov A, Ding H T, Hegde P, et al. Chiral crossover in 

QCD at zero and non-zero chemical potentials[J]. Physics 

Letters B, 2019, 795: 15–21. DOI: 10.1016/j. physletb. 

2019.05.013.

17 Patrick Steinbrecher. The QCD crossover at zero and non-

zero baryon densities from Lattice QCD[J]. Nuclear 

Physics A, 2019, 982: 847 – 850. DOI: 10.1016/j.

nuclphysa.2018.08.025.

18 Aoki Y, Endrődi G, Fodor Z, et al. The order of the 

quantum chromodynamics transition predicted by the 

standard model of particle physics[J]. Nature, 2006, 443

(7112): 675–678. DOI: 10.1038/nature05120.

19 Bazavov A, Collaboration U, Karsch F, et al. Hot-dense 

lattice QCD[J]. The European Physical Journal A, 2019, 

55(11): 194. DOI: 10.1140/epja/i2019-12922-0.

20 Ding H T, Karsch F, Mukherjee S. Thermodynamics of 

strong-interaction matter from lattice QCD[J]. 

International Journal of Modern Physics E, 2015, 24(10): 

1530007. DOI: 10.1142/s0218301315300076.

21 Ratti C. Lattice QCD and heavy ion collisions: a review 

of recent progress[J]. Reports on Progress in Physics 

Physical Society (Great Britain), 2018, 81(8): 084301. 

DOI: 10.1088/1361-6633/aabb97.

22 Fukushima K, Hatsuda T. The phase diagram of dense 

QCD[J]. Reports on Progress in Physics, 2011, 74(1): 

014001. DOI: 10.1088/0034-4885/74/1/014001.

23 Fukushima K, Sasaki C. The phase diagram of nuclear 

and quark matter at high baryon density[J]. Progress in 

Particle and Nuclear Physics, 2013, 72: 99– 154. DOI: 

10.1016/j.ppnp.2013.05.003.

24 Fischer C S. QCD at finite temperature and chemical 

potential from Dyson-Schwinger equations[J]. Progress in 

Particle and Nuclear Physics, 2019, 105: 1–60. DOI: 10. 

1016/j.ppnp.2019.01.002.

25 Fu W J. QCD at finite temperature and density within the 

fRG approach: an overview[J]. Communications in 

Theoretical Physics, 2022, 74(9): 097304. DOI: 10.1088/

1572-9494/ac86be.

26 Stephanov M. QCD phase diagram and the critical point

[J]. Progress of Theoretical Physics Supplement, 2004, 

153: 139–156. DOI: 10.1143/PTPS.153.139.

27 Stephanov M A. QCD phase diagram: an overview[EB/

OL]. 2006: arXiv: hep-lat/0701002. https://arxiv. org/abs/

hep-lat/0701002.

28 Hands S. Simulating dense matter[J]. Progress of 

Theoretical Physics Supplement, 2007, 168: 253 – 260. 

DOI: 10.1143/PTPS.168.253.

29 Gavai R V, Gupta S. Pressure and nonlinear 

susceptibilities in QCD at finite chemical potentials[J]. 

Physical Review D, 2003, 68(3): 034506. DOI: 10.1103/

physrevd.68.034506.

30 Allton C R, Ejiri S, Hands S J, et al. QCD thermal phase 

transition in the presence of a small chemical potential[J]. 

Physical Review D, 2002, 66(7): 074507. DOI: 10.1103/

physrevd.66.074507.

31 Fodor Z, Katz S D. A new method to study lattice QCD at 



吴善进等： QCD临界点附近的动力学临界涨落

040004-8

finite temperature and chemical potential[J]. Physics 

Letters B, 2002, 534: 87–92. DOI: 10.1016/S0370-2693

(02)01583-6.

32 de Forcrand P, Philipsen O. The QCD phase diagram for 

small densities from imaginary chemical potential[J]. 

Nuclear Physics B, 2002, 642(1–2): 290–306. DOI: 10. 

1016/S0550-3213(02)00626-0.

33 Ding H T. New developments in lattice QCD on 

equilibrium physics and phase diagram[J]. Nuclear 

Physics A, 2021, 1005: 121940. DOI: 10.1016/j.

nuclphysa.2020.121940.

34 Braun-Munzinger P, Redlich K, Stachel J. Particle 

production in heavy ion collisions[M]. Quark-Gluon 

Plasma 3. Singapore: World Scientific, 2004: 491–599. 

DOI: 10.1142/9789812795533_0008.

35 STAR Collaboration. STAR results from the RHIC beam 

energy scan-I[J]. Nuclear Physics A, 2013, 904 –– 905: 

256C–263C. DOI: 10.1016/j.nuclphysa.2013.01.070.

36 Randrup J, Cleymans J. Maximum freeze-out baryon 

density in nuclear collisions[J]. Physical Review C, 2006, 

74(4): 047901. DOI: 10.1103/physrevc.74.047901.

37 Adam J, Adamczyk L, Adams J R, et al. Nonmonotonic 

energy dependence of net-proton number fluctuations[J]. 

Physical Review Letters, 2021, 126(9): 092301. DOI: 10. 

1103/PhysRevLett.126.092301.

38 Abdallah M S, Adam J, Adamczyk L, et al. Cumulants 

and correlation functions of net-proton, proton, and 

antiproton multiplicity distributions in Au+Au collisions 

at energies available at the BNL Relativistic Heavy Ion 

Collider[J]. Physical Review C, 2021, 104(2): 024902. 

DOI: 10.1103/PhysRevC.104.024902

39 Stephanov M A. Sign of kurtosis near the QCD critical 

point[J]. Physical Review Letters, 2011, 107(5): 052301. 

DOI: 10.1103/PhysRevLett.107.052301.

40 Athanasiou C, Rajagopal K, Stephanov M. Using higher 

moments of fluctuations and their ratios in the search for 

the QCD critical point[J]. Physical Review D, 2010, 82

(7): 074008. DOI: 10.1103/physrevd.82.074008.

41 Yang C. The STAR detector upgrades and physics in 

beam energy scan phase II[J]. EPJ Web of Conferences, 

2018, 182: 02130. DOI: 10.1051/epjconf/201818202130.

42 Tlusty D. The RHIC beam energy scan Phase II: physics 

and upgrades[C]//13th Conference on the Intersections of 

Particle and Nuclear Physics. arXiv:1810.04767, 2018.

43 Collaboration S, Aggarwal M M, Ahammed Z, et al. An 

experimental exploration of the QCD phase diagram: the 

search for the critical point and the onset of de-

confinement[EB/OL]. 2010: arXiv: 1007.2613. https://

arxiv.org/abs/1007.2613.

44 Bzdak A, Esumi S, Koch V, et al. Mapping the phases of 

quantum chromodynamics with beam energy scan[J]. 

Physics Reports, 2020, 853: 1 – 87. DOI: 10.1016/j.

physrep.2020.01.005.

45 Luo X F, Xu N. Search for the QCD critical point with 

fluctuations of conserved quantities in relativistic heavy-

ion collisions at RHIC: an overview[J]. Nuclear Science 

and Techniques, 2017, 28(8): 112. DOI: 10.1007/s41365-

017-0257-0.

46 Wu S J, Shen C, Song H C. Dynamically exploring the 

QCD matter at finite temperatures and densities: a short 

review[J]. Chinese Physics Letters, 2021, 38(8): 081201. 

DOI: 10.1088/0256-307x/38/8/081201.

47 Stephanov M, Rajagopal K, Shuryak E. Event-by-event 

fluctuations in heavy ion collisions and the QCD critical 

point[J]. Physical Review D, 1999, 60(11): 114028. DOI: 

10.1103/physrevd.60.114028.

48 Stephanov M, Rajagopal K, Shuryak E. Signatures of the 

tricritical point in QCD[J]. Physical Review Letters, 

1998, 81(22): 4816–4819. DOI: 10.1103/physrevlett. 81. 

4816.

49 Hatta Y, Stephanov M A. Proton-number fluctuation as a 

signal of the QCD critical end point[J]. Physical Review 

Letters, 2003, 91(10): 102003. DOI: 10.1103/physrevlett. 

91.102003.

50 Kitazawa M, Asakawa M. Relation between baryon 

number fluctuations and experimentally observed proton 

number fluctuations in relativistic heavy ion collisions[J]. 

Physical Review C, 2012, 86(2): 024904. DOI: 10.1103/

physrevc.86.024904.

51 Kitazawa M, Asakawa M. Revealing baryon number 

fluctuations from proton number fluctuations in 

relativistic heavy ion collisions[J]. Physical Review C, 

2012, 85(2): 021901. DOI: 10.1103/physrevc.85.021901.

52 Alba P, Alberico W, Bellwied R, et al. Freeze-out 

conditions from net-proton and net-charge fluctuations at 

RHIC[J]. Physics Letters B, 2014, 738: 305–310. DOI: 

10.1016/j.physletb.2014.09.052.

53 Bazavov A, Bhattacharya T, DeTar C E, et al. 

Fluctuations and correlations of net baryon number, 

electric charge, and strangeness: a comparison of lattice 

QCD results with the hadron resonance gas model[J]. 

Physical Review D, 2012, 86(3): 034509. DOI: 10.1103/



核 技 术  2023, 46: 040004

040004-9

physrevd.86.034509.

54 Bazavov A, Ding H T, Hegde P, et al. Freeze-out 

conditions in heavy ion collisions from QCD 

thermodynamics[J]. Physical Review Letters, 2012, 109

(19): 192302. DOI: 10.1103/PhysRevLett.109.192302.

55 Borsányi S, Fodor Z, Katz S D, et al. Freeze-out 

parameters: lattice meets experiment[J]. Physical Review 

Letters, 2013, 111(6): 062005. DOI: 10.1103/

PhysRevLett.111.062005.

56 Cheng M, Hegde P, Jung C, et al. Baryon number, 

strangeness, and electric charge fluctuations in QCD at 

high temperature[J]. Physical Review D, 2009, 79(7): 

074505. DOI: 10.1103/physrevd.79.074505.

57 Gupta S, Luo X, Mohanty B, et al. Scale for the phase 

diagram of quantum chromodynamics[J]. Science, 2011, 

332(6037): 1525–1528. DOI: 10.1126/science.1204621.

58 Fu J H. Higher moments of net-proton multiplicity 

distributions in heavy ion collisions at chemical freeze-out

[J]. Physics Letters B, 2013, 722(1–3): 144–150. DOI: 

10.1016/j.physletb.2013.04.018.

59 Garg P, Mishra D K, Netrakanti P K, et al. Conserved 

number fluctuations in a hadron resonance gas model[J]. 

Physics Letters B, 2013, 726(4–5): 691–696. DOI: 10. 

1016/j.physletb.2013.09.019.

60 Karsch F, Redlich K. Probing freeze-out conditions in 

heavy ion collisions with moments of charge fluctuations

[J]. Physics Letters B, 2011, 695(1–4): 136–142. DOI: 

10.1016/j.physletb.2010.10.046.

61 Stephanov M A. Non-Gaussian fluctuations near the QCD 

critical point[J]. Physical Review Letters, 2009, 102(3): 

032301. DOI: 10.1103/PhysRevLett.102.032301.

62 Asakawa M, Ejiri S, Kitazawa M. Third moments of 

conserved charges as probes of QCD phase structure[J]. 

Physical Review Letters, 2009, 103(26): 262301. DOI: 

10.1103/PhysRevLett.103.262301.

63 Berdnikov B, Rajagopal K. Slowing out of equilibrium 

near the QCD critical point[J]. Physical Review D, 2000, 

61(10): 105017. DOI: 10.1103/physrevd.61.105017.

64 Nonaka C, Asakawa M. Hydrodynamical evolution near 

the QCD critical end point[J]. Physical Review C, 2005, 

71(4): 044904. DOI: 10.1103/physrevc.71.044904.

65 Ling B, Stephanov M A. Acceptance dependence of 

fluctuation measures near the QCD critical point[J]. 

Physical Review C, 2016, 93(3): 034915. DOI: 10.1103/

physrevc.93.034915.

66 Jiang L J, Li P F, Song H C. Correlated fluctuations near 

the QCD critical point[J]. Physical Review C, 2016, 94

(2): 024918. DOI: 10.1103/physrevc.94.024918.

67 Brewer J, Mukherjee S, Rajagopal K, et al. Searching for 

the QCD critical point via the rapidity dependence of 

cumulants[J]. Physical Review C, 2018, 98(6): 061901. 

DOI: 10.1103/physrevc.98.061901.

68 Luo X F, Mohanty B, Ritter H G, et al. Higher moments 

of net-proton multiplicity distributions[J]. Physics of 

Atomic Nuclei, 2012, 75(6): 676 – 678. DOI: 10.1134/

S1063778812060348.

69 Adamczyk L, Adkins J K, Agakishiev G, et al. Beam 

energy dependence of moments of the net-charge 

multiplicity distributions in Au+Au collisions at RHIC[J]. 

Physical Review Letters, 2014, 113(9): 92301.1 –

92301.7. DOI: 10.1088/1674-1137/44/1/014002.

70 Collaboration S, Adamczyk L, Adkins J K, et al. Energy 

dependence of moments of net-proton multiplicity 

distributions at RHIC[EB/OL]. 2013: arXiv: 1309.5681. 

https://arxiv.org/abs/1309.5681.

71 HADES Collaboration. Proton-number fluctuations in 

sNN =2.4 GeV Au+Au collisions studied with the High-

Acceptance DiElectron Spectrometer (HADES) [J]. 

Physical Review C, 2020, 102(2): 024914. DOI: 10.1103/

PhysRevC.102.024914.

72 Pihan G, Bluhm M, Kitazawa M, et al. Critical net-baryon 

fluctuations in an expanding system[EB/OL]. 2022: 

arXiv: 2205.12834. https://arxiv.org/abs/2205.12834.

73 Sakaida M, Asakawa M, Fujii H, et al. Dynamical 

evolution of critical fluctuations and its observation in 

heavy ion collisions[J]. Physical Review C, 2017, 95(6): 

064905. DOI: 10.1103/physrevc.95.064905.

74 Wu S J, Song H C. Universal scaling of conserved charge 

in stochastic diffusion dynamics[J]. Chinese Physics C, 

2019, 43(8): 084103. DOI: 10.1088/1674-1137/43/8/

084103.

75 Sun K J, Chen L W, Ko C M, et al. Light nuclei 

production as a probe of the QCD phase diagram[J]. 

Physics Letters B, 2018, 781: 499–504. DOI: 10.1016/j.

physletb.2018.04.035.

76 Sun K J, Chen L W, Ko C M, et al. Probing QCD critical 

fluctuations from light nuclei production in relativistic 

heavy-ion collisions[J]. Physics Letters B, 2017, 774: 

103–107. DOI: 10.1016/j.physletb.2017.09.056.

77 STAR Collaboration. Beam energy dependence of triton 

production and yield ratio (Nt×Np/Nd
2) in Au+Au collisions 

at RHIC[EB/OL]. 2022: arXiv: 2209.08058 (accepted by 



吴善进等： QCD临界点附近的动力学临界涨落

040004-10

PRL). https://arxiv.org/abs/2209.08058.

78 Deng X G, Ma Y G. Light nuclei production in Au+Au 

collisions at sNN =7.7~80 GeV from UrQMD model[J]. 

Physics Letters B, 2020, 808: 135668. DOI: 10.1016/j.

physletb.2020.135668.

79 Liu H, Zhang D W, He S, et al. Light nuclei production in 

Au+Au collisions at sNN = 5~200 GeV from JAM model

[J]. Physics Letters B, 2020, 805: 135452. DOI: 10.1016/j.

physletb.2020.135452.

80 Sun K J, Ko C M, Lin Z W. Light nuclei production in a 

multiphase transport model for relativistic heavy ion 

collisions[J]. Physical Review C, 2021, 103(6): 064909. 

DOI: 10.1103/physrevc.103.064909.

81 Zhao W B, Shen C, Ko C M, et al. Beam-energy 

dependence of the production of light nuclei in Au+Au 

collisions[J]. Physical Review C, 2020, 102(4): 044912. 

DOI: 10.1103/physrevc.102.044912.

82 Zhu L L, Wang B, Wang M, et al. Energy and centrality 

dependence of light nuclei production in relativistic 

heavy-ion collisions[J]. Nuclear Science and Techniques, 

2022, 33(4): 45. DOI: 10.1007/s41365-022-01028-8.

83 DeMartini D, Shuryak E. Many-body forces and nucleon 

clustering near the QCD critical point[J]. Physical Review 

C, 2021, 104(2): 024908. DOI: 10.1103/physrevc. 104. 

024908.

84 DeMartini D, Shuryak E. Nucleon clustering at kinetic 

freezeout of heavy-ion collisions via path-integral Monte 

Carlo[J]. Nuclear Physics A, 2021, 1016: 122336. DOI: 

10.1016/j.nuclphysa.2021.122336.

85 Shuryak E, Torres-Rincon J M. Baryon clustering at the 

critical line and near the hypothetical critical point in 

heavy-ion collisions[J]. Physical Review C, 2019, 100(2): 

024903. DOI: 10.1103/physrevc.100.024903.

86 Shuryak E, Torres-Rincon J M. Baryon preclustering at 

the freeze-out of heavy-ion collisions and light-nuclei 

production[J]. Physical Review C, 2020, 101(3): 034914. 

DOI: 10.1103/physrevc.101.034914.

87 Shuryak E, Torres-Rincon J M. Light-nuclei production 

and search for the QCD critical point[J]. The European 

Physical Journal A, 2020, 56(9): 241. DOI: 10.1140/epja/

s10050-020-00244-3.

88 Oliinychenko D, Shen C, Koch V. Deuteron production in 

AuAu collisions at sNN =7~200 GeV via pion catalysis

[J]. Physical Review C, 2021, 103(3): 034913. DOI: 10. 

1103/physrevc.103.034913.

89 Wu S J, Murase K, Tang S A, et al. Examination of 

background effects on the light-nuclei yield ratio in 

relativistic heavy-ion collisions[J]. Physical Review C, 

2022, 106(3): 034905. DOI: 10.1103/physrevc. 106. 

034905.

90 Wu S J, Murase K, Song H C. Scales in light-nuclei 

production near the QCD critical point[EB/OL]. 2022: 

arXiv: 2210.07841. https://arxiv.org/abs/2210.07841.

91 Hohenberg P C, Halperin B I. Theory of dynamic critical 

phenomena[J]. Reviews of Modern Physics, 1977, 49(3): 

435–479. DOI: 10.1103/revmodphys.49.435.

92 Son D T, Stephanov M A. Dynamic universality class of 

the QCD critical point[J]. Physical Review D, 2004, 70

(5): 056001. DOI: 10.1103/physrevd.70.056001.

93 Jiang L J, Wu S J, Song H C. Dynamical fluctuations in 

critical regime and across the 1st order phase transition[J]. 

Nuclear Physics A, 2017, 967: 441–444. DOI: 10.1016/j.

nuclphysa.2017.06.047.

94 Wu S J, Wu Z M, Song H C. Universal scaling of the σ 

field and net-protons from Langevin dynamics of model A

[J]. Physical Review C, 2019, 99(6): 064902. DOI: 

10.1103/physrevc.99.064902.

95 Schäfer T, Skokov V. Dynamics of non-Gaussian 

fluctuations in model A[J]. Physical Review D, 2022, 

106: 014006. DOI: 10.1103/physrevd.106.014006.

96 Mukherjee S, Venugopalan R, Yin Y. Real-time evolution 

of non-Gaussian cumulants in the QCD critical regime[J]. 

Physical Review C, 2015, 92(3): 034912. DOI: 10.1103/

physrevc.92.034912.

97 Mukherjee S, Venugopalan R, Yin Y. Universal off-

equilibrium scaling of critical cumulants in the QCD 

phase diagram[J]. Physical Review Letters, 2016, 117

(22): 222301. DOI: 10.1103/PhysRevLett.117.222301.

98 Nahrgang M, Bluhm M, Schäfer T, et al. Diffusive 

dynamics of critical fluctuations near the QCD critical 

point[J]. Physical Review D, 2019, 99(11): 116015. DOI: 

10.1103/physrevd.99.116015.

99 Herold C, Kittiratpattana A, Kobdaj C, et al. Entropy 

production and reheating at the chiral phase transition[J]. 

Physics Letters B, 2019, 790: 557–562. DOI: 10.1016/j.

physletb.2019.02.004.

100 Herold C, Nahrgang M, Yan Y P, et al. Net-baryon 

number variance and kurtosis within nonequilibrium 

chiral fluid dynamics[J]. Journal of Physics G: Nuclear 

and Particle Physics, 2014, 41(11): 115106. DOI: 10.1088/

0954-3899/41/11/115106.



核 技 术  2023, 46: 040004

040004-11

101 Nahrgang M, Herold C, Leupold S, et al. The impact of 

dissipation and noise on fluctuations in chiral fluid 

dynamics[J]. Journal of Physics G: Nuclear and Particle 

Physics, 2013, 40(5): 055108. DOI: 10.1088/0954-3899/

40/5/055108.

102 Nahrgang M, Leupold S, Bleicher M. Equilibration and 

relaxation times at the chiral phase transition including 

reheating[J]. Physics Letters B, 2012, 711(1): 109–116. 

DOI: 10.1016/j.physletb.2012.03.059.

103 Nahrgang M, Leupold S, Herold C, et al. Nonequilibrium 

chiral fluid dynamics including dissipation and noise[J]. 

Physical Review C, 2011, 84(2): 024912. DOI: 10.1103/

physrevc.84.024912.

104 Paech K, Stöcker H, Dumitru A. Hydrodynamics near a 

chiral critical point[J]. Physical Review C, 2003, 68(4): 

044907. DOI: 10.1103/physrevc.68.044907.

105 Sasaki C, Mishustin I. Phase structure of a chiral model 

with dilatons in hot and dense matter[J]. Physical Review 

C, 2012, 85(2): 025202. DOI: 10.1103/physrevc. 85. 

025202.

106 Gell-Mann M, Lévy M. The axial vector current in beta 

decay[J]. Il Nuovo Cimento (1955–1965), 1960, 16(4): 

705–726. DOI: 10.1007/BF02859738.

107 Scavenius O, Mócsy A, Mishustin I N, et al. Chiral phase 

transition within effective models with constituent quarks

[J]. Physical Review C, 2001, 64(4): 045202. DOI: 10. 

1103/physrevc.64.045202.

108 Stephanov M, Yin Y. Hydrodynamics with parametric 

slowing down and fluctuations near the critical point[J]. 

Physical Review D, 2018, 98(3): 036006. DOI: 10.1103/

physrevd.98.036006.

109 Rajagopal K, Ridgway G W, Weller R, et al. 

Understanding the out-of-equilibrium dynamics near a 

critical point in the QCD phase diagram[J]. Physical 

Review D, 2020, 102(9): 094025. DOI: 10.1103/

physrevd.102.094025.

110 Du L P, Heinz U, Rajagopal K, et al. Fluctuation 

dynamics near the QCD critical point[J]. Physical Review 

C, 2020, 102(5): 054911. DOI: 10.1103/physrevc. 102. 

054911.

111 Pradeep M, Rajagopal K, Stephanov M, et al. Freezing 

out fluctuations in hydro+ near the QCD critical point[J]. 

Physical Review D, 2022, 106(3): 036017. DOI: 10.1103/

physrevd.106.036017.

112 Abbasi N, Kaminski M. Characteristic momentum of 

hydro+ and a bound on the enhancement of the speed of 

sound near the QCD critical point[J]. Physical Review D, 

2022, 106: 016004. DOI: 10.1103/physrevd.106.016004.

113 An X, Başar G, Stephanov M, et al. Fluctuation dynamics 

in a relativistic fluid with a critical point[J]. Physical 

Review C, 2020, 102(3): 034901. DOI: 10.1103/physrevc. 

102.034901.

114 An X. Relativistic dynamics of fluctuations and QCD 

critical point[J]. Nuclear Physics A, 2021, 1005: 121957. 

DOI: 10.1016/j.nuclphysa.2020.121957.

115 Kapusta J I, Müller B, Stephanov M. Relativistic theory 

of hydrodynamic fluctuations with applications to heavy-

ion collisions[J]. Physical Review C, 2012, 85(5): 

054906. DOI: 10.1103/physrevc.85.054906.

116 Landau L D, Lifshitz E M. Fluid mechanics[M]. Vol.6. of 

Course of Theoretical Physics. Elsevier Science, 2013.

117 Lifshitz E M, Pitaevskii L P. Statistical physics[M]. Part 

2. Oxford: Butterworth-Heinemann, 1980: 86–91.

118 Kapusta J I, Torres-Rincon J M. Thermal conductivity and 

chiral critical point in heavy ion collisions[J]. Physical 

Review C, 2012, 86(5): 054911. DOI: 10.1103/physrevc. 

86.054911.

119 Murase K, Hirano T. Relativistic fluctuating 

hydrodynamics with memory functions and colored noises

[EB/OL]. 2013: arXiv: 1304.3243. https://arxiv. org/abs/

1304.3243.

120 Kovtun P, Moore G D, Romatschke P. Towards an 

effective action for relativistic dissipative hydrodynamics

[J]. Journal of High Energy Physics, 2014, 2014(7): 123. 

DOI: 10.1007/JHEP07(2014)123.

121 Arnold P B. Symmetric path integrals for stochastic 

equations with multiplicative noise[J]. Physical Review 

E, 2000, 61(6): 6099–6102. DOI: 10.1103/physreve.61. 

6099.

122 Kovtun P, Moore G D, Romatschke P. Stickiness of 

sound: an absolute lower limit on viscosity and the 

breakdown of second-order relativistic hydrodynamics[J]. 

Physical Review D, 2011, 84(2): 025006. DOI: 10.1103/

physrevd.84.025006.

123 Chafin C, Schäfer T. Hydrodynamic fluctuations and the 

minimum shear viscosity of the dilute Fermi gas at 

unitarity[J]. Physical Review A, 2013, 87(2): 023629. 

DOI: 10.1103/physreva.87.023629.

124 Murase K, Hirano T. Hydrodynamic fluctuations and 

dissipation in an integrated dynamical model[J]. Nuclear 

Physics A, 2016, 956: 276 – 279. DOI: 10.1016/j.

nuclphysa.2016.01.011.



吴善进等： QCD临界点附近的动力学临界涨落

040004-12

125 Hirano T, Kurita R, Murase K. Hydrodynamic 

fluctuations of entropy in one-dimensionally expanding 

system[J]. Nuclear Physics A, 2019, 984: 44–67. DOI: 

10.1016/j.nuclphysa.2019.01.010.

126 Nahrgang M, Bluhm M, Schäfer T, et al. Toward the 

description of fluid dynamical fluctuations in heavy-ion 

collisions[J]. Acta Physica Polonica B Proceedings 

Supplement, 2017, 10(3): 687. DOI: 10.5506/

aphyspolbsupp.10.687.

127 Bluhm M, Nahrgang M, Schäfer T, et al. Fluctuating fluid 

dynamics for the QGP in the LHC and BES era[J]. EPJ 

Web of Conferences, 2018, 171: 16004. DOI: 10.1051/

epjconf/201817116004.

128 Singh M, Shen C, McDonald S, et al. Hydrodynamic 

fluctuations in relativistic heavy-ion collisions[J]. Nuclear 

Physics A, 2019, 982: 319 – 322. DOI: 10.1016/j.

nuclphysa.2018.10.061.

129 Akamatsu Y, Mazeliauskas A, Teaney D. Kinetic regime 

of hydrodynamic fluctuations and long time tails for a 

Bjorken expansion[J]. Physical Review C, 2017, 95: 

014909. DOI: 10.1103/physrevc.95.014909.

130 An X, Başar G, Stephanov M, et al. Relativistic 

hydrodynamic fluctuations[J]. Physical Review C, 2019, 

100(2): 024910. DOI: 10.1103/physrevc.100.024910.

131 Akamatsu Y, Mazeliauskas A, Teaney D. Bulk viscosity 

from hydrodynamic fluctuations with relativistic 

hydrokinetic theory[J]. Physical Review C, 2018, 97(2): 

024902. DOI: 10.1103/physrevc.97.024902.

132 Akamatsu Y, Teaney D, Yan F, et al. Transits of the QCD 

critical point[J]. Physical Review C, 2019, 100(4): 

044901. DOI: 10.1103/physrevc.100.044901.

133 Kovtun P. Lectures on hydrodynamic fluctuations in 

relativistic theories[J]. Journal of Physics A: 

Mathematical and Theoretical, 2012, 45(47): 473001. 

DOI: 10.1088/1751-8113/45/47/473001.

134 Martinez M, Schäfer T. Hydrodynamic tails and a 

fluctuation bound on the bulk viscosity[J]. Physical 

Review A, 2017, 96(6): 063607. DOI: 10.1103/physreva. 

96.063607.

135 Martinez M, Schäfer T. Stochastic hydrodynamics and 

long time tails of an expanding conformal charged fluid

[J]. Physical Review C, 2019, 99(5): 054902. DOI: 

10.1103/physrevc.99.054902.

136 Florio A, Grossi E, Soloviev A, et al. Dynamics of the O

(4) critical point in QCD[J]. Physical Review D, 2022, 

105(5): 054512. DOI: 10.1103/physrevd.105.054512.

137 Grossi E, Soloviev A, Teaney D, et al. Transport and 

hydrodynamics in the chiral limit[J]. Physical Review D, 

2020, 102: 014042. DOI: 10.1103/physrevd.102.014042.

138 Grossi E, Soloviev A, Teaney D, et al. Soft pions and 

transport near the chiral critical point[J]. Physical Review 

D, 2021, 104(3): 034025. DOI: 10.1103/physrevd. 104. 

034025.

139 Pratt S. Calculating n-point charge correlations in 

evolving systems[J]. Physical Review C, 2020, 101: 

014914. DOI: 10.1103/physrevc.101.014914.

140 An X, Başar G, Stephanov M, et al. Evolution of non-

Gaussian hydrodynamic fluctuations[J]. Physical Review 

Letters, 2021, 127(7): 072301. DOI: 10.1103/physrevlett. 

127.072301.

141 Berges J, Rajagopal K. Color superconductivity and chiral 

symmetry restoration at non-zero baryon density and 

temperature[J]. Nuclear Physics B, 1999, 538(1 – 2): 

215–232. DOI: 10.1016/s0550-3213(98)00620-8.

142 Halasz M A, Jackson A D, Shrock R E, et al. Phase 

diagram of QCD[J]. Physical Review D, 1998, 58(9): 

096007. DOI: 10.1103/physrevd.58.096007.

143 Karsch F, Laermann E, Schmidt C. The chiral critical 

point in 3-flavour QCD[J]. Physics Letters B, 2001, 

520(1 – 2): 41 – 49. DOI: 10.1016/s0370-2693(01)

01114-5.

144 Krishna Rajagopal, Frank Wilczek. Static and dynamic 

critical phenomena at a second order QCD phase 

transition[J]. Nuclear Physics B, 1993, 399(2–3): 395–

425. DOI: 10.1016/0550-3213(93)90502-G.

145 Bluhm M, Kampfer B. Quasi-particle perspective on 

critical end-point[EB/OL]. 2006: arXiv: hep-ph/0611083. 

https://arxiv.org/abs/hep-ph/0611083.

146 Pradeep M S, Stephanov M. Universality of the critical 

point mapping between Ising model and QCD at small 

quark mass[J]. Physical Review D, 2019, 100(5): 056003. 

DOI: 10.1103/physrevd.100.056003.

147 Parotto P, Bluhm M, Mroczek D, et al. QCD equation of 

state matched to lattice data and exhibiting a critical point 

singularity[J]. Physical Review C, 2020, 101(3): 034901. 

DOI: 10.1103/physrevc.101.034901.

148 Karthein J M, Mroczek D, Nava Acuna A R, et al. 

Strangeness-neutral equation of state for QCD with a 

critical point[J]. The European Physical Journal Plus, 

2021, 136(6): 621. DOI: 10.1140/epjp/s13360-021-

01615-5.

149 Mroczek D, Nava Acuna A R, Noronha-Hostler J, et al. 



核 技 术  2023, 46: 040004

040004-13

Quartic cumulant of baryon number in the presence of a 

QCD critical point[J]. Physical Review C, 2021, 103(3): 

034901. DOI: 10.1103/physrevc.103.034901.

150 Kapusta J I, Welle T. Extending a scaling equation of state 

to QCD[J]. Physical Review C, 2022, 106(4): 044901. 

DOI: 10.1103/physrevc.106.044901.

151 Kapusta J I, Welle T, Plumberg C. Embedding a critical 

point in a hadron to quark-gluon crossover equation of 

state[J]. Physical Review C, 2022, 106: 014909. DOI: 

10.1103/physrevc.106.014909.

152 Lin Z W, Ko C M, Li B A, et al. Multiphase transport 

model for relativistic heavy ion collisions[J]. Physical 

Review C, 2005, 72(6): 064901. DOI: 10.1103/physrevc. 

72.064901.

153 Lin Z W, Zheng L. Further developments of a multi-phase 

transport model for relativistic nuclear collisions[J]. 

Nuclear Science and Techniques, 2021, 32(10): 113. DOI: 

10.1007/s41365-021-00944-5.

154 Bass S A. Microscopic models for ultrarelativistic heavy 

ion collisions[J]. Progress in Particle and Nuclear Physics, 

1998, 41: 255 – 369. DOI: 10.1016/s0146-6410(98)

00058-1.

155 Bleicher M, Zabrodin E, Spieles C, et al. Relativistic 

hadron-hadron collisions in the ultra-relativistic quantum 

molecular dynamics model[J]. Journal of Physics G: 

Nuclear and Particle Physics, 1999, 25(9): 1859–1896. 

DOI: 10.1088/0954-3899/25/9/308.

156 Bleicher M, Bratkovskaya E. Modelling relativistic heavy-

ion collisions with dynamical transport approaches[J]. 

Progress in Particle and Nuclear Physics, 2022, 122: 

103920. DOI: 10.1016/j.ppnp.2021.103920.

157 Nara Y, Otuka N, Ohnishi A, et al. Relativistic nuclear 

collisions at 10 AGeV energies from p+Be to Au+Au with 

the hadronic cascade model[J]. Physical Review C, 1999, 

61(2): 024901. DOI: 10.1103/physrevc.61.024901.

158 Chen Q, Ma G L. Dynamical development of proton 

cumulants and correlation functions in Au+Au collisions 

at sNN =7.7 GeV from a multiphase transport model[J]. 

Physical Review C, 2022, 106: 014907. DOI: 10.1103/

physrevc.106.014907.

159 Ye Y X, Wang Y J, Li Q F, et al. Beam energy dependence 

of cumulants of the net-baryon, net-charge, and deuteron 

multiplicity distributions in Au+Au collisions at sNN =3.0

−5.0 GeV[J]. Physical Review C, 2020, 101(3): 034915. 

DOI: 10.1103/physrevc.101.034915.

160 Zhou Y, Shi S S, Xiao K, et al. Higher moments of net 

baryon distribution as probes of the QCD critical point[J]. 

Physical Review C, 2010, 82: 014905. DOI: 10.1103/

physrevc.82.014905.

161 Xu J, Yu S L, Liu F, et al. Cumulants of net-proton, net-

kaon, and net-charge multiplicity distributions in Au + Au 

collisions at sNN =7.7, 11.5, 19.6, 27, 39, 62.4, and 

200 GeV within the UrQMD model[J]. Physical Review 

C, 2016, 94(2): 024901. DOI: 10.1103/physrevc. 94. 

024901.

162 He S, Luo X F, Nara Y, et al. Effects of nuclear potential 

on the cumulants of net-proton and net-baryon 

multiplicity distributions in Au+Au collisions at sNN =

5 GeV[J]. Physics Letters B, 2016, 762: 296–300. DOI: 

10.1016/j.physletb.2016.09.053.

163 Jin X H, Chen J H, Lin Z W, et al. Explore the QCD 

phase transition phenomena from a multiphase transport 

model[J]. Science China Physics, Mechanics & 

Astronomy, 2019, 62(1): 11012. DOI: 10.1007/s11433-

018-9272-4.

164 Xu J, Song T, Ko C M, et al. Elliptic flow splitting as a 

probe of the QCD phase structure at finite baryon 

chemical potential[J]. Physical Review Letters, 2014, 112

(1): 012301. DOI: 10.1103/PhysRevLett.112.012301.

165 Nara Y, Niemi H, Ohnishi A, et al. Examination of 

directed flow as a signature of the softest point of the 

equation of state in QCD matter[J]. Physical Review C, 

2016, 94(3): 034906. DOI: 10.1103/physrevc.94.034906.

166 Mendenhall T, Lin Z. Semi-analytical calculation of the 

trajectory of relativistic nuclear collisions in the QCD 

phase diagram[EB/OL]. 2021: arXiv: 2111.13932. https://

arxiv.org/abs/2111.13932.

167 Li P C, Steinheimer J, Reichert T, et al. Effects of a phase 

transition on two-pion interferometry in heavy ion 

collisions at sNN =2.4 − 7.7 GeV[J]. Science China 

Physics, Mechanics & Astronomy, 2023, 66(3): 232011. 

DOI: 10.1007/s11433-022-2041-8.

168 Calzetta E, Hu B L. Stochastic dynamics of correlations 

in quantum field theory: from the Schwinger-Dyson to 

Boltzmann-Langevin equation[J]. Physical Review D, 

1999, 61(2): 025012. DOI: 10.1103/physrevd.61.025012.

169 Gavin S, Moschelli G, Zin C. Boltzmann-Langevin 

approach to pre-equilibrium correlations in nuclear 

collisions[J]. Physical Review C, 2017, 95(6): 064901. 

DOI: 10.1103/physrevc.95.064901.



吴善进等： QCD临界点附近的动力学临界涨落

040004-14

170 Sarwar G, Alam J E. Kinetic evolution and correlation of 

fluctuations in an expanding quark gluon plasma[J]. 

International Journal of Modern Physics A, 2018, 33(8): 

1850040. DOI: 10.1142/s0217751x18500409.

171 Stephanov M A. Evolution of fluctuations near QCD 

critical point[J]. Physical Review D, 2010, 81(5): 054012. 

DOI: 10.1103/physrevd.81.054012.

172 Pisarski R D, Wilczek F. Remarks on the chiral phase 

transition in chromodynamics[J]. Physical Review D, 

1984, 29(2): 338–341. DOI: 10.1103/physrevd.29.338.

173 Wilczek F. Application of the renormalization group to a 

second-order QCD phase transition[J]. International 

Journal of Modern Physics A, 1992, 7(16): 3911–3925. 

DOI: 10.1142/s0217751x92001757.

174 Fraga E S, Palhares L F, Sorensen P. Finite-size scaling as 

a tool in the search for the QCD critical point in heavy ion 

data[J]. Physical Review C, 2011, 84: 011903. DOI: 

10.1103/physrevc.84.011903.

175 Palhares L F, Fraga E S, Kodama T. Chiral transition in a 

finite system and possible use of finite-size scaling in 

relativistic heavy ion collisions[J]. Journal of Physics G: 

Nuclear and Particle Physics, 2011, 38(8): 085101. DOI: 

10.1088/0954-3899/38/8/085101.

176 Francuz A, Dziarmaga J, Gardas B, et al. Space and time 

renormalization in phase transition dynamics[J]. Physical 

Review B, 2016, 93(7): 075134. DOI: 10.1103/physrevb. 

93.075134.

177 Nikoghosyan G, Nigmatullin R, Plenio M B. Universality 

in the dynamics of second-order phase transitions[J]. 

Physical Review Letters, 2016, 116(8): 080601. DOI: 

10.1103/PhysRevLett.116.080601.

178 Gibbs J W. The collected works of J Willard Gibbs[M]. 

New Haven: Yale University Press, 1928, 1: 105 –

115, 252.

179 Becker R, Döring W. Kinetische behandlung der 

keimbildung in übersättigten dämpfen[J]. Annalen Der 

Physik, 1935, 416(8): 719 – 752. DOI: 10.1002/andp. 

19354160806.

180 Lothe J, Pound G M. Reconsiderations of nucleation 

theory[J]. The Journal of Chemical Physics, 1962, 36(8): 

2080–2085. DOI: 10.1063/1.1732832.

181 Cahn J W, Hilliard J E. Free energy of a nonuniform 

system. I. interfacial free energy[J]. The Journal of 

Chemical Physics, 1958, 28(2): 258–267. DOI: 10.1063/

1.1744102.

182 Langer J S. Theory of the condensation point[J]. Annals 

of Physics, 2000, 281(1–2): 941–990. DOI: 10.1006/

aphy.2000.6025.

183 Langer J S. Statistical theory of the decay of metastable 

states[J]. Annals of Physics, 1969, 54(2): 258–275. DOI: 

10.1016/0003-4916(69)90153-5.

184 Zeng X C, Oxtoby D W. Gas-liquid nucleation in lennard-

Jones fluids[J]. The Journal of Chemical Physics, 1991, 94

(6): 4472–4478. DOI: 10.1063/1.460603.

185 Cahn J W, Hilliard J E. Free energy of a nonuniform 

system. I. interfacial free energy[J]. The Journal of 

Chemical Physics, 1958, 28(2): 258–267. DOI: 10.1063/

1.1744102.

186 Alamoudi S, Barci D G, Boyanovsky D, et al. Dynamical 

viscosity of nucleating bubbles[J]. Physical Review D, 

1999, 60(12): 125003. DOI: 10.1103/physrevd.60.125003.

187 Bessa A, Fraga E S, Mintz B W. Phase conversion in a 

weakly first-order quark-hadron transition[J]. Physical 

Review D, 2009, 79(3): 034012. DOI: 10.1103/physrevd. 

79.034012.

188 Csernai L P, Kapusta J I. Dynamics of the QCD phase 

transition[J]. Physical Review Letters, 1992, 69(5): 737–

740. DOI: 10.1103/physrevlett.69.737.

189 Csernai L P, Kapusta J I. Nucleation of relativistic first-

order phase transitions[J]. Physical Review D, 1992, 46

(4): 1379–1390. DOI: 10.1103/physrevd.46.1379.

190 Csernai L P, Kapusta J I, Kluge G, et al. Phase transition 

dynamics in ultra-relativistic heavy ion collisions[J]. 

Zeitschrift Für Physik C Particles and Fields, 1993, 58(3): 

453–459. DOI: 10.1007/bf01557703.

191 Mishustin I N. Nonequilibrium phase transition in rapidly 

expanding matter[J]. Physical Review Letters, 1999, 82

(24): 4779–4782. DOI: 10.1103/physrevlett.82.4779.

192 Shukla P, Mohanty A K. Nucleation versus spinodal 

decomposition in a first order quark hadron phase 

transition[J]. Physical Review C, 2001, 64(5): 054910. 

DOI: 10.1103/physrevc.64.054910.

193 Shukla P, Mohanty A K, Gupta S K, et al. Inhomogeneous 

nucleation in a quark-hadron phase transition[J]. Physical 

Review C, 2000, 62(5): 054904. DOI: 10.1103/physrevc. 

62.054904.

194 Zabrodin E E, Bravina L V, Csernai L P, et al. 

Supercooling of rapidly expanding quark-gluon plasma

[J]. Physics Letters B, 1998, 423(3–4): 373–378. DOI: 

10.1016/s0370-2693(98)00006-9.

195 Randrup J. Phase transition dynamics for baryon-dense 

matter[J]. Physical Review C, 2009, 79(5): 054911. DOI: 



核 技 术  2023, 46: 040004

040004-15

10.1103/physrevc.79.054911.

196 Randrup J. Spinodal phase separation in relativistic 

nuclear collisions[J]. Physical Review C, 2010, 82(3): 

034902. DOI: 10.1103/physrevc.82.034902.

197 Steinheimer J, Randrup J. Spinodal amplification of 

density fluctuations in fluid-dynamical simulations of 

relativistic nuclear collisions[J]. Physical Review Letters, 

2012, 109(21): 212301. DOI: 10.1103/PhysRevLett. 109. 

212301.

198 Steinheimer J, Randrup J. Spinodal density enhancements 

in simulations of relativistic nuclear collisions[J]. 

Physical Review C, 2013, 87(5): 054903. DOI: 10.1103/

physrevc.87.054903.

199 Steinheimer J, Randrup J, Koch V. Non-equilibrium phase 

transition in relativistic nuclear collisions: importance of 

the equation of state[J]. Physical Review C, 2014, 89(3): 

034901. DOI: 10.1103/physrevc.89.034901.

200 Pratt S. Consistent implementation of non-zero-range 

terms into hydrodynamics[J]. Physical Review C, 2017, 

96(4): 044903. DOI: 10.1103/physrevc.96.044903.

201 Skokov V V, Voskresensky D N. Hydrodynamical 

description of first-order phase transitions: analytical 

treatment and numerical modeling[J]. Nuclear Physics A, 

2009, 828: 401 – 438. DOI: 10.1016/j. nuclphysa. 2009. 

07.012.

202 Shen C, Schenke B. Dynamical initial-state model for 

relativistic heavy-ion collisions[J]. Physical Review C, 

2018, 97(2): 024907. DOI: 10.1103/physrevc.97.024907.

203 Du L P, Heinz U, Vujanovic G. Hybrid model with 

dynamical sources for heavy-ion collisions at BES 

energies[J]. Nuclear Physics A, 2019, 982: 407 – 410. 

DOI: 10.1016/j.nuclphysa.2018.09.015.

204 Lan S. Anisotropic flow measurements of identified 

particles in the STAR experiment[EB/OL]. 2021: arXiv: 

2109.10983. https://arxiv.org/abs/2109.10983.

205 Song H C, Zhou Y, Gajdošová K. Collective flow and 

hydrodynamics in large and small systems at the LHC[J]. 

Nuclear Science and Techniques, 2017, 28(7): 99. DOI: 

10.1007/s41365-017-0245-4.

206 Shen C, Yan L. Recent development of hydrodynamic 

modeling in heavy-ion collisions[J]. Nuclear Science and 

Techniques, 2020, 31(12): 122. DOI: 10.1007/s41365-

020-00829-z.

207 Lan S W, Shi S S. Anisotropic flow in high baryon 

density region[J]. Nuclear Science and Techniques, 2022, 

33(2): 21. DOI: 10.1007/s41365-022-01006-0.

208 Hattori K, Huang X G. Novel quantum phenomena 

induced by strong magnetic fields in heavy-ion collisions

[J]. Nuclear Science and Techniques, 2017, 28(2): 26. 

DOI: 10.1007/s41365-016-0178-3.

209 Wang F Q, Zhao J. Search for the chiral magnetic effect 

in heavy ion collisions[J]. Nuclear Science and 

Techniques, 2018, 29(12): 179. DOI: 10.1007/s41365-

018-0520-z.

210 Liu Y C, Huang X G. Anomalous chiral transports and 

spin polarization in heavy-ion collisions[J]. Nuclear 

Science and Techniques, 2020, 31(6): 56. DOI: 10.1007/

s41365-020-00764-z.

211 Gao J H, Ma G L, Pu S, et al. Recent developments in 

chiral and spin polarization effects in heavy-ion collisions

[J]. Nuclear Science and Techniques, 2020, 31(9): 90. 

DOI: 10.1007/s41365-020-00801-x.

212 Gao L L, Huang X G. Chiral anomaly in non-relativistic 

systems: berry curvature and chiral kinetic theory[J]. 

Chinese Physics Letters, 2022, 39(2): 021101. DOI: 

10.1088/0256-307x/39/2/021101.

213 Peng H H, Zhang J J, Sheng X L, et al. Ideal spin 

hydrodynamics from the Wigner function approach[J]. 

Chinese Physics Letters, 2021, 38(11): 116701. DOI: 

10.1088/0256-307x/38/11/116701.

214 Fang R H, Dong R D, Hou D F, et al. Thermodynamics of 

the system of massive Dirac fermions in a uniform 

magnetic field[J]. Chinese Physics Letters, 2021, 38(9): 

091201. DOI: 10.1088/0256-307x/38/9/091201.

215 Tang Z B, Zha W M, Zhang Y F. An experimental review 

of open heavy flavor and quarkonium production at RHIC

[J]. Nuclear Science and Techniques, 2020, 31(8): 81. 

DOI: 10.1007/s41365-020-00785-8.

216 Wang H, Chen J H. Study on open charm hadron 

production and angular correlation in high-energy nuclear 

collisions[J]. Nuclear Science and Techniques, 2021, 32

(1): 2. DOI: 10.1007/s41365-020-00839-x.

217 Wang X N. Vector meson spin alignment by the strong 

force field[J]. Nuclear Science and Techniques, 2023, 34

(1): 15. DOI: 10.1007/s41365-023-01166-7.

218 Ma Y G. New type of double-slit interference experiment 

at Fermi scale[J]. Nuclear Science and Techniques, 2023, 

34(1): 16. DOI: 10.1007/s41365-023-01167-6.


