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临界现象与泛函重整化群

尹 诗 谈阳阳 付伟杰
（大连理工大学 物理学院    大连  116024）

摘要 本文主要介绍了近年来泛函重整化群（Functional Renormalization Group，fRG）在量子色动力学

（Quantum Chromodynamics，QCD）相变及其临界现象研究中的一些进展，主要侧重于与 QCD 的临界终点

（Critical End Point，CEP）相关的非微扰临界指数的计算、重子数的涨落等。fRG是一种非微扰连续场论的理论

方法，其基本思想是通过重整化群能标从高能向低能的演化，连续不断地将不同尺度的量子涨落以及热涨落积

分到理论体系当中。本文讨论了非微扰有效势重整化群流方程和不动点方程的各种求解方法，包括泰勒展开、

空间维数 ε = 4 − d展开以及最近被提出的非局域势直接求解方法。还系统地讨论了与QCD的临界终点等临

界现象密切相关的重子数的涨落，探讨了实验观测到的净质子数分布的峰度，也就是四阶矩随碰撞能量非单调

依赖关系的可能原因。
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Abstract Recent progress in studies on quantum chromodynamics (QCD) phase transition and related critical 

phenomena within the functional renormalization group (fRG) approach were reviewed, including the 

nonperturbative critical exponents and baryon number fluctuations, which are pertinent to the critical end point (CEP) 

in the QCD phase diagram. The fRG is a nonperturbative continuum field approach, in which quantum thermal 

fluctuations are successively integrated with the evolution of the renormalization group (RG) scale. Different 

methods of finding solutions to the flow or fixed-point equations of a nonperturbative effective potential have been 

discussed, for example, the Taylor expansion, expansion of the spatial dimension ε = 4 − d, and the recently 

proposed direct solution of the global potential. Furthermore, the baryon number of fluctuations is relevant to the 

critical phenomena of the CEP. Both have been discussed, and one explores the underlying reasons for the observed 

non-monotonic dependence of the kurtosis of the net proton number of distributions on collision energy in 

experiments.
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近年来，高温高密等极端条件下强相互作用物

质 的 性 质 、量 子 色 动 力 学（Quantum 

Chromodynamics，QCD）相图和相结构已成为中高

能核物理、相对论重离子碰撞、致密星体以及引力波

等领域的前沿研究热点［1−5］。图1是一张比较典型的

QCD相图的示意图，纵坐标是温度，横坐标是重子

化学势，化学势越大，QCD物质的密度也越高。由

图 1可以看到，在高温低密的区域相边界是一条虚

线，这条虚线不是一条严格意义上的相变线，而是一

种连续的变化，也被称为连续过渡，这也被第一性原

理的格点QCD模拟所证实［6］，同时也符合实验测量

的结果［7］。

随着密度或者化学势的增加，由于符号问题，格

点QCD的计算变得越来越困难，其可靠性通常被限

制在图1中μB /T ≤ 2~3的区域［8−10］，这里μB是重子化

学势，T是温度。其他理论方法，比如第一性原理的

泛函连续场论［11−15］、低能有效模型［16−20］的计算表明，

在高密区域连续过渡有可能转变为一级相变，如图

1中红色实线所示。而这条一级相变线的终点，也

被称为QCD的临界终点（Critical End Point，CEP），

也就是图 1中黑线空心小圆圈所代表的点，将一级

相变线和连续过渡连接起来。从这里我们可以发现

CEP在QCD相图上的特殊地位，它的存在与否决定

了高密区域是否存在一级相变。假如相图上确实存

在CEP，那么它在相图上的位置必然能够反映有限

温度有限密度非微扰QCD的性质，通过实验测量这

将会给我们提供一个研究强关联QCD物质性质的

一个新的窗口。我们知道，作为一级相变线终点的

CEP是一个二级相变，从重整化群随能标演化的角

度来讲，CEP所对应的系统处在某个重整化群跑动

的不动点（也称为固定点）的临界曲面上［21］。我们在

图1 CEP的周边示意性地画出了这个抽象的参数空

间，其中若干黑色带箭头的曲线代表参数空间中重

整化群的流动，可以看到CEP确实正好处在重整化

群演化的不动点上。20世纪70年代初，自从Wilson

等［22−25］将重整化群的观点和方法引入到二级相变和

临界现象的研究中，相关的领域得到了突破性的发

展。现在我们知道二级相变的临界行为，比如刻画

临界行为的各种临界指数具有普适性，其只依赖于

体系的空间维数、对称性等等，而与相互作用的细节

无关。具体到QCD相图上的CEP，它作为一级相变

线的终点属于Z (2 )对称性普适类，也就是伊辛模型

的普适类。

目前，有很多重离子实验设备正在或者准备在

实验中探寻CEP［7，26−37］。我们知道，在二级相变点附

近，体系的关联长度明显增加，在理想热力学极限的

情况下，CEP处的关联长度趋于发散。热力学和统

计物理的基础知识告诉我们，有一些观测量（如各种

守恒荷的涨落）对这种临界动力学所导致的奇异性

特别敏感，而且阶数越高涨落越敏感。早在二十多

年前，就提出在重离子碰撞实验中可以利用守恒荷

涨落随碰撞能量的非单调依赖关系来探寻QCD相

图上的CEP［38−40］，也可以参考文献［26］。过去10年，

布鲁克海文国家实验室相对论重离子碰撞实验

（Relativistic Heavy Ion Collider，RHIC）束流能量扫

描项目（Beam Energy Scan，BES）第一阶段的实验，

测量了净质子、净电荷以及净K介子多重度分布的

各阶矩及其它们之间的关联［41−48］，取得了丰硕的成

果，特别是在最近的实验中，以3.1σ的显著性观测到

了净质子多重度分布的峰度随对撞能量的非单调依

赖关系［46］。

理论研究方面，前面我们已经提到由于有限化

学势情况下的符号问题，格点 QCD 模拟被限制在

μB /T ≤ 2~3 的区域，但在这个区域并没有发现

CEP［49］。近年来，第一性原理泛函连续场论的方法

得到了快速的发展［11，15］，泛函连续场论的计算不仅

在化学势比较小的区域，例如μB /T ≤ 2，得到了格点

QCD 的检验，并且其计算的可靠性还被拓展到

μB /T ≤ 3~4的区域。此外，近年来不同的连续场论

的 方 法 ，如 泛 函 重 整 化 群（Functional 

Renormalization Group，fRG）以及 Dyson-Schwinger

方程都对CEP在相图上的位置进行了估计，这两种

方法给出了在误差范围内一致的结果，都表明CEP

所对应的化学势约在600 MeV［12−14］。

本文计划介绍近年来泛函重整化群在QCD相

变及其临界现象研究中的一些进展，包括非微扰临

界指数的计算、重子数的涨落等。fRG是一种非微

扰连续场论的理论方法，其基本的思想是通过重整

化群能标从高能向低能地跑动，连续不断地将不同

尺度的量子涨落以及热涨落积分到我们的体系当

图1　QCD相图的示意图
Fig.1　Schematic phase diagram of QCD
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中［50］。fRG已经被应用到非微扰的很多领域，QCD

相关的 fRG综述可参考文献［15，51−58］。近年来的

一些重要进展可参考文献［12，59−65］。

1  泛函重整化群简介 

首先，生成泛函如下：

Zk [ J ] = ∫(DΦ̂ ) exp{ − S [ Φ̂ ] − ΔSk [ Φ̂ ] + J aΦ̂a}(1)

式中：Φ̂代表了某一场论中所有的场；S [ Φ̂ ]是其经

典作用量。在这里引入一个能标 k依赖的红外抑制

函数ΔSk [ Φ̂ ]，其作用是抑制生成泛函（1）中动量模

式q ≲ k的量子涨落，而不影响q > k的涨落。通常，

为了简便选用双线性场形式的红外抑制函数：

ΔSk [ Φ̂ ] =
1
2
Φ̂a Rab

k Φ̂b (2)

其中：对于玻色型的指标有 Rab
k = Rba

k ，对于费米型

Rab
k =− Rba

k 。

下面以只有一个分量的标量场 φ为例，其红外

抑制函数为：

ΔSk [ φ ] =
1
2 ∫d4 x d4 y  φ ( x ) Rk ( x,y )φ ( y ) (3)

利用动量空间的傅里叶变换：

φ ( x ) = ∫ d4q
(2π )4

φ (q )eiqx (4)

以及：

Rk ( x,y ) = ∫ d4q
(2π )4

Rk (q )eiq ( x − y ) (5)

得到：

ΔSk [ φ ] =
1
2 ∫ d4q

(2π )4
φ ( − q ) Rk (q )φ (q ) (6)

根据前面的要求，希望抑制函数具有如下的渐

近行为：

Rk → ∞ (q ) → ∞, Rk → 0 (q ) → 0   (fixed q ) (7)

此外，为了有选择性地抑制低动量区域的量子

涨落，进一步要求：

|Rk (q )
q < k

~k 2, | Rk (q )
q > k

~0 (8)

显然，满足上面要求的抑制函数有无穷多种选

择，下面介绍两类在文献中使用比较多的抑制函数。

第一类是指数型的抑制函数：

Rexp ,n
k (q ) = q2rexp ,n(q2 /k 2 ) , rexp ,n ( x ) =

xn − 1

exn − 1
(9)

参数 n 控制抑制函数在 q ∼ k 处的陡峭程度。

另一类更适合解析计算的抑制函数被称为平坦抑制

函数，或者称为最优化抑制函数［66−67］：

Ropt 
k (q ) = q2ropt(q2 /k 2 ) ,  ropt ( x ) = ( 1

x
− 1)Θ (1 − x )

(10)

式中：Θ ( x )是阶梯函数。

由场论的一般理论，知道连通关联函数的生成

泛函可以写成：

Wk [ J ] = ln Zk [ J ] (11)

这也被称为Schwinger函数，场的期待值可以通

过对Schwinger函数求外源的一阶导数得到：

Φa = Φ̂a =
δWk [ J ]
δJ a

(12)

再求一次导数可以得到传播子：

Gk,ab ≡ Φ̂aΦ̂b c
= Φ̂aΦ̂b − Φ̂a Φ̂b =

δ2wk [ J ]
δJ aδJ b

(13)

对Schwinger函数作Legendre变换，得到单粒子

不可约（1PI）有效作用量：

Γk [Φ ] =− Wk [ J ] + J aΦa − ΔSk [Φ ] (14)

引入如下记号：

J aΦa = γa
bΦa J b (15)

其中：当 a，b是费米型指标，γa
b =− δa

b；当 a，b是玻色

型指标，γa
b = δa

b。这样得到：

δ ( )Γk [Φ ] + ΔSk [Φ ]
δΦ

= γa
b J b (16)

进而可以得到传播子和有效作用量的关系：

Gk,ab = γc
a(Γ (2)

k [Φ ] + ΔS (2)
k [Φ ]) − 1

cb
(17)

这里有：

(Γ (2)
k [Φ ] + ΔS (2)

k [Φ ]) ab ≡ δ2( )Γk [Φ ] + ΔSk [Φ ]
δΦaδΦb

(18)

由式（1）和（11）容易得到Schwinger函数随 k的

演化方程：

∂ tWk [ J ] =− 1
2

Sr [ (∂ t Rk )Gk ] − 1
2
Φa(∂ t R

ab
k )Φb (19)

这里引入了重整化群时间 t = ln ( k/Λ)，Λ是某

一参考能标，比如紫外演化初始能标。在式（19）中

还引入了一个记号超求迹：

STr [ (∂ t Rk )Gk ] = (∂ t R
ab
k ) γc

bGk,ca (20)

再一次利用Legendre变换：

∂ tΓk [Φ ] =− ∂ tWk [ J ] − ∂ tΔSk [Φ ] =
1
2

STr [ (∂ t Rk )Gk ]
(21)

这就是有效作用量的流方程 ，也被称为

Wetterich方程［50］。

有效作用量的流方程（21）可以改写为：

∂ tΓk [Φ ] =
1
2

STr [ ∂͂ t ln (Γ (2)
k [Φ ] + Rk ) ] (22)
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其中：∂͂ t代表只对抑制函数的重整化群能标k的依赖

性求偏导，这里Γ (2)
k 的定义与前面略有不同：

(Γ (2)
k [Φ ]) ab ≡ δ

δΦa

Γk [Φ ]
δ
δΦb

(23)

这里使用了左右导数，这是为了吸收费米型场

所多出来的负号。作如下的组合：

Γ (2)
k [Φ ] + Rk = P + F (24)

其中：P是两点关联函数矩阵，不含有相互作用，其

倒数就是传播子矩阵；F是相互作用矩阵，也就是相

互作用顶点。将上面有效作用量的流方程作形式上

的泰勒展开：

∂ tΓk =
1
2

STr [ ∂͂ t ln (P + F ) ] =
1
2

STr∂͂ tlnP +
1
2

STr∂͂ t( 1

P
F ) −

             
1
4

STr∂͂ t( 1

P
F ) 2

+
1
6

STr∂͂ t( 1

P
F ) 3

− 1
8

STr∂͂ t( 1

P
F ) 4

+ ⋯
(25)

通过比较上面方程两边各种类型场的幂次，得

到各阶关联函数，包括各种传播子和顶点的流方程。

事实上，还有一种更简单的方法可以很方便地

给出各阶关联函数的流方程，可以借用同微扰论完

全一致的费曼规则。首先我们定义一个一般的n点

1PI关联函数，或者称为n点顶点：

V (n )
k,Φa1

…Φan

≡− Γ (n )
k,Φa1

…Φan

=− |

|

|
||
|
|
|( )δnΓk [Φ ]

δΦa1…δΦan
Φ =< Φ >

(26)

这样顶点V (n )
k 的流方程可以表示为：

∂ tVk,Φa1
⋯Φ(n )

an

= ∂͂ t( ) all one − loop correction 

 diagrams of V (n )
k,Φa1

⋯Φan

(27)

更详细的讨论可参考文献［15］。

2  O ( N )标量理论 

在连续相变的临界点附近，系统的关联长度会

趋于发散，系统的微观细节会被临界点附近强烈的

涨落掩盖，临界点附近物理量的行为通常可以用临

界指数来描述，它们只依赖于系统的空间维数与对

称性。d维的O ( N )理论则恰好涵盖了不同的空间

维数与对称性，在临界点附近它可以描述大部分真

实物理系统的二阶相变。

Wilson的重整化群［22−25］则是描述相变的一个强

大的理论工具。二阶相变由重整化群流方程所确定

的临界面上的稳定固定点所描述。fRG则更进一步

地在重整化群的流中包括了非微扰的信息，这让我

们能在空间维数比较小时更精确地描述相变。

首先来看O ( N )标量理论的有效作用量：

Γk [ ϕ ] = ∫dd x é
ë
êêêê1

2
Zϕ,k (∇ϕ )2 + Vk ( ρ ) − hϕ0

ù
û
úúúú (28)

式中：h是外场；Vk ( ρ )是一个关于场的一般函数，通

常也被称为有效势，其中有：

ρ = ϕ2 /2, ϕ2 =∑
i = 0

N − 1

ϕ2
i (29)

显然，Vk ( ρ ) 具有 O ( N ) 对称性。在 Wetterich

方程的右边需要计算动量空间中的两点函数：

Γ (2)ϕϕ
k,ij (q′,q) ≡ δ2Γk [ ϕ ]

δϕ i( )q′ δϕ j (q )
= [ (Zϕ,kq

2 + V ′k ( ρ ) ) δ ij +

V (2)
k ( ρ )ϕ iϕ j ] (2π )dδd(q′ + q) (30)

选择场的零分量（纵向）来携带场的期待值而让

其他方向（横向）的期待值为零。

m2
i,k = 2ρV (2)

k ( ρ )δ i0 + V ′k ( ρ )

m2
σ,k   ≡ m2

i = 0,k = 2ρV (2)
k ( ρ ) + V ′k ( ρ )

m2
π,k   ≡ m2

i ≠ 0,k = V ′k ( ρ )
(31)

动量空间中的抑制函数写为：

Rϕϕ
k,ij(q′,q) = Rϕ

k (q ) (2π )dδd(q′ + q) δ ij

= Zϕ,kq
2r (q2 /k 2 ) (2π )dδd(q′ + q) δ ij (32)

抑制函数对重整化能标的导数为：

∂ t R
ϕ
k (q ) =− Zϕ,k xk 2(ηr ( x ) + 2xr′ ( x ) ) (33)

其中，x = q2 /k 2。反常量纲：

η ≡− ∂ t Zϕ,k

Zϕ,k

(34)

把这些代入 Wetterich 方程并做如下无量纲化

重定义：

 

ρ̄ = k− (d − 2) Zϕ,k ρ, uk ( ρ̄ ) = k− dVk ( ρ ), 

m̄2
σ =

m2
σ,k

Zϕ,kk
2

, m̄2
π =

m2
π,k

Zϕ,kk
2

(35)

可以得到无量纲化的有效势的流方程：

∂ tu ( ρ̄ ) =− du ( ρ̄ ) + (d − 2 + η ) ρ̄u′ ( ρ̄ ) +

C   [ I ( m̄2
σ ) + ( N − 1) I ( m̄2

π )] (36)

这里函数 I 的具体形式与抑制函数的选择有

关。原则上来说物理量在固定点附近的行为不依赖

于抑制函数的选取，但是，在实际的计算中通常要对

我们的理论做截断，譬如通常用的局域势近似

（Local Potential Approximation，LPA）近似就是只考

虑梯度展开的最低阶，这会引入一定程度上的抑制

函数的依赖性。这时就需要选择一个恰当的抑制函

数，让理论尽量减少这种依赖性，在低阶截断的情况

下也能很好地描述真实的物理。关于抑制函数的选
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择及其优化，更详细的讨论可参考文献［66−67］。在

这里采用式（10）中介绍过的抑制函数：

ropt ( x ) = ( x− 1 − 1)Θ (1 − x ) (37)

此时有 I ( x ) = 1/ (1 + x )，式（36）中的系数：

C =
1
2

1
(4π )d/2

1
Γ (d/2 )

é
ë
êêêê(2 − η) 2

d
+ η

2
d + 2

ù
û
úúúú (38)

3  高斯固定点 

暂时不考虑反常量纲，设 η = 0，并将方程（36）

在 ρ̄ = 0附近作泰勒展开［68］：

u ( ρ̄ ) ≃∑
n = 1

λn

n!
ρ̄n (39)

其中：展开系数 λn对应着没有动量依赖的无量纲化

的 2n点耦合强度，特别地，λ1 是场为零时的曲率质

量。如果展开到二阶并且忽略四点相互作用对四点

强度λ2的流的贡献，得到：

∂ tλ1 =− 2λ1 − C ( N + 2) λ2(1 + λ1 ) − 2

∂ tλ2 =− (4 − d ) λ2

(40)

这样就给出了相应耦合强度的β函数：

∂ tλ i = β i ( λ ) (41)

令 β1 = β2 = 0，上面的常微分方程就变成了一

个代数方程，它的解是重整化群方程的固定点：

λ*
1 = λ*

2 = 0 (42)

如果重整化群方程的固定点满足 λ*
i = 0，我们

说这样的固定点是平庸的或者说是高斯固定点。一

般来说，像方程（40）这样的重整化群流方程不能解

析求解，在固定点附近利用小量：

δλ = λ − 
λ* , λ ≡ {λ1,λ2,⋯} (43)

可以将方程（40）线性化：

∂ tδλ ≡ Mδλ = ( )− 2 − C ( N + 2)

0 − (4 − d ) ( )δλ1

δλ2

(44)

这里定义了矩阵：

|

|

|
||
|

Mij ≡ ∂β i∂λ j
λ = λ⋆

(45)

M矩阵的第 i个本征值和本征矢量分别记为 yi

和

ei，上面重整化群流方程的解可以一般地写成：

δλ =∑
i

α i e
yit

ei (46)

式中：α i是常数小量。对于这里讨论的高斯固定点，

它的本征值和本征矢量分别为：

 

          y1 =− 2, y2 =− (4 − d )

e1 = (1,0 )T, e2 = ( − C ( N + 2)
d − 2

,1) T (47)

这样可以得到与关联长度相关的临界指数 ν =

− 1/y1 = 0.5。图 2展示了重整化群方程（40）的流在

λ1 − λ2 平面上的演化行为，箭头所指的方向是重整

化群向红外流动的方向，μ*
0是唯一的一个高斯固定

点，e1，e2是两个本征矢量。由于重整化的能标向红

外流动，即式（46）中 t < 0，所以，当本征值大于零，

所对应的本征矢量流向固定点，而当本征值小于零，

所对应的本征矢量流出固定点。图2（a）是空间维数

d > 4时的流图，在这种情况下 y1 < 0，y2 > 0，因而可

以看到，重整化群的流沿本征矢量 e1流出高斯固定

点，而沿e2流入固定点，这样式（46）中相应的参数α1

是相关参数，α2是无关参数。我们称像这样只有一

个相关参数的固定点为稳定固定点，它对应于物理

上的二阶相变。参数空间中相关参数为零的子空间

也被称为临界面，或者临界线，显然图2（a）中本征矢

量 e2即为临界线。随着重整化群流的跑动，无论从

哪个点出发，无关参数的值会趋于零，唯一的相关参

数的值会发散。由此得出结论，当空间维数 d ≥ 4

时，高斯固定点是唯一的固定点，也是物理的固定

点，d = 4是上临界维数，上临界维数之上，临界指数

图2　高斯固定点附近重整化群方程的流图    (a) d > 4，(b) 2 < d < 4
Fig.2　Flow diagram of RG equations around the Gaussian fixed point in dimensions    (a) d > 4, (b) 2 < d < 4
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与平均场理论相同。图 2（b）是空间维数 2 < d < 4

时的流图，可以看到，本征矢量e1和e2都是从固定点

流出，此时的高斯固定点有两个相关参量，是不稳定

的固定点，因而2 < d < 4情况下的高斯固定点不是

物理的固定点，需要寻找新的固定点。

在 d < 4时无量纲化之前的四点相互作用强度

也是相关参数，它不能被忽略。更一般地，2n顶点

耦合强度（无量纲化之前）的量纲为[ λ͂n ] = 2n − (n −
1)d，通过假设 λn + 1 是边缘参数，即[ λ͂n + 1 ] = 0，可以

解出临界维的表达式：dn = 2 + 2/n，当 dn ≤ d < dn + 1

时有n个相关参数，更完整的计算表明，此时在高斯

固定点上有n个小于零的本征值，以及n条流出固定

点的本征矢量。特别地，当 d = 2时，在高斯固定点

旁边的本征扰动有无穷多个小于零的本征值，因而

有无穷多个相关参数，以及无穷多条流出固定点的

本征矢量。

4  ε = 4 − d展开及Wilson-Fisher固定点 

从§3分析知道，在 2 < d < 4时，高斯固定点不

能描述物理上的二阶相变。而此时四点相互作用强

度λ2已经是相关参数，因此，需要考虑它对式（40）中

∂ tλ2的贡献，这样方程（40）变为：

∂ tλ1 =− 2λ1 − C ( N + 2) λ2(1 + λ1 ) − 2

∂ tλ2 =− (4 − d ) λ2 + 2C ( N + 8) ( λ2 ) 2(1 + λ1 ) − 3
(48)

上面的流方程除了有高斯固定点 λ*
1 = λ*

2 = 0之

外，从 λ2的流方程，可以发现，当 ε = 4 − d ≪ 1，有一

个 λ*
1~ε ， λ*

2~ε的固定点，在这个固定点上可以做近

似1 + λ*
1 ∼ 1，其满足的方程为：

∂ tλ
*
1 =− 2λ*

1 − C ( N + 2) λ*
2 = 0

∂ tλ
*
2 =− ελ*

2 + 2C ( N + 8) ( λ*
2 ) 2

= 0
(49)

该代数方程的解为：

λ*
1 =− N + 2

4 ( N + 8)
ε,  λ*

2 =
ε

2C ( N + 8)
(50)

可以看到，它们都是O( ε )阶，这个非零的固定

点被称为Wilson-Fisher（W-F）固定点。在W-F固定

点附近将流方程（49）线性化，并且严格计算到O( ε )

阶，我们可以得到类似方程（44）的线性化的流方程，

这时M矩阵为：

M =

( )− 2 +
N + 2
N + 8

ε − C ( N + 2)
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú1 +

N + 2
2 ( N + 8)

ε

0 ε

(51)

这个矩阵的一个本征值及其对应的本征矢量分

别为：

y1 =− 2 +
N + 2
N + 8

ε,  e1 = (1,0 )T (52)

y1 < 0，因此这是相关参数，对应的临界指数 ν

精确到O( ε )阶为［21］（− 1/y1泰勒展开到 ε阶）：

ν =
1
2

+
N + 2

4 ( N + 8)
ε (53)

另一个本征值及其对应的本征矢量为 y2 =

ε，e2 = ( − B，1)T，显然 y2 > 0是无关参数，这里的常

数B是：

B =
1
2
C ( N + 2)

é

ë
êêêê1 +

N + 2
2 ( N + 8)

ε
ù

û
úúúú
é

ë
êêêê1 +

3
( N + 8)

ε
ù

û
úúúú
− 1

≃ 1
2
C ( N + 2)

é

ë
êêêê1 +

N − 4
2 ( N + 8)

ε
ù

û
úúúú

(54)

图 3（a）给出了 2 < d < 4情况下重整化群方程

（49）的流图，可以清楚地看到，在平面上有两个固定

点，一个是处于原点位置的高斯固定点，显然高斯固

定点是不稳定的固定点，这同我们前面的分析是一

致；另外一个标记为μ*的固定点是W-F固定点，它是

一个稳定的固定点，对应物理的二级相变。图3（b）

在对称群参数N和空间维数d构成的平面上给出了

W-F固定点精确到O ( ε )阶的临界指数 ν的计算数

值，即式（53）。可以看到 ν随着d的减小和N的增大

而单调增加。在大N极限时，球模型给出的严格结

果为 ν = 1/ (d − 2)，由于方程（53）的计算结果只精

确到O ( ε )阶，在 d比较小时，它显然不能与大N极

限时的结果吻合。

在O ( ε )阶，反常量纲 η = 0，可以利用标度率，

计算出准确到O ( ε )阶的其它临界指数：

α = 2 − νd =
4 − N

2 ( N + 8)
ε,  β =

1
2
ν (d − 2 + η ) =

1
2
− 3

2 ( N + 8)
ε

γ = (2 − η )ν = 1 +
N + 2

2 ( N + 8)
ε,  δ =

d + 2 − η
d − 2 + η

= 3 + ε
(55)

5  临界指数的计算 

我们计算了精确到O ( ε )阶的临界指数，但是它

会在维数比较小时失效，一个最直接的改进是不对

ν =− 1/y1做 ε展开，而直接保留方程（52）中y1的表达

式，那么可以得到：
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ν =
8 + N

8 − 2N + d ( )2 + N
(56)

在取 N → ∞ 极限时，得到球模型的严格结果

ν = 1/ (d − 2)。 根 据 MWH （Mermin-Wagner-

Hohenberg）定理［69−71］，在二维时，不存在连续的自发

对称性破缺，因此在O ( N ) 模型中，当 d = 2，N ≥ 2

时，系统不存在二级相变，临界指数 ν会发散，而这

里计算出的ν显然只有在N → ∞才会发散，因此，这

里计算的 ν在 d 和 N 比较小时依然存在比较大的

误差。

由朴素的量纲分析可知 ，无关参数要求

[ λ͂n ] < 0，结合之前对 2n顶点耦合强度的量纲分析，

这 至 少 要 求 n > d/ (d − 2)，当 d = 4， n > 2； d =

3， n > 3； d = 2.5， n > 5； d = 2.1， n > 21； ⋯ 。 显

然，当空间维数越低，就需要在重整化群的流方程中

包含越来越多的耦合常数，或者说式（39）中的有效

势的泰勒展开阶数需要越来越高。这里计算W-F固

定点处临界指数的方法是利用式（39）将无量纲化的

有效势在 ρ̄ = 0处泰勒展开到n trunc阶，然后把式（39）

代入有效势的流方程（36），这样就得到了 n trunc 个常

微分方程，进一步令 ∂ tλn = 0，最后得到 n trunc 个代数

方程。从这些耦合的代数方程中可以得到一系列固

定点，并且在每一个固定点上线性化这些常微分方

程，可以得到方程（44）中的M矩阵。计算矩阵的本

征值，W-F固定点对应的M矩阵有且仅有一个本征

值小于零，这一个小于零的本征值的绝对值就是我

们所要计算的临界指数 ν的倒数。图 4展示了在大

N极限下，不同展开阶数计算出的临界指数ν的数值

结果及其对空间维数的依赖性，可以看到随展开阶

数的提高，临界指数的结果越来越接近真实值。但

是不论展开到多少阶临界指数随d的变化都存在非

单调性行为。

在图5中，计算了不同展开阶数下临界指数ν在

d - N平面上的行为。随展开阶数的增加，临界指数

确实可以被计算到越来越小的维数，但是不能任意

地接近 d = 2，当展开阶数越来越高，在维数比较小

时，临界指数的行为越来越奇异。这是由于有效势

泰勒展开存在收敛半径。随着维数越来越接近 2，

有效势最小值点的位置会越来越远离零点，而由于

泰勒展开收敛半径的问题，在某个维数以下，即使我

们展开到无穷阶也不可能把有效势展开到最小值点

以外。想要解决这个问题，我们可以利用最近提出

的一种方法［72］，直接求解非局域的有效势的固定点

方程，然后在固定点有效势解的基础上利用本征微

扰的方法，求得相应的临界指数，相关的更多细节可

参考文献［72］。图6利用这一方法计算得到的临界

指数 ν，相较于图 4的计算结果可以看到，非局域求

解得到的临界指数在维数比较小的时候不再出现奇

异的行为。利用这一方法求解得到的临界指数只存

图4　对称群参数N → ∞极限下，取N = 5 000，不同展开阶
数计算出的临界指数ν随维数d的变化

Fig.4　Critical exponent ν in the limit of large N → ∞ as a 
function of the spatial dimension d calculated with different 

values of the expansition order n trunc

图3　(a) 2 < d < 4情况下W-F固定点附近重整化群方程的流图，(b) 在对称群参数N和空间维数d的平面上得出的W-F固定点
精确到O ( ε )阶的临界指数ν的计算数值

Fig.3　(a) Flow diagram of RG equations around the W-F fixed point in 2 < d < 4, (b) critical exponent ν in the order of O ( ε ) at the 
W-F fixed point obtained in the plane of N of the O ( N ) symmetry and the dimension d
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在由于截断带来的系统误差。由于这里的计算没有

考虑反常量纲的影响，在 d = 2时，临界指数 ν在任

意N数值下都会发散，这比MWH定理的限制更强。

如果进一步考虑反常量纲的影响，临界指数数值计

算的系统误差会进一步降低，并且与MWH定理的

要求完全符合，相关的研究正在进行中。

6  重子数涨落 

我们讨论在相对论重离子碰撞实验中与临界现

象密切相关的涨落测量，这也是实验中寻找QCD临

界终点（CEP）的主要手段之一。QCD的临界终点是

属于Z (2 )对称性普适类的二级相变，也就是伊辛普

适类。涨落随关联长度的幂次随涨落的阶次增加而

增大，因此越高阶的涨落对临界现象越敏感。美国

布鲁克海文国家实验室相对论重离子碰撞实验

（RHIC）束流能量扫描项目（BES）期待着利用守恒

荷（包括重子数或者净质子数、电荷以及奇异数等）

的高阶涨落及其对碰撞能量的非单调依赖性来寻找

QCD相图上的CEP，在BES第一阶段的实验中取得

了很多重要的成果［41−48］。

为解释这些实验数据，并且将实验测量与QCD

相变以及CEP联系起来，涨落的理论计算与预言也

必不可少。近年来，涨落的理论研究和计算也取得

了很多重要的进展，譬如关于涨落的格点QCD计算

可参考文献［73−79］，fRG 框架下低能有效模型

（Low Energy Effective Theory，LEFT）的研究可参考

文献［80−92］，相对论平均场可参考文献［93−97］，

Dyson-Schwinger 方程［98−99］。特别是近年来在 fRG

的框架将低能有效模型与第一性原理QCD相结合，

构建了 QCD 辅助的低能有效理论（QCD-assisted 

图5　不同展开阶数情况下计算得到的临界指数ν随空间维数d和对称群参数N的变化
Fig.5　2D plot of the critical exponent ν as functions of the spatial dimension d and the symmetry N calculated with different values 

of the expansition order n trunc

图6　LPA近似下，临界指数ν的精确结果及其随空间维数d
和对称群参数N的依赖行为

Fig.6　Exact results of the critical exponent ν as functions of 
the spatial dimension d and the symmetry N with 

the truncation LPA
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LEFTs），并且在此理论框架下研究了重子数分布的

偏斜度和峰度［84−86］，重子-奇异数关联［88−89］，超高阶重

子数的涨落［92］。

6.1　 QCD辅助的低能有效模型下的重子数涨落　

利用QCD辅助的低能有效理论计算重子数的

涨落，并且将计算的结果与实验数据进行比较。

Polyakov 夸克介子（Polyakov-Quark-Meson，PQM）

模型非常适合用来计算QCD的热力学量。PQM模

型中包含了夸克自由度以及 σ介子、π介子的自由

度。这里只加入了标量和赝标量介子，因为这两个

介子的真空质量最轻，在描述手征对称性的自发破

缺与恢复中起到了决定性的作用，其他质量更重的

介子的作用都可以视为次领头阶的贡献。在夸克介

子模型的基础上我们加入了Polyakov圈的贡献，以

引入夸克禁闭与退禁闭的信息。这样就可以给出低

能有效模型的有效作用量：

Γk = ∫
x
{ Zq,k q̄ [ γμ∂μ − γ0 ( μ + igA0 ) ] q +

1
2

Zϕ,k (∂μϕ )2 + hkq̄ ( τ 0σ + τ ⋅ π )q + Vk ( ρ,A0 ) −
cσ } (57)

等号右边第一部分为夸克的运动学项，q和 q̄分

别代表正反夸克场，Zq，k 为夸克的波函数重整化常

数，γμ为狄拉克矩阵，μ是夸克化学势矩阵，A0为胶子

背景场；第二项是介子运动学项，Zϕ，k为介子波函数

重整化常数，ϕ是介子场；第三项是夸克介子相互作

用项，hk 是夸克介子之间的Yukawa相互作用强度，

τ = 1/2 (1，iγ5σ )，σ和π分别为两种介子的场；最后的

两项分别为介子有效势和线性破缺项，其中 ρ =

1/2 ϕ2。

在上面所介绍的低能有效模型的计算中，假设

研究的体系是一个巨正则系综。根据巨正则系综的

基本定义，我们的体系具有确定的体积和温度并且

可以与外热源交换粒子和能量。这也就是为什么我

们的标度依赖的有效作用量中引入了费米子的化学

势。在巨正则系综的框架下，热力学量的计算可以

归结为巨热力学势的计算。对于处于热平衡的均匀

系统，容易得到巨热力学势密度可以表示成红外极

限k → ∞下胶子势、介子有效势和线性破缺项的和：

Ω [ T, μB ] = Vglue ( L, L̄ ) + Vmat ( ρ, L, L̄ ) − cσ (58)

当对 fRG 流方程求解至红外后就可以得到式

（58）中的各部分，并最终求得巨热力学势密度。此

时的巨热力学势密度依赖于温度与重子化学势，也

就是说体系的热力学性质都包含在其中。在此基础

上根据巨正则系综的性质，可以直接得到所研究体

系的压强：

p =− Ω [ T, μB ] (59)

如果是要计算QCD体系的状态方程，可以计算

压强对温度的导数，从而得到体系的熵等热力学量，

此处不过多赘述，下面主要讨论重子数涨落的计算。

根据巨正则系综的性质，粒子数的涨落可以通

过求压强对化学势的各阶导数得到。在不考虑电荷

和奇异数化学势的情况下，重子化学势可以表示为

三倍的夸克化学势μB = 3μ。在此基础上，可以得到

无量纲的重子数涨落，也就是广义磁化率：

χ B
n =

∂n

∂ ( μB /T )n

p
T 4

(60)

通过求解 fRG流方程得到不同温度和化学势情

况下的压强，然后通过数值微分计算不同阶数的重

子数涨落。原则上讲，只要拥有足够精确的压强数

据，就可以对任意阶的重子数涨落进行计算，但是受

限于计算精度，计算只能给出有限阶的重子数涨落，

目前的数值方法可以计算到第十阶的重子数涨落。

计算得到的各阶重子数涨落还不能直接和实验

数据作对比，因为实验数据直接给出的是不同对撞

能量下粒子数的分布，通过其数据可以计算出该分

布下的各阶累积量，而累积量与广义磁化率之间还

相差一个体积V的因子，如下所示：

χ B
1 =

1
VT 3

< NB >

χ B
2 =

1
VT 3

< (δNB )2 >

χ B
3 =

1
VT 3

< (δNB )3 >

χ B
4 =

1
VT 3

( < (δNB )4 >− 3 < (δNB )2 > 2 )

(61)

这里给出了从第一到第四阶涨落与广义磁化率

的关系。其中 代表统计平均，δNB = NB − NB 。

所以，实际上不可以直接将计算得到的广义磁化率

与实验的累积量进行对比。为了消除体积因子的影

响，可以将广义磁化率的比值与累积量的比值进行

比较，譬如：偏度Sσ = χ B
3 /χ B

2 ，峰度κσ 2 = χ B
4 /χ B

2。

6.2　 零化学势下的重子数涨落　

图7给出了零化学势下重子数涨落的比值RB
42 =

χ B
4 /χ B

2、RB
62 = χ B

6 /χ B
2 和RB

82 = χ B
8 /χ B

2 随温度的变化行为，

并且与格点QCD计算的结果进行比较。图 7中的

红带给出了 fRG低能有效理论计算得到的结果，绿

带和蓝带给出的是格点HotQCD合作组所计算的结

果［77−78，100］，蓝色误差棒给出的是格点WB合作组计

算的结果［79］，品红色虚线给出的是强子共振气体模

型所给出的结果［101］。这里 fRG结果中的误差带源

自于对温度的重定标。由于低能有效理论与第一性
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原理QCD的计算存在温度与化学势的标度差异，所

以引入了两个线性重定标系数：

T LEFT
c = cTT

QCD
c ,  μLEFT

B = cμ μ
QCD
B (62)

为了确定这两个系数的值，在零化学势下将有

效理论的结果与WB（Wuppertal-Budapest）合作组的

格点QCD结果在赝临界温度处进行匹配。由于格

点QCD的计算存在误差，这就导致了温度重定标系

数也会存在相应的误差。对于化学势重定标系数，

这可以通过有限化学势情况下匹配相边界的曲率来

确定。也就是式（63）中的平方项的曲率系数：

Tc ( μB )
Tc

= 1 − κ (
μB

Tc

)2 + λ (
μB

Tc

)4 + ⋯ (63)

这里 Tc ( μB )表示重子化学势为 μB 时的赝临界

温度，其中Tc = Tc( μB = 0)。采用文献［102］中的相

边界曲率数值 κ = 0.015 3(18)，经过上面所讨论的

匹配过程，可以得到两个重定标系数 cT = 1.247 (12)

和 cμ = 1.110 (66)，这两个系数的误差是 fRG有限温

度有限化学势下计算结果的误差来源。

从图 7可以看到，经过重新定标之后的重子数

涨落从四阶到八阶都与格点QCD的计算结果符合

得很好。但需要注意是，这里引入线性重定标系数

的方法是最简单、最初步地将低能有效理论与第一

性原理QCD进行联系的方法。之所以采用低能有

效理论来计算，是因为其简单的结构能够相对准确

地刻画整个手征对称性破缺与恢复的过程。当然，

结构简单的代价是缺失了高能标处规范场自由度所

带来的动力学效应，所以更合理的方法是在 fRG-

QCD的框架下［12］计算涨落等观测量，相关的工作正

在进行中。在下节中可以很自然地将本节零化学势

的计算拓展到有限化学势的区域。

6.3　 有限化学势下的重子数涨落　

在重离子碰撞实验中，对撞能量的降低往往标

志着体系密度的增大，也就对应着体系化学势的增

加，所以，有限化学势的计算结果对低碰撞能量的实

验有重要的意义。图8给出了化学势取0~400 MeV

情况下的重子数涨落随温度的依赖关系，这里重子

化学势取了如下若干数值：μB 为 0 MeV、100 MeV、

160 MeV、200 MeV、300 MeV和 400 MeV。涨落随

着化学势升高的行为一目了然：各阶的涨落都在较

高的化学势下产生了更大幅度的波动。此外，随着

化学势的增大，涨落在高于相变温度的区域也会产

生一个新的峰。当然，涨落的阶数越高，在高化学势

下的峰值（谷值）会变得越大（越小），甚至RB
82在化学

势为 400 MeV时的峰值能够达到 2 000左右。可以

注意到，无论化学势的大小，在低温区域总是有

RB
n2 = 1，这是由于在低温区域净重子数的分布趋向

于Skellam分布。在极端高温区域，由于QCD渐近

自由的性质，夸克和胶子之间的相互作用逐渐趋于

消失，此时涨落的取值也逐渐趋于Stefan-Boltzmann

极限，有RB
n2 (n > 4) → 0。

同时也容易注意到，当化学势增大时，计算所产

生的误差也迅速增加，可以看到，在高阶的涨落中高

化学势的误差几乎填满了曲线所在的区域。这说明

在零化学势下，很小的不确定性会导致高化学势下

明显的误差，这导致在高化学势下的预言具有很大

的不确定性，所以，今后的一个重要目标是尽量减小

高化学势下计算的误差，提高理论预言的可靠性。

除了温度与化学势的重定标系数所引入的误差

以外，低能有效理论的截断也会带来相应的误差。

从前面给出的夸克介子模型有效作用量可以看到，

目前只考虑了两味轻夸克以及标量赝标介子对相变

的贡献，实际还有其它相互作用道的贡献。尤其是

随着化学势的升高，矢量介子以及 di-quark凝聚等

效应都会对体系的相变行为产生一些无法忽略的影

响，而这些影响显然是现有的体系所没有考虑的。

所以目前在高化学势区域进行的计算以及得到的一

图7　零化学势下重子数涨落的比值RB
42 = χ B

4 /χ B
2、RB

62 = χ B
6 /χ B

2 和RB
82 = χ B

8 /χ B
2 随温度的变化行为，

并且与格点QCD计算的结果进行比较[92]

Fig.7　RB
42 = χ B

4 /χ B
2 , RB

62 = χ B
6 /χ B

2  and RB
82 = χ B

8 /χ B
2  as functions of the temperature at vanishing baryon chemical 

potential (μB = 0) in comparison with lattice results[92]
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些结论还需要谨慎对待。所以目前在有限化学势的

计算暂时限制在实验数据所覆盖的范围内，也就是

对撞能量在 sNN = 7.7~200 GeV的范围，对应的化

学势约在μB = 20~400 MeV的范围。对于更高化学

势区域涨落的计算，需要进一步改进低能有效理论

的截断，在其中引入更多第一性原理QCD计算的信

息，相关的工作正在进行中。

相对论重离子碰撞实验中核核对撞产生的火

球，经过热化形成强关联的夸克胶子等离子体

（strongly interacting Quark-Gluon Plasma，sQGP），

sQGP 具有近乎完美的理想流体行为［103］。随着

sQGP的膨胀及其演化，温度不断降低，碎裂成各种

各样的强子，从而实现从QGP相到强子相的演化，

但是，此时强子之间还存在非弹性相互作用，强子的

种类还不断转化。随着体系的进一步演化，非弹性

相互作用消失，强子的种类不再发生变化，这一时刻

所对应的过程有一个专有名称，被称为化学冻结。

对应不同的碰撞能量，化学冻结时刻对应的温度和

化学势通常是不同的。显然，实验测量的涨落信号

主要受到化学冻结时刻体系的状态所影响，如果我

们进一步忽略非平衡演化、整体重子数守恒等效应

的潜在影响，那么，只要我们在不同对撞能量所对应

的化学冻结的温度和重子化学势上计算相应的涨

落，就可以和实验测量进行比较。这里化学冻结的

温度和重子化学势对碰撞能量的依赖关系所给出的

曲线就是化学冻结曲线。

图 9给出了LHC和RHIC等实验得到的一些化

学冻结温度和重子化学势的实验数据点以及若干所

使用的化学冻结曲线。蓝色五角形综合了各个能量

区间的加速器实验所得到的化学冻结实验数据［7］，

红色圆圈代表 STAR 合作组得到的化学冻结数

据［104］，左下角的小图放大了化学势0~450 MeV的子

区间。图9中的蓝色虚线是Andronic等拟合的一条

化学冻结曲线［7］。它的参数化形式可以写为：

                      μBCF
=

a

1 + 0.288 sNN

,  

TCF =
T (0 )

CF

1 + exp (2.60 − ln ( sNN ) /0.45)
(64)

其中：α = 1 307.5 MeV，T (0 )
CF = 158.4 MeV； sNN 代表

实验数据点所对应的核子对质心能量，GeV。图 9

中的红色实线是应用与上面相同的参数化形式到

STAR 数据点上进行重新拟合的曲线。这里用了

STAR实验所给出的全部 7个数据点来重新确定式

（64）中的各个参数。对于STAR合作组的化学冻结

数据，考虑到一些一般性的要求，譬如化学冻结温度

随化学冻结化学势的增加而减小，冻出曲线的凸凹

性质等，前两个数据点以及最后一个数据点明显有

一些偏差，因此，更合理的是舍弃这些不合理的数据

点重新进行拟合，这样就得到了图 9中第三条化学

冻结曲线——绿色点线。

图 10给出了温度与重子化学势相图上计算得

到的四阶与二阶涨落的比RB
42，此外，图 10还给出了

第三条化学冻结曲线，命名为STAR Fit II。可以清

图8　化学势取0~400 MeV不同数值情况下的重子数涨落随温度的依赖关系，从左至右的子图分别对应着RB
42、RB

62和RB
82

[92]

Fig.8　RB
42, R

B
62 and RB

82 as functions of the temperature with different values of μB in the range of 0~400 MeV[92]

图9　温度与化学势平面上的化学冻结曲线以及Andronic等
和STAR合作组给出的化学冻结实验数据点[92]

Fig.9　Chemical freeze-out temperature and baryon chemical 
potential in the T - μB plane. The blue pentagons and red circles 

show the freeze-out data from Andronic et al and STAR 
experiment, respectively[92]
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楚地看到，随着化学势的增加RB
42逐渐产生更加剧烈

的波动，在略微高于相变温度的区域产生了负值的

谷，这同样也可以从图 8中看出来。将冻出曲线画

在RB
42的相图上，可以看到，冻出曲线所经过的区域，

它首先靠近了红蓝交界的白色区域然后又弯下来进

入了深红色区域。这样的行为如果转换到涨落随化

学势的变化图中就能够看到一个随化学势的非单调

行为。

图11给出了重子数涨落RB
42、RB

62和RB
82随对撞能

量的变化行为。其中，左边两条误差带所展示的结

果对应着我们在图9中所采用的前两种冻出曲线的

方案。灰色误差带对应参数化的冻出曲线，红色误

差带对应拟合 STAR数据的冻出曲线，误差棒代表

实验得到的净质子数涨落的数据。右边给出的结果

是使用了第三条化学冻结曲线：STAR Fit II。在图

的下坐标轴给出了实验数据所对应的对撞能量，上

坐标轴给出了对应的重子化学势。对于RB
42随对撞

能量变化的行为，对于三种不同的化学冻结曲线，都

发现随着碰撞能量的降低，RB
42 先减少后增加，存在

一个非单调性，这与实验结果是一致的。这种非单

调性的来源是随着对撞能量的降低，冻出化学势越

来越大，连续过渡的激烈程度越来越强，这样就导致

了RB
42的减少，明显偏离Skellam分布的数值，但是随

着化学势的进一步增加，化学冻结曲线开始偏离相

边界，如图10所示，这样使得RB
42进入了一个使其数

值明显增加的区域。对于六阶涨落，理论计算发现

RB
62在很大的能量区间是负值，这与实验的其中两个

数据点是定性符合的，但是很显然需要更多的统计

量。图 11也给出了八阶涨落RB
82 的理论预言，但是

需要注意的是，RB
82 的误差是很明显的，特别是低能

区域。

图10　温度与化学势平面上的RB
42，图中还给出了第三条化

学冻结曲线，命名为STAR Fit II[92]

Fig.10　Baryon number fluctuations RB
42 in the T - μB plane as 

well as the freeze-out curve: STAR Fit II[92]

图11　QCD辅助的低能有效理论所计算的RB
42、RB

62和RB
82随对撞能量的变化行为[92]

Fig.11　Baryon number fluctuations RB
42, R

B
62 and RB

82 as functions of the collision energy obtained in QCD-assisted LEFT in 
comparison to the STAR data[92]
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7  结语 

本文主要介绍了近年来 fRG在QCD相变及其

临界现象研究中的一些进展，主要侧重于与QCD的

CEP相关的非微扰临界指数的计算、重子数的涨落

等。fRG是一种非微扰连续场论的理论方法，它提

供了一种非常适合推导重整化群流方程的、系统的

理论框架。fRG既可以用来做系统的展开，譬如梯

度展开、ε = 4 − d展开等，也可以用于非微扰场论的

计算。

首先，介绍了应用 fRG研究 d维O ( N ) 标量理

论临界行为的一些重要进展。利用 fRG很容易得到

O ( N )标量理论非微扰有效势的流方程。这个非微

扰有效势的流方程及其固定点方程的求解，对于研

究二级相变的临界行为至关重要。一方面，可以利

用有效势泰勒展开的方法对其展开系数的流方程逐

一求解，这同Wilson等早年发展的 ε = 4 − d展开的

方法在本质上是一致的。在 fRG的框架下，系统地

推导且重复了临界指数 ε展开在O ( ε )阶的结果，原

则上也可以做高阶的计算，这将会是以后发展的一

个方向，相应的研究具有很重要的理论意义，因为

fRG提供了一个可以简化高阶计算的理论框架，反

过来，ε展开的微扰研究也可以促进对非微扰固定点

方程数学结构的认识。值得注意的是，最近发展了

一种不依赖于微扰展开，直接求解非微扰固定点方

程非局域势的方法，该方法通过解析形式考虑了有

效势在大场极限情况下的渐近行为，这对于求解空

间维数 d → 2 的临界行为至关重要，也是保证

MWH定理成立的关键。这种非局域势直接求解的

方法具有广阔的应用前景，譬如动力学临界指数的

计算［105］、多固定点的研究［106］、Yang-Lee 边缘奇

点［107−111］等。

此外，还讨论了与QCD的临界终点等临界现象

密切相关的重子数的涨落，这是相对论重离子碰撞

实验探寻CEP的主要观测量。基于 fRG的理论计

算，探讨了实验观测到的净质子数分布的峰度，也就

是四阶矩随碰撞能量非单调依赖关系的可能原因：

一方面，随着碰撞能量的减小，化学冻结重子化学势

不断增加，导致QCD相图上的手征连续过渡越来越

剧烈，涨落的幅度越来越大；另一方面，化学冻结曲

线在高化学势的区域越来越往低温的方向偏离相边

界曲线。为了最终确定CEP在QCD相图上的位置，

不仅需要不断降低高化学势区域理论计算的误差，

比如CEP位置的理论预言、涨落的计算等等，而且

也需要实验提供更多的，特别是高化学势区域的化

学冻结数据。
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