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0 引言
光学系统的成像质量受限于实际光路与理想光

路的偏差袁即像差遥 像差不仅导致图像模糊尧畸变袁还
直接影响光学系统的分辨率与信噪比袁其精确描述与

校正始终是光学设计领域的核心挑战遥 在这一背景

下袁Zernike 多项式凭借其卓越的数学特性袁 成为解析

像差问题的普适性工具遥 作为单位圆上构成完整正交

基集的连续函数集合袁Zernike 多项式由 ZERNIKE F [1]

于 20 世纪初提出袁 最初用于相位分布描述袁 后经

BHATIA A B 等人[2]系统发展袁其正交性与不变性在像

差分析中展现出独特优势遥 根据光学系统的几何特性
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Abstract: The imaging quality of optical systems is affected by aberrations caused by deviations between the actual optical path
and the ideal optical path. Zernike polynomials, as an effective tool for describing aberrations, can describe and analyze the char-
acteristics of optical aberrations. This paper reviews the research progress at home and abroad, and focuses on analyzing the
mathematical expression forms of standard Zernike polynomials, Zernike circular polynomials, and Zernike annular polynomials,
clarifying their corresponding relationships with typical aberrations such as spherical aberration, coma, and astigmatism. Research
shows that Zernike circular polynomials can efficiently represent the distribution of axisymmetric aberrations through the charac-
teristics of orthogonal basis functions in polar coordinates, while annular polynomials are suitable for describing off-axis aberra-
tions.
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摘要院光学系统的成像质量受实际光路与理想光路偏差导致的像差影响，而 Zernike 多项式作为描述像差的有效工具，可

描述和分析光学像差特性。综述了国内外相关研究进展，重点解析了标准 Zernike 多项式、Zernike 圆多项式及 Zernike

条纹多项式的数学表达形式，明确了其与球差、彗差、像散等典型像差的对应关系。研究表明，Zernike 圆多项式通过极坐

标正交基函数特性，能高效表征轴对称像差分布，而条纹多项式则适用于离轴像差描述。
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与像差分布特征袁Zernike 多项式衍生出 3 种典型形

式院1冤标准 Zernike 多项式遥 基于笛卡尔坐标系的传统

形式袁适用于矩形孔径系统袁通过多项式阶数匹配低

阶像差渊如离焦尧像散冤袁其系数可直接关联波前畸变

的幅值与方向遥 2冤Zernike 圆多项式遥 针对圆形光瞳系

统的优化表达袁由径向多项式与角向三角函数的乘积

构成袁天然满足轴对称像差渊如球差尧慧差冤的分离需

求袁且其正交性确保各阶模态的独立调控袁为像差平

衡提供数学框架遥 3冤Zernike 条纹多项式遥 通过引入方

位角偏移量扩展而来袁专门用于描述环形孔径或离轴

光学系统中的非对称像差渊如场曲尧畸变冤袁在自由曲

面光学及自适应光学领域展现出显著优势遥 Zernike 多

项式不仅能够量化像差袁 还可指导光学系统参数优

化袁实现成像质量的全局最优遥
本文聚焦于 Zernike 多项式与光学像差的内在关

联袁系统阐述不同像差类型的 Zernike 描述方法袁揭示

Zernike 系数与波前畸变的映射规律袁 旨在为光学设

计尧像差校正及系统优化提供理论支撑遥

1 国内外研究进展
光学像差袁 源于光学系统内多重因素的交互作

用袁包括但不限于光学元件的形状尧位置尧材料特性及

光线传播路径等袁 是导致成像质量下降的关键现象遥
深入剖析光学像差不仅有助于提升成像质量尧优化光

学设计袁还为系统性能评估提供了关键依据遥 同时袁在
科学研究尧工业产品质量保证以及医学成像精度和可

靠性提升等方面袁对光学像差的理解与应用均展现出

了其不可或缺的价值遥 通过深入研究和精确校正像

差袁能够设计出更高分辨率的光学系统袁促进基础科

学与工程技术的发展遥
1.1 国外研究进展

在光学像差研究中袁Zernike 多项式因其数学正交

性和物理直观性袁成为表征波前像差的重要工具遥 国

外学者围绕其理论拓展尧算法优化及应用创新开展了

系统性研究袁主要进展可归纳为以下方向遥
1.1.1 Zernike多项式理论完善与算法创新

早期研究侧重于 Zernike 多项式的基础理论验证

及计算方法的改进遥 BOOTH M J [3]首次提出将波前像

差表示为多种像差模式的叠加袁并利用模态波前传感

器实现自适应光学闭环校正袁 为后续研究奠定了基

础遥 随后袁SANCHEZ-ESCOBAR J J[4]引入混合遗传算

法袁 优化了干涉图中波前像差的提取精度袁 提高了

Zernike 多项式拟合实验数据的可靠性遥 SUNDUS Y H

等人 [5]进一步证明了 Zernike 多项式在单位环形椭圆

孔径上的正交性袁拓展了其适用范围遥 近年来袁人工智

能技术的融合成为新趋势袁KHORIN P A 等人[6]利用卷

积神经网络从点扩散函数渊PSF冤中识别 Zernike 像差袁
显著提升了波前复原的自动化水平和精度遥
1.1.2 视觉科学与人眼像差研究

Zernike 多项式在视觉科学领域的应用尤为突出遥
ROCHA M K 等人[7]通过自适应光学视觉模拟器袁系统

研究了不同阶次 Zernike 像差对人眼视力的影响袁揭
示了像差幅度与视觉质量的关系遥 HASHEMI H 等人[8]

进一步建立了高阶像差在人群中的分布模型袁并分析

了其与年龄尧性别等变量的相关性遥 KISHOR S 等人[9]

利用夏克-哈特曼传感器对比了人眼适应态与非适

应态的像差差异袁为动态视觉矫正提供了数据支持遥
1.1.3 光学系统设计与像差校正技术

在光学工程领域袁Zernike 多项式被广泛应用于自

由曲面尧 光刻系统等复杂光学元件的像差分析与校

正遥 TANABE T 等人[10]利用 Zernike 展开式描述奇次曲

面像差特性袁 验证了其在非球面设计中的有效性遥
MATEUSZ O[11]尧SCHIESSER E M[12]等人分别提出了基

于 Zernike 分解的自由曲面波像差校正方法及节点像

差分析工具袁 为自由曲面光学设计提供了理论支持遥
此外袁DIXON T F 等人[13]研究了光镊系统中的 Zernike
像差效应袁KESHAAN S 等人 [14]则利用数字微镜器件

实现了多波长动态波前恢复袁 展现了 Zernike 方法在

跨领域应用中的灵活性遥
1.1.4 交叉学科与新兴应用

近年来袁Zernike 多项式的研究逐渐向多学科交叉

方向拓展遥 例如袁CHUAN H 等人[15]探讨了视觉系统中

不同高阶像差项的交互作用袁为虚拟现实渊VR冤等显示

技术优化提供了参考遥 此外袁人工智能与光学像差分

析的结合[6]成为研究热点袁预示着智能化像差校正技

术的未来发展潜力遥
1.2 国内研究进展

国内学者在 Zernike 多项式应用于光学像差领域

的研究呈现出从基础理论到工程应用的完整发展脉

络袁主要研究进展可分为以下几个重要方向遥
1.2.1 基础理论与分析方法突破

国内研究始于 20 世纪 80 年代袁高必烈等人 [16]开
创性地采用二维哈特曼法结合 Zernike 多项式分析非

球面主镜偏差袁为后续研究建立了方法论基础遥 进入

21 世纪后袁王帆[17]尧杨晓飞[18]等人系统研究了 Zernike 系

数与光刻机分辨率及波前误差的关联机制袁 李新阳等
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人[19]则建立了波像差与光束质量 因子的定量关系袁这
些工作为 Zernike 多项式在精密光学中的应用奠定了

理论基础遥 叶红卫等人[20]进一步构建了动态像差系数与

光学参数 的数学模型袁实现了像差特性的动态表征遥
1.2.2 光刻技术与精密检测创新

在半导体光刻领域袁张冬青等人[21]开发了基于特定

测试标记的投影物镜像差原位检测技术袁 可精准识别

球差尧像散等关键像差类型遥 杨济硕等人[22]提出的空间

像自适应降噪方法袁 显著提升了波像差检测中 Zernike
系数的提取精度遥 诸波尔等人[23]和王茫茫等人[24]在超大

数值孔径光刻机像差补偿方面取得突破袁为高端光刻

装备的自主研发提供了技术支持遥
1.2.3自适应光学与像差校正技术

国内在像差校正器件研发方面成果显著院蔡冬梅等

人[25]系统评估了液晶空间光调制器对前 36 项 Zernike
像差的校正能力遥 周虹等人[26]验证了双压电片变形镜

可替代传统分立式变形镜袁 实现了更高效的波前校

正遥曲贺盟等人[27]提出的动态像差校正方法袁通过实

时调整柱面-Zernike 元件间距袁成功解决了椭球形窗

口引入的像变问题遥
1.2.4 新型光学系统与前沿应用拓展

2014 年后袁张博[28]尧诸波尔[23]尧王茫茫[24]尧张运强[29]尧
邵洪禹[30]和史宗佳 [31]等人分别从自由曲面优化尧超大

数值孔径光刻机尧次镜调整尧共形整流罩尧望远超分辨

成像系统及大气湍流波前重构等方面袁进一步拓展了

Zernike 多项式的应用领域遥
根据上述描述可知袁Zernike 多项式在描述像差方

面的应用领域包括但不限于光学设计尧 眼科医学尧机
器学习尧天文学尧传感器设计尧计算机视觉等遥

2 Zernike多项式用于描述像差的过程
Zernike 多项式用于描述像差的过程可以分为以

下几个步骤院
1冤获取波前数据院首先袁需要通过测量设备如干

涉仪或自适应光学系统获取光学系统的波前数据遥 这

些设备能够精确捕捉到光学系统中波前的细微变化遥
2冤选择合适的 Zernike 多项式院根据光学系统的

具体需求袁 选择适当的 Zernike 多项式来拟合波前像

差遥 这些多项式作为一组正交完备的基函数袁能够有

效地表示波前像差袁为后续分析提供基础遥
3冤计算 Zernike 系数院利用最小二乘法或其它数

学方法计算出 Zernike 多项式的系数遥 各系数分别对

应不同阶次的像差分量袁是量化分析光学系统像差特

性的关键参数遥
4冤像差分析与优化院通过对 Zernike 系数的分析袁

确定光学系统中存在的不同类型的像差及其程度遥 基

于这些信息袁可以对光学系统进行相应的调整袁以减

小或消除这些像差袁提高成像质量遥
5冤使用软件工具进行模拟和优化院在某些情况下袁

可以借助光学设计软件 渊如 Zemax冤 来进行仿真和优

化遥 例如袁在 Zemax 中设置 Zernike 标准面型袁并模拟

实际的扫描过程袁以此优化系统的像差控制遥
6冤迭代优化院对于复杂的应用场景袁可能需要采

用迭代算法不断调整光学元件的形状或参数袁以实现

预期的像差校正效果遥 例如袁应用遗传算法来控制可

变形镜面形袁从而校正残余像差遥
通过上述步骤袁不仅可以更深入地理解光学系统

的性能限制袁还可以有效提升其成像质量和稳定性遥

3 Zernike多项式类型
3.1标准 Zernike多项式

在极坐标下袁Zernike多项式 渊 袁 冤 [32]的表达式为

渊 袁 冤= 渊 冤伊
sin渊 冤袁 >0
cos渊 冤袁 <0 渊1冤
1袁 =0

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

其中袁 表示多项式的阶数袁 表示频数 渊它决定了该

项的旋转对称性袁即在绕光轴旋转 倍角度后袁该项

的函数值保持不变冤袁 逸 且 - 是偶数曰 为圆上的

半径袁0臆 臆1曰 为角度坐标袁0臆 臆2仔遥
渊 冤为径向坐标袁其表达式为

渊 冤=
-2

=0
移 渊-1冤 渊 - 冤!

! +2 -蓸 蔀 ! -2 -蓸 蔀 ! -2 渊2冤

其中袁 为 0~ -2 的整数遥
3.2 Zernike圆多项式

Zernike 圆多项式是 Zernike 多项式的一种特殊形

式袁其定义域为单位圆内区域袁用于描述和重构波前畸

变遥 当平面波通过光学系统时袁 波前可能发生畸变袁
Zernike 圆多项式可拟合这种畸变袁有助于分析光学系

统性能遥 其定义[33]如下院
Zcircle,n

|m| 渊籽袁兹冤=
circle袁
| | 渊 冤cos渊 冤袁 逸0袁0臆 臆1袁0臆 臆2仔

- circle袁
| | 渊 冤sin渊 冤袁 <0袁0臆 臆1袁0臆 臆2仔

扇

墒

设设设设缮设设设设

渊3冤
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其中袁 circle袁
| | 渊 冤=

-| |2

=0
移 渊-1冤 渊 - 冤浴 籽 -2

! +| |2-蓸 蔀 浴 -| |2-蓸 蔀 ! 袁 =

2渊 +1冤1+姨 袁 = 1袁 =0
0袁 屹0嗓 袁 为 0~ -| |2 的整数遥

不同模式的系数代表不同像差袁Zernike 多项式可

将像差分解为多阶成分袁常用模式为 7 阶 36 项遥 0~2
阶为低阶像差袁可用球柱镜校正曰3 阶及以上为高阶像

差袁无法用球柱镜校正遥 频数和阶数是关键参数袁频数

决定旋转对称性遥 根据式渊3冤袁可以列出 Zernike 圆多

项式与像差的对应关系如表 2 所示遥

3.3 Zernike条纹多项式

Zernike 条纹多项式由 WYANT J C 推广 [34]袁在光

学检测系统渊如干涉仪和哈特曼-夏克传感器冤中广泛

应用袁主要用于波前像差的测量尧分析及条纹图展示遥
其主要优点是单位圆上每一项的归一化残差均方根值

被归一化袁便于不同项之间的比较遥 Zernike 条纹多项

式定义如下院

Fringe袁 渊 冤= Fringe袁 渊 冤伊
sin渊 冤袁 >0
cos渊 冤袁 <0
1袁 =0

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

渊4冤
其中袁

Fringe袁 渊 冤=
-

=0
移渊-1冤 渊2 - - 冤浴! 渊 - 冤! 渊 - - 冤!

2 渊 - 冤-

渊5冤
表 3 为标准 Zernike 多项式尧Zernike 圆多项式和

Zernike 条纹多项式的对比情况遥 Zernike 多项式类型

多样袁 包括环多项式和矩等遥 实际应用中袁 有 Noll尧
OSA/ANSI尧Fringe 和 ISO-14999 等多种索引方式袁它
们在排序尧 命名和规范化方面有所不同袁 但均基于

Zernike 多项式的基本形式和性质遥

4 光学像差的 Zernike多项式描述方法
在实际应用中袁光学系统的成像能力受限于一个

比近轴区域更广泛的空间范围袁导致理想情况下的物

像共轭关系无法完美保持遥 这种实际光线传播路径与

理想光路之间的差异袁会在成像过程中引入一系列缺

陷袁即光学系统的像差遥 目前袁描述光学像差的方法主

要有 3 种院几何光学描述法尧波动光学描述法和 Zernike
多项式描述方法遥 其中袁Zernike 多项式的每一项基函

数都代表一种具体像差袁如平移尧倾斜尧离焦尧像散尧彗

类型 特点 联系 应用场景

标准

Zernike
多项式

主要用于描述光

学系统的像差袁
形式较为通用

Zernike 多项

式的不同表

达 形 式 袁 用

于表征波前

畸变和像差

1冤光学系统中的波前分

析和像差校正曰
2冤光学检测尧眼科波前

像差测量以及光学设

计中的波前校正

Zernike
圆多项式

标准 Zernike 多

项 式 的 具体 形

式袁 应用于圆形

孔径遥 特别适用

于以极坐标表示

的对称性问题

基于 Zernike
多项式提出袁
用于描述光

学系统的波

前像差

1冤在圆形孔径光学系统

中的波前畸变描述曰
2冤光学系统设计中袁用
于分析镜头尧望远镜等

具有圆形孔径的系统

Zernike
条纹

多项式

结合条纹干涉的

特性袁 用于表示

条纹图案的波前

像差遥 针对条纹

干涉中产生的波

前畸变进行优化

设计

基于 Zernike
多项式提出袁
但应用于条

纹图案的特

殊情况

1冤主要用于干涉仪的波

前分析袁特别适用于条

纹干涉仪尧光学检测设

备中的波前测量曰
2冤在制作和检验光学元

件时袁用于评估和校正

由干涉条纹反映的波前

像差
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项数 Z渊籽袁兹冤 像差名称

1 0 0 1 平移

2 1 1 2 cos 轴倾斜

3 1 1 2 sin 轴倾斜

4 2 0 3姨 (2 2 1) 离焦

5 2 2 6姨 2sin渊2 冤 45毅初级像散

6 2 2 6姨 2cos渊2 冤 0毅初级像散

7 3 1 8姨 (3 3-2 )sin 轴初级慧差

8 3 1 8姨 (3 3-2 )cos 轴初级慧差

9 3 3 8姨 3sin渊3 冤 三叶草差

10 3 3 8姨 3cos渊3 冤 三叶草差

11 4 0 5姨 (6 4-6 2+1) 初级球差

12 4 2 10姨 (4 4-3 2)cos渊2 冤 0毅二级像散

13 4 2 10姨 (4 4-3 2)sin渊2 冤 45毅二级像散

14 4 4 10姨 4cos渊4 冤 四叶草差

15 4 4 10姨 4sin渊4 冤 四叶草差

16 5 1 12姨 (10 5-12 3+3 )cos 轴二级慧差

17 5 1 12姨 (10 5-12 3+3 )sin 轴二级慧差

18 5 3 12姨 (5 5-4 3)cos渊3 冤 要
19 5 3 12姨 (5 5-4 3)sin渊3 冤 要
20 5 5 12姨 5cos渊5 冤 要

表 2 Zernike圆多项式与像差的对应关系

表 3 标准 Zernike多项式尧
Zernike圆多项式袁Zernike条纹多项式的对比
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差等遥 通过 Zernike 多项式拟合袁可以容易地得出各种

波像差的具体数据量袁有利于进一步的数据处理遥 在

光学设计中袁Zernike 多项式也被用于描述光程差函数

W渊滓袁兹冤袁通过使用 Zernike 多项式可以准确地描述像

差袁并给出了其数学表达式遥 这些像差会影响 PSF 的

质量和横向 尧 纵向离轴场点的位置 遥 1942 年 袁
NIJBOER B R A[35]将对称光学系统的像差函数扩展为

Zernike 多项式袁 奠定了 Nijboer-Zernike 理论的基础遥
随后袁JANSSENA A J E M[36]将其扩展至大像差系统袁
提升了解析计算能力遥 2020 年袁梁殿明等人[37]在椭球

形窗口像差分析中采用 Zernike 多项式袁 因其与赛德

尔像差项对应袁可直观表征初级像差渊如球差尧彗差尧
像散等冤遥 Zernike 多项式在不同应用中形式各异袁主要

用于波前像差的检测尧分析和校正袁通过拟合波前数

据获取 Zernike 系数袁评估成像质量遥 2024 年袁李春艳

等人 [38]在 GRIN 色散物镜光学像差研究中袁同样使用

Zernike 多项式进行分析遥 像差相位函数可依据

Zernike 多项式表示为

渊 袁 冤=
=1
移 渊 袁 冤 渊6冤

其中袁 渊 袁 冤是多项式的第 项袁 为出瞳的归一化

半径袁 为 Zernike 多项式的展开系数遥 因此袁 可以表

示为

= 1仔
1
0乙 2仔

0乙 渊 袁 冤 渊 袁 冤 d d 渊7冤
采用 Zernike 多项式进行波前重构可实现对光学

像差的完整描述袁该方法具有峰值定位误差小尧旁瓣抑

制能力强的优势遥 此外袁Zernike 多项式还可用于计算

光学系统的 PSF袁评估成像质量遥 PSF 描述了光学系统

对点光源的成像响应遥 2023 年袁柳少扬等人[39]在分析

球差对超振荡望远系统 PSF 的影响时袁提出用 Zernike
多项式表示球差袁如式渊8冤所示遥

渊 袁 冤= 2 渊 +1冤1+ 0姨 渊 冤 cos渊 冤+ sin渊 冤蓘 蓡
渊8冤

其中袁 0= 1袁 =0
0袁其它嗓 袁 渊 冤=

n-m2

=0
移 渊-1冤 渊 - 冤!

! +2 -蓸 蔀 ! -2-蓸 蔀 伊
-2 袁 表示相位面上的归一化极坐标袁 尧 是像差系

数遥 对于初级球差袁由于 为 0袁此时 Zernike 多项式

渊 袁 冤与角度坐标 无关袁初级球差带来的相位变

化是 ei 渊 冤遥 则球差影响下超振荡望远系统强度 PSF

渊 2冤= 2仔蓸 蔀 2 0乙 u渊 1冤ei 渊 1冤 J0 2仔 1 2蓸 蔀 1 d 1

2

渊9冤
其中袁u渊 1 冤是平面波经过超震荡器件后的复振幅袁
J0 渊窑冤是零阶 Bessel 函数袁 1尧 2分别表示出瞳面极坐标

和焦面极坐标袁姿为工作波长袁 为透镜焦距袁R 为透镜

半径遥
通过对比含有球差和无球差的 PSF袁可评估球差

对超振荡望远系统的影响袁并优化光学系统成像质量遥
尽管 Zernike 多项式在描述像差方面有优势袁但在空

气扰动较大时可能存在局限性遥
在自适应光学中袁Noll 改进的 Zernike 多项式用于

统计分析大气湍流引起的波前像差[40]袁实时校正波前

畸变[41]遥 Zernike 多项式可以作为波前重构的基础集袁
用于诸如 Shack-Hartmann 波前倾斜传感器等波前感

测工具中袁 这些工具在自适应光学和眼科光学中非常

重要遥此外袁Zernike 多项式被用来表示各类像差袁并且

是自适应光学领域中常用的表示方法之一遥例如袁柯熙

政团队 [42-43] 总结了自适应光学中的模式法袁 介绍了

Zernike 多项式的定义及波前畸变校正原理曰通过计算

光场自适应光学技术探测并重构波前畸变袁 利用

Zernike 多项式展开完整的波前袁即
渊 袁 冤=

=0
移 渊 袁 冤 渊10冤

其中袁 为模式数袁 为第项 Zernike 多项式系数袁 渊 袁
冤为第 项 Zernike 多项式遥

对式渊10冤求偏导数可得波前斜率与 Zernike 系数

的关系遥 在数值仿真研究中袁利用 Zernike 多项式模拟

输入待测像差袁得到远场光斑阵列袁再对远场光斑阵列

进行斜率估计袁从而进行重构波前遥 同年袁杨珂[44]将计

算光场成像应用到自适应光学波前传感领域袁 通过获

取的光场数据可以解算出波前畸变信息曰 根据计算光

场成像波前传感原理建立了波前复原仿真系统袁前 15
项 Zernike 像差的波前相位分布经计算光场成像波前

传感技术复原后袁残余波前相位分布的波前残差均方根

渊RMS冤值均小于 0.03 袁表明该技术对单项 Zernike像差

的复原精度较高袁能够有效复原单项 Zernike像差遥

5 结束语
本文概述了 Zernike 多项式在描述像差方面的研

究进展袁展示了其在不同时间点尧领域和方法中的广

泛应用遥 文中对 Zernike 多项式的类型进行了分类袁详
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细介绍了它们的定义及其与像差的关系遥 Zernike 多项

式在光学领域的应用已取得显著成果袁并展现出独特

的优势遥 展望未来袁Zernike 多项式研究将朝以下几个

方向发展院
1冤高精度测量与校准院随着光学系统的复杂性不

断增加袁 需要开发更高效且准确的 Zernike 多项式分

解和拟合方法袁以满足复杂系统的需求遥 结合自适应

光学技术袁可以更好地应对天文观测领域中环境因素

带来的挑战遥
2冤跨领域应用院Zernike 多项式正在逐渐扩展到激

光技术尧眼科医学尧天文学等多个领域袁并与人工智

能尧大数据等新兴技术相结合袁形成更加智能化和高

效的像差描述和分析方法遥 例如袁通过机器学习算法

优化 Zernike 系数袁可显著提高成像质量遥
3冤理论研究的深入院随着光学系统复杂性的增加

以及需求的提升袁 有必要对高阶 Zernike 多项式进行

更深入的研究袁以便应对未来的挑战遥 这不仅有助于

进一步理解光学系统中的高级像差现象袁也为设计更

为先进的光学系统提供了理论基础遥
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