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新型任意阶分抗逼近电路及新型标度方程
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摘 要：：介绍并研究一类具有物理可实现性的描述分数算子有理迭代过程的非正则标度方程，

提出几种新型分抗逼近电路，并用广义非正则标度方程描述。推广出基于未知参量 m,n 的一类非

正则标度方程，并研究其描述的分数算子有理迭代过程的特性。置换已知分抗逼近电路中元件位

置获得 4 种新的分抗逼近电路，并用相应的广义非正则标度方程描述。研究表明，广义非正则标

度方程具有不同的近似解。最后，介绍广义非正则标度方程描述的阻抗函数代数迭代过程的优化

方法，基于新型分抗逼近电路，提出几种具有高运算恒定性的任意阶标度分形分抗逼近电路设计

方案。设计分数阶微电路仿真实验，验证新型分抗逼近电路的运算性能。
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New arbitrary order fractance approximation circuits and new scaling equationsNew arbitrary order fractance approximation circuits and new scaling equations
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AbstractAbstract：：A kind of irregular scaling equations with physical feasibility is introduced and studied to 

describe the rational iterative process of fractional-order operators. Several new Frantance 

Approximation Circuits(FACs) are put forward and described by generalized irregular scaling equations. 

A class of irregular scaling equations based on the unknown parameters mn is extended, and the 

characteristics of the rational iterative processes of the fractional order operators described by this type 

of equation are studied. Four new FACs are obtained by replacing the position of the components of the 

known FACs, and described by the corresponding generalized irregular scaling equations. Research 

shows that generalized irregular scaling equations have different approach solutions. Finally, the 

optimization methods for the algebraic iterative processes of impedance functions described by 

generalized irregular scaling equations are introduced. Based on the new FACs, several design schemes 

of arbitrary-order scaling fractal FACs with high operational constancy are proposed. A simulation 

experiment of fractional-order differential circuit is designed to verify the operational performance of the 

new FACs.

KeywordsKeywords：： fractional calculus； fractional operator； generalized irregular scaling equation；

optimization；operational constancy

许多自然现象及过程并非整数维度纯线性的，更广泛和更现实的是分数维度的。分数阶微积分理论与应用

在分数阶混沌系统 [1]、神经网络 [2-3]、遗传结构 [4-5]、图像处理等众多领域中引起人们的广泛关注。由于具有长记

忆性、非定域性和弱奇异性等特点，分数阶微积分更能准确刻画大多数非整数维 [6]物理现象及过程。分数阶电路

与系统用于许多复杂的分数阶现象及过程的建模，并可用于分数阶混沌模型及分数阶信号处理等新问题的研究。

分数阶元件可用于构建具有分数阶微积分运算功能的电路与系统—分数阶电路与系统 [7]。最简单的具有 2 根

引出端线的分数阶元件称为分抗元，早期的分抗元也被称为恒相元 [8]。理想的分抗元是不存在的，工程上实现分

抗元的常用方法是借助有限无源整数阶元件(电阻、电容、电感)构建一个无源二端电路网络，该网络在特定频段

内具有分抗元的运算性能 [9-10]，此类无源二端网络被称为分抗逼近电路 [11]。许多经典的分抗逼近电路都具有半阶
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积分算子的运算功能，例如 Oldham RC 分形链分抗逼近电路、Haba 分形线分抗逼近电路、Nakagawa-Sorimachi

分形树分抗逼近电路等。标度拓展 [12] 这些负半阶分抗逼近电路，可获得具有任意实数阶微积算子运算功能的分

抗逼近电路。这些电路的阻抗函数代数迭代方程都是非正则标度方程 [13]，这些非正则标度方程蕴含了电路的迭

代结构及运算性能等特性。

本文对比描述三类任意阶标度分形分抗的非正则标度方程的代数结构形式，推广出一类非正则标度方程，

并分析其描述的有理迭代过程是否满足分抗的阻抗函数序列构造条件 [14-15]。通过置换元件位置构造新型分抗，

获得两类新型分形塔结构和两类新型分形树结构的分抗逼近电路，并分别用广义非正则标度方程描述。研究发

现广义非正则标度方程的近似求解结果不同于以往非正则标度方程的 Liu 氏近似解结果，数值仿真分析新型结构

电路的运算有效性。结合任意阶标度分形分抗的优化原理，探讨基于未知参数 mn 的非正则标度方程描述的阻抗

函数有理迭代过程的优化方法 [16]，以及新型任意阶分抗逼近电路优化方法。频域运算振荡现象必然影响分抗逼

近电路的实际应用，使用 4 种新型结构的分抗逼近电路与原标度分形塔分抗及标度分形树分抗，设计具有高运算

恒定性 [17]的任意阶标度分形分抗逼近电路。

1　基于未知参量 mn 的非正则标度方程及广义非正则标度方程

1.1 三类分抗逼近电路的统一数学描述

经典的 Carlson 分形格分抗逼近电路具有半阶积分算子 s-1/2 的运算性能，该电路的原理图及等效迭代电路如

图 1(a),(b)所示。

图 1(a)中 R 表示电阻的阻值，C 表示电容的容值。k 为电路的节数(也称迭代次数)，Zk (s) 表示该电路的阻抗函

数。为简化分析该分抗逼近电路的运算特征曲线，往往进行归一化处理。取归一化复频率变量 w = τs，特征时间

常数 τ =RC，得到 Carlson 分形格分抗的等效归一化迭代电路(图 1(c))。标度拓展是实现任意阶分抗逼近电路的有

效方法，很多经典的负半阶分抗逼近电路标度拓展后 [13]，可以获得任意阶标度分形分抗逼近电路。结合标度拓

展理论，可获得任意实数阶标度分形格分抗逼近电路 [10]。取电阻递进比 α，电容递进比 β，标度因子 σ = αβ。根据

标度特征参量的取值范围，标度拓展按照 αβσ 的取值，可分为正比标度拓展 (1 < αβσ <¥)和反比标度拓展 (0 <

αβσ < 1)。由标度分形格分抗逼近电路的归一化迭代电路(图 1(d))，可得到其阻抗函数的代数迭代方程为：

y (w) = 2 + ( )1 +w αy ( )σw
1 +w + 2wαy ( )σw

(1)

该 方 程 为 非 正 则 标 度 方 程 ， 解 析 求 解 该 方 程 目 前 还 存 在 困 难 。 考 虑 正 比 标 度 拓 展 时 ， 在 甚 低 频 条 件

0¬ | w |  1 下，整个电路呈现出电容特性。在甚高频条件 1 | w | ®¥ 下，整个电路呈现电阻特性。只有当频率

满足条件 0¬wk - 1 < | w |  1 时，方程(1)可简化为正则标度方程：
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Fig.1 Prototype Carlson fractal-lattice FAC and iterative circuit; normalized iterative circuit and normalized scaling iterative circuit
图 1  Carlson 分形格分抗原型电路及其迭代电路；归一化迭代电路及归一化标度迭代电路
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y (w) » 2 + αy ( )σw
1 + 2wαy ( )σw

» αy (σw) (2)

并有 Liu 氏近似解析解：

y (w) » ςwμLiu μLiu =-
lg α
lg σ

(3)

近似解结果表明标度分形格分抗具有任意 Liu 氏运算阶，反比拓展时甚高频条件下具有相同的近似解。同

理，具有任意 Liu 氏运算阶的 B 型标度分形塔分抗 [18]及 2h 型标度分形树分抗 [11]的归一化迭代电路如图 2 所示。对

应的非正则标度方程如式(4)、式(5)。

y (w) = 2 + ( )1 +w αy ( )σw
1 +w +wαy ( )σw

(4)

y (w) = 1 + ( )1 +w αy ( )σw
1 +w + 2wαy ( )σw

(5)

对比非正则标度方程(1)、(4)、(5)，可知描述标度分形格分抗、标度分形塔分抗、标度分形树分抗的非正则

标度方程具有类似的代数形式。若引入 2 个未知参数 mn，可将 3 个非正则标度方程归类为统一形式：

y (w) = m + ( )1 +w αy ( )σw
1 +w + nwαy ( )σw

(6)

当 m = n = 2 时，方程 (6)为描述标度分形格分抗的非正则标度方程。当 m = 2n = 1 时，方程 (6)表示 B 型标度分

形塔分抗的非正则标度方程。当 m = 1n = 2 时，方程(6)表示 2h 型标度分形树分抗的非正则标度方程。

1.2 非正则标度方程的参数条件及其运算有效性

方程(6)中归一化运算变量 w 只存在有理运算，满足计算有理性。当 mn 取不同值时可以得到不同的非正则标

度方程，对应不同结构形式的任意阶分抗逼近电路。非正则标度方程(6)标度拓展前的代数形式为：

y (w) = m + ( )1 +w y ( )w
1 +w + nwy ( )w

(7)

该方程的解析解为：

y (w) = m
n

×w
-

1
2 (8)

因此，未知参数 mn 取值必须同号，且标度拓展前同样具有

半 阶 积 分 算 子 运 算 功 能 。 当 m = 2n =-1 时 ， 选 择 初 始 迭 代 阻 抗

y0(w) =¥， 正 比 拓 展 后 数 值 分 析 的 不 同 运 算 阶 下 零 极 点 分 布 如

图 3 所示。

数值仿真表明，当 mn 的取值异号时，标度拓展后的阻抗函

数部分零极点分布在 w 平面的右半平面，不满足无源电路网络综

合理论中正实性原理的构造条件。当 m = n = π，初始阻抗 y0(w) =
¥ 时，正比拓展数值求解的运算特征曲线如图 4 所示。
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Fig. 2 Arbitrary order scaling fractal Fractance Approximation Circuits(FACs) and normalized iterative circuits
图 2  任意阶标度分形分抗逼近电路的归一化迭代电路

Fig.3 Zero-pole distribution when m = 2n =-1 in direct 
proportion extension (k = 4 σ = 5)

图 3  正 比 拓 展 m = 2n =-1 时 的 零 极 点 分 布 图 (k =
4σ = 5)
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由此可知，从阻抗函数构造的基本数学要求的角度分析，mn 的取值不仅限于整数。只需满足条件：

m × n > 0 mnÎR (9)

方程(6)描述的分数算子有理迭代过程都是有效的，且同样存在运算振荡现象，运算振荡周期 W = |lg σ|。

1.3 新型分形分抗逼近电路与广义非正则标度方程

考虑任意阶 B 型标度分形塔分抗逼近电路与 2h 型标度分形树分抗逼近电路(见图 2)，交换原电路中的一个电

阻和一个电容的位置，可分别得到 2 种新形分形塔结构和新型分形树结构的电路(见图 5)。

分析可知标度拓展前，新型电路无分数阶微积算子运算功能。标度拓展后，由归一化迭代电路可得描述 4 种

新型电路的广义非正则标度方程为：

yB_II(w) =
2 ( )1 + αyB_II( )σw

1 +w +wαyB_II( )σw
(10)

yB_III(w) =
2 ( )1 +wαyB_III( )σw

1 +w +wαyB_III( )σw
(11)

y2h_II(w) = 1 + ( )1 +w αy2h_II( )σw

2 ( )1 +wαy2h_II( )σw
(12)

y2h_III(w) = 1 + ( )1 +w αy2h_III( )σw

2 ( )w +wαy2h_III( )σw
(13)

1.4 近似求解与数值求解——运算有效性

正比拓展时，在甚低频条件 0¬ | w |  1 下，广义非正则标度方程(11)可化简为广义正则标度方程：

y (w) » 2 (1 + αy (σw) ) » 2αy (σw) (14)

并有近似解：

y (w) » ρwμ   μ =-
lg 2α
lg σ

(15)

Fig.4 Operational characteristic curves when m = n = π in direct proportion extension (k = 12, σ = 5)
图 4  m = n = π时正比拓展运算特征曲线 (k = 12, σ = 5)

1
w

1
w

1

1

1

1

1
w

1
w

1 1
1
w w

1

1 1

yk(w)yk(w) yk(w) yk(w)

(a) B_II (b) B_Ⅲ

1/w
αyk-1(σw) αyk-1(σw)

αyk-1(σw)

αyk-1 (σw) αyk-1 (σw) αyk-1 (σw)αyk-1 (σw)

αyk-1(σw)

1/w

(c) 2h_II (d) 2h_III

Fig.5 Normalized iterative circuits of novel fractal fractance approximation circuits
图 5  新型分形分抗的归一化迭代电路
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反比拓展时，无法获得方程 (15)的近似解。方程 (12)在正比拓展时同样无法获得方程 (15)的近似解，但反比

拓展时，在甚高频条件 1 | w | ®¥ 下，同样可简化为广义正则标度方程(14)并有同样的近似解。近似方程(15)的

解表明，广义非正则标度方程(10)、(11)不同于描述经典分形分抗的非正则标度方程，该类方程近似解具有全新

的运算阶：

μ =-
lg α
lg σ

-
lg 2
lg σ

= μLiu -
lg 2
lg σ

(16)

另外，也可从电路的角度近似求解非正则标度方程。考虑正比拓展时，在极限频率条件 0 ¬ | w |  1 下，图 5(c)

电路中的电容容抗 1/w®¥，电容可近似为开路状态。此时 2h_II 型标度分形树分抗的归一化迭代电路可近似为如

图 6(a)的形式。反比拓展时，在极限频率条件 1 | w | ®¥ 下，图 5(d)电路中的电容容抗 1/w® 0，电容可近似做

短路处理。此时 2h_III 型标度分形树分抗的归一化迭代电路可近似为如图 6(b)的形式。

根据简化的归一化迭代电路图，广义非正则标度方程(12)、(13)可简化为广义正则标度方程：

y (w) = 1
2
αy (σw) (17)

并有近似解：

y (w) » ρwμ   μ =-
lg 
α
2

lg σ
(18)

近似解结果表明，新型 2h_II 型和 2h_III 型标度分形树分抗分别在正比拓展和反比拓展条件下具有任意实数

阶运算性能。同理，描述 2 种新型分形树分抗电路的广义非正则标度方程(12)、(13)不同于描述经典标度分形分

抗的非正则标度方程。新型结构的电路具有不同的运算阶：

μ =-
lg α
lg σ

+
lg 2
lg σ

= μLiu +
lg 2
lg σ

(19)

数值求解可验证非正则标度方程近似求解的正确性，且便于直观分析分抗逼近电路的运算性能。当初始阻

抗 y0(w) = 1 时，根据迭代算法公式求解阻抗函数 yk (w) 的数值解，该数值解必定为非正则标度方程的一个真实解。

不同标度拓展情形下，数值仿真的 B_II 型分抗与 B_III 型分抗的运算特征曲线如图 7 和图 8 所示。

1 1

1 1

yk(w) yk(w)

αyk-1 (σw) αyk-1 (σw) αyk-1 (σw) αyk-1 (σw)

(a) 2h_II (b) 2h_III

Fig.6 Simplified circuit diagrams of novel scaling fractal-tree FAC under extreme frequency conditions
图 6  极限频率条件下新型标度分形树分抗简化电路图

Fig.7 Operational characteristic curves of B_II fractal-pyramid FAC in direct proportion extension(k = 12σ = 5)
图 7  正比拓展 B_II 分形塔分抗运算特征曲线(k = 12σ = 5)
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数值仿真结果表明，2 种新型标度分形树分抗与新型标度分形塔分抗具有类似的频域曲线形状。正比拓展

时，B_II 型分抗与 2h_II 型分抗在高频段具有任意阶分数算子运算性能。反比拓展时，B_III 型分抗与 2h_III 型分

抗在低频段同样具有任意阶分数算子运算性，且都具有相同的运算振荡周期 W。

2　逼近性能的优化与高运算恒定性分抗逼近电路设计

2.1 频域逼近性能的优化

基 于 未 知 参 数 mn 的 非 正 则 标 度 方 程 描 述 了 任 意 实 数 阶 微 积 算 子 的 运 算 性 能 ， 但 只 有 m = n = 2m = 1n = 2，

m = 2n = 1 三种取值情形下对应的具体电路结构是已知的。由运算特征曲线可知，该非正则标度方程描述的有理

迭代过程在频域的分数算子逼近效果不甚理想，电路优化可以有效改善频域的逼近效果。假设该非正则标度方

程对应的二端电路网络已知，使用电阻、电容等基本电路元件便可对该电路进行优化。由运算特征曲线的形状

特点及分抗逼近电路优化原理，选用对称阻容 T 型节，电路优化的原理示意图如图 9 所示。

优化结构中的电路元件取值与未知参数 mn 及标度特征参量 αβσ 有关。理想情况下电路可以存在无穷节，

考虑无穷个电阻串联的总阻抗为∑i = 0

¥ αi，无穷个电容并联的总容抗为 1/(∑i = 0

¥ β iw)。从电路补偿的角度思考并由数

值计算验证，可得到正比拓展时的电路优化参数为：

RO =
m
2 ∑i =-¥

-1

αi =
m

2 ( )α - 1
  CO =

1
n

1∑i =-¥

-1 β iw
=
β - 1
nw

(20)

反比拓展时电路优化元件的取值为：

CO =
m
2 ∑i =-¥

-1 1
β iw

=
mβ

2 ( )1 - β w
  RO =

1
n

1

∑i =-¥

-1 1
αi

=
1 - α
nα

(21)

当 m = πn = π，初始阻抗 y0(w) =¥ 时，不同标度拓展下优化前后的阶频特征曲线对比如图 10 所示。其中黑色

曲线表示优化前的运算特征曲线，红色曲线为优化后的运算特征曲线。

同 理 ， 任 意 阶 B_II 型 标 度 分 形 塔 分 抗 与 2h_II 型 标 度 分 形 树 分 抗 的 电 路 优 化 原 理 图 如 图 9(a)。 新 型 任 意 阶

B_III 型标度分形塔分抗及 2h_III 型标度分形树分抗的电路优化原理图如图 9(b)所示，优化参数取值分别为式(22)

~(25)。

Fig.8 Operational characteristic curves of B_III fractal-pyramid FAC in inverse proportion extension(k = 12σ = 1/5)
图 8  反比拓展 B_III 分形塔分抗运算特征曲线(k = 12σ = 1/5)
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(a) schematics for circuits optimization in direct proportion extension (b) schematics for circuits optimization in inverse proportion extension  
Fig.9 Schematic diagram for circuit optimization of irregular scaling equation based on parameters mn

图 9  基于参数 mn 的非正则标度方程电路优化原理图
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RO =∑
i =-¥

-1

(2α)i =
1

2α - 1
  CO = 2

1

∑i =-¥

-1 ( )β2 i

w

=
β - 2

w
(22)

RO =
1
4∑i =-¥

-1 ( α2 ) i

=
1

2α - 4
  CO =

1
2

1

∑i =-¥

-1 ( )2β
i
w

=
2β - 1

2w
(23)

RO = 2
1

∑i =-¥

-1 1

( )2α
i

=
1 - 2α
α

  CO =∑
i =-¥

-1 1

( )β2 i

w

=
β

w ( )2 - β
(24)

RO =
1
2

1

∑i =-¥

-1 1

( )α2 i

=
2 - α
2α

  CO =
1
4∑i =-¥

-1 1

( )2β
i
w

=
β

2w ( )1 - 2β
(25)

数值实验表明，新型分抗逼近电路优化后的运算特征曲线逼近效果类似图 10。电路的优化能够有效改善频

域的逼近性能，使得分抗逼近电路具有更宽的逼近频段。

2.2 任意阶高运算恒定性分抗逼近电路

新型分抗逼近电路同样存在运算振荡现象，运算阶具有不恒定性。运算特征曲线的振荡势必会影响分抗逼

近电路的分数算子运算性能，因此，设计具有高运算恒定性的任意阶分抗逼近电路具有重要应用价值。考虑正

比拓展时，B 型标度分形塔分抗与 B_II 型标度分形塔分抗串联(见图 11)。图 11 中 FBF2h 分别表示有限 k 节 B 型标

度分形塔分抗逼近电路和有限 k 节 2h 型标度分形树分抗逼近电路。符号 FB_IIFB_III 和符号 F2h_IIF2h_III 分别表示 2 种

新型 B 型分形塔分抗及两种新型 2h 型分形树分抗。鉴于电路节数 k 为有限值，为区别理想分抗元的电路符号，

使用图 11 中所示的分抗符号。2 种分抗逼近电路取相同的标度因子 σ = 5 和初始阻抗 y0(w) = 1，串联后的分抗逼近

电路与 B 型标度分形塔分抗的运算特征曲线对比如图 12。其中黑色曲线表示 B 型标度分形塔分抗的运算特征曲

线，红色曲线表示串联后分抗逼近电路的运算特征曲线。

对比可知，2 个分抗逼近电路串联后的运算振荡幅度明显减小。尤其当运算阶 μ =-0.5 时，串联后的电路几乎

具有恒定的运算性能。当运算阶 μ =-0.1 - 0.9 时，串联后的电路运算特征曲线的振荡幅度几乎与 B 型标度分形塔

分抗的运算振荡幅度相等。根据数值分析，发现 B 型标度分形塔分抗与 B_II 型标度分形塔分抗的并联，2h 型标

Fig.10 Comparison of order-frequency characteristic curves before and after optimization of irregular scaling equation based on the parameters mn (m =
πn = π, k = 12 y0(w) =¥)

图 10 基于参数 mn 的非正则标度方程优化前后阶频特征曲线对比图 (m = πn = π, k = 12 y0(w) =¥)

FB F2h F2h

F2hF2h
FB

FB_II

FB_II

F2h_II F2h_III

F2h_IIIF2h_II

Fig.11 Schematic diagram of the series-parallel networks of original FACs and the novel FACs
图 11  原分抗逼近电路与新型分抗逼近电路的串并联网络示意图
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度分形树分抗分别与 2h_II, 2h_III 型标度分形树分抗的串并联组合，都可获得具有高运算恒定性的任意阶分抗逼

近电路网络。各种组合电路示意图如图 11 所示。

2.3 电路的仿真实验与信号的分数阶微分运算

借助 Multisim 电路仿真软件，可以分析模拟电路的频域特征曲线。以正比标度拓展的 B_II 型标度分形塔分抗

为例，取运算阶 μLiu =-0.5，标度因子 σ = 5，根据式(15)求解的标度特征参量为 α = 1.118 β = 4.472 1。当电路中的电

阻阻值 R = 1 kΩ，电容容值 C = 1 μF 时，数值仿真获得此时的 5 节 -0.5 阶 B_II 型标度分形塔分抗的阻抗函数为：

Z5(s) =F ( )μ sμ = 1.883 6 ´ 104 (26)

优化前后 5 次迭代-0.5 阶 B_II 型标度分形塔分抗模拟电路的频域仿真曲线对比如图 13 所示。

电路仿真获得的优化前后的频域曲线与理论数值分析结果一致，由相频特征曲线可知，新的 B_II 型分形塔

分抗具有分数阶运算性能，对称阻容 T 型节电路优化方法是有效的。使用运算放大器等有源电路与 5 节 -0.5 阶

B_II 型标度分形塔分抗逼近电路，可以设计具有分数阶运算性能的电路与系统。使用运算放大芯片 OP37AZ，设

计的负半阶微分运算电路原理图如图 14。其中元件参数为 R1 = 1 kΩRb1 =Rb1 = 820 Ω，R in = 500 Ω，Rf = 5 kΩ，分抗

元件 F 使用 5 节 -0.5 阶 B_II 型标度分形塔分抗逼近电路。

Fig. 12 Comparison of operational characteristic curves of the two fractors in series and B_type scaling fractal-pyramid FAC
图 12  两个分抗串联后的运算特征曲线与 B 型标度分形塔分抗的运算特征曲线对比图

Fig.13 Frequency-domain simulation curves of B_II fractal-pyramid analog circuit before and after optimization
图 13  优化前后 B_II 型标度分形塔分抗模拟电路频域仿真曲线

+

+

-

-

F

B

A

R1

Rin

Rf
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uout(t)Rb1

Rb2

Fig.14 Principle circuit of active fractional differential operation
图 14  有源分数阶微分运算原理电路
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该分数阶运算电路的电压传输函数为：

H (s) = Uout (s)
U in (s)

=
R2 Rf

Rin F
= 0.530 9s0.5 (27)

选择周期对称方波为测试信号 u in (t)，由图 13 中的频域仿真曲线可知该分抗逼近电路的有效运算频段大概为

0.3~300 Hz。选择输入周期方波信号 u in (t) 的基波角频率 Ω0 = 1 Hz，峰峰值 E = 0.5 V。理论计算的周期对称方波的

0.5 阶 微 分 运 算 后 的 波 形 及 电 路 仿 真 结 果 如 图 15 所 示 。 其 中 黑 色 曲 线 为 输 入 波 形 u in (t)， 红 色 波 形 为 输 出 波 形

uout (t)。

模拟电路的仿真结果与理论分析一致，实验仿真表明，本文提出的新型 B_II 型标度分形塔分抗逼近电路具

有 分 数 阶 运 算 性 能 ， 可 以 用 于 构 建 分 数 阶 电 路 与 系 统 。 同 理 可 证 明 其 他 几 类 新 型 分 抗 逼 近 电 路 的 分 数 阶 运 算

性能。

3　结论

描述三类任意阶标度分形分抗逼近电路的非正则标度方程具有相似的代数形式，从而获得基于未知参数 mn

的一类非正则标度方程。当未知参数 mn > 0 时，该非正则标度方程描述的阻抗函数有理迭代过程满足计算有理

性、运算有效性及物理可实现性。通过置换电阻和电容的位置获得 4 种新型分抗逼近电路，并研究其运算有效性

及对应的非正则标度方程——广义非正则标度方程，发现广义非正则标度方程具有不同以往非正则标度方程的

近似解结果，该类方程描述的阻抗函数有理迭代过程具有新的运算阶 μ =-
lg α
lg σ

±
lg 2
lg σ

。结合信号的分数阶微分运

算仿真实验，证明了新型分抗逼近电路的有效性。新型任意阶标度分形分抗与原分抗的串并联组合，构成新的

无源二端电路网络，具有更高的运算恒定性。本文关于新型分抗逼近电路及新型标度方程的研究仅仅只是一个

开端，还存在相关的有待继续研究的问题：

1) 文中提出的新型非正则标度方程如何解析求解。如果能够获得非正则标度方程的解析解形式，或许可以

从解析表达式的角度，获得电路的优化方法及优化元件参数取值。

2) 考虑新型非正则标度方程 (6)，除了描述标度分形格分抗、标度分形塔分抗和标度分形树分抗，当 mn 取

其他参数时，对应的具体的分抗逼近电路是怎样的？
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