
第 20 卷 第 6 期

2022 年 6 月

太赫兹科学与电子信息学报
Journal of Terahertz Science and Electronic Information Technology

Vol.20，No.6

Jun.，2022

基于 IFFT的Lubich数字分数微分器系数的快速算法
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摘 要：：从信号处理角度考察 Lubich系数，分析了 Lubich系数的频域特性。设计了一种基于

快速傅里叶逆变换 (IFFT)的 Lubich系数的快速算法。IFFT算法直接求解的 Lubich系数不准确，在

甚低阶运算时频域存在吉布斯效应，新算法利用零频赋值可有效减弱该效应。数值仿真结果表明，

与 Lubich准确系数相比，在一定真分数运算阶范围内，新算法求得的 Lubich近似系数构建数字分

数微分器有更好的效果，且新算法计算复杂度低，运算效率高。
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Fast algorithm based on IFFT for computing fractional Lubich coefficient ofFast algorithm based on IFFT for computing fractional Lubich coefficient of

digital fractional differentiatordigital fractional differentiator
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AbstractAbstract：：The Lubich coefficient is investigated from the point of view of signal processing, and the

frequency characteristics of Lubich coefficient are analyzed. A fast algorithm based on Inverse Fast

Fourier Transform (IFFT) for computing Lubich coefficient is designed. The Lubich coefficient directly

solved by IFFT algorithm is not accurate. The Gibbs effect exists in the frequency domain with low order

operations, and the new algorithm can reduce this effect effectively by zero-frequency assignment. The

numerical simulation results show that, compared with Lubich accuracy coefficient, the Lubich

approximation coefficients computed by the new algorithm have better performance in constructing the

digital fractional differentiator with a certain proper fraction operation order range, and the new

algorithm has low computational complexity and high efficiency.

KeywordsKeywords：： fractional derivative； filter function； high-order approximation； frequency characteristics；

computational complexity

分数阶导数 [1]与积分理论已逐步发展为数学分析中的一个重要分支，并引起人们在众多工程领域中的广泛研

究使用，例如信号分析与处理、非线性控制系统、分数阶混沌系统、分数阶图像处理 [2]，等等。

在众多分数阶微分定义中，格林瓦尔莱特尼科夫(Grünwald-Letnikov，G-L)定义是最基本的定义，它是以连

续函数整数阶导数的经典定义为出发点，对整数阶微分的后向差分取极限，将微积分的阶次由整数拓宽到分数

推衍得到。其定义中，式(1)为具有因果性的左导数，式(2)为右导数：

a Dα
t f (t)= lim

h® 0
nh = t - a

Aα
h f (t)Aα

h f (t)= h-α∑
k = 0

n

g (α)
k f (t - kh) (1)

a Dα
t f (t)= lim

h® 0
nh = t - a

Bα
h f (t)Bα

h f (t)= h-α∑
k = 0

n

g (α)
k f (t + kh) (2)

式中：D 是分数阶微分算子；α是运算阶，α和 t 是与该操作相关联的限制端点，也表示微分运算的上下界限；

f (t) 是自变量为 t 的函数，h 是采样步长，k 表示样本点的位置序号，n=(t-a)/h 为当前时刻；g (α)
k 称为 G-L 加权系
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数 [3]，具有递推关系：

g (α)
0 = 1，g (α)

k = (1 - α + 1
k ) g (α)

k - 1k = 12 (3)

系数 g (α)
k 可以为函数(1-z-1)α的幂级数展开系数：

(1 - z-1 )α =∑
k = 0

¥

(-1)k( )αk z-k =∑
k = 0

¥

g (α)
k z-k (4)

式 (1)~式 (2)数值微分的逼近精确度阶为一阶，即当式 (1)、式 (2)的 f (t) 初值条件为 0 时，式 (1)、式 (2)的计算

精确度为 O(h)。为追求期望的高精确度，高阶生成函数由 Lubich[4](卢比奇)通过拉格朗日插值多项式进行差分得

到，Lubich 生成函数表示为：

L(α)
p (z-1 )= ( )∑

i = 0

p

ςpi z-i

α

= (∑k = 1

p 1
k

(1 - z-1 )k ) α =∑k = 0

¥

l (α)
pk z-k (5)

式中：ςpi 为生成函数系数； l (α)
pk 为 Lubich 加权系数。Lubich 生成函数是一阶导数的 (p + 1)点后向差分的 α次幂，具

有 p 次逼近阶，即式(1)、式(2)的计算精确度为 O (hp )。

当运算阶 α取非自然数的实数时，式(5)中理想 Lubich 加权系数 l (α)
pk 是无限长的因果序列，这在现实中无法实

现。工程实践中，可使用有限长 Lubich 加权系数 l (α)
pk(k = 0~K - 1KÎN+ ) 构建分数阶数字微分器 [5-6]或求解分数阶微

分方程 [7-8]。

本文仅在分数阶微分，即 α > 0 情形下，从两个方面开展研究：

1) 如何快速求解式(5)中的 Lubich 加权系数 l (α)
pk。

2) 在频域考察 Lubich 滤波函数和有限长 Lubich 加权系数 l (α)
pk(k = 0~K - 1KÎN+ )的逼近性能。

目前求解 Lubich 准确系数 l (α)
pk 的部分算法有：幂级数展开算法 [9]、零点−卷积算法 [10]及递推算法 [11]。幂级数展

开算法需对符号变量进行多次求导，特别当系数序列长度 K 很大时，计算量大。零点−卷积算法进一步减少了计

算量，但原算法步骤中存在多个复数序列连续卷积，计算繁琐，利用卷积的基本性质可在原算法基础上减少部

分计算量。文献 [11]给出的递推算法利用代数变换实现了更少的计算量，但在高阶逼近时仍需一定迭代的乘加

运算。

本文提出一种基于 IFFT 的近似求解 Lubich 系数的快速算法。对比上述 3 种算法求解的准确 Lubich 系数，快

速算法近似求解的系数在一定真分数运算阶范围内，有更好的构建分数阶数字微分器效果。且快速算法的计算

开销更小，运算效率更高。

1 Lubich 滤波函数

将 z = ejω代入式(5)得 Lubich 生成函数的滤波函数：

L(α)
p (ω)= L(α)

p (e-jω )= ( )∑
i = 0

p

ςpie
-jiω

α

= (Ap (ω)ejθp (ω)) α =A(α)
p (ω)ejαθp (ω), |ω | ≤ π (6)

理想的 α阶数字微分滤波函数为：

D(α) (ω)= (jω)α, |ω | ≤ π (7)

数字信号的频谱周期为 2π且具有共轭对称性，仅需取ωÎ [0π ]分析。为便于频域特征分析，令

ω = π ´ 10ϖÛϖ = lg (ω/π), ϖÎ(-¥0] (8)

式中ϖ表示频率指数变量。将ϖ代入式(6)得到 Lubich 生成函数的幅频特征函数 Λ(α)
p (ϖ)、相频特征函数Θ(α)

p (ϖ)、阶

频特征函数 μ(α)
p (ϖ)。

Λ(α)
p (ϖ)= lg | A(α)

p (10ϖπ) |, ϖÎ(-¥0] (9)

Θ(α)
p (ϖ)= αθp (10ϖπ), ϖÎ(-¥0] (10)

μ(α)
p (ϖ)= dΛ(α)

p (ϖ)/dϖ, ϖÎ(-¥0] (11)
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幅频特征函数和相频特征函数表征了 Lubich 滤波函数的频域特征。相频特征函数和阶频特征函数可完全表

征 Lubich 滤波函数的运算特征。阶频特征是幅频特征的微分，不仅包含了幅频特征的信息，还直接表示了滤波

函数的运算阶。同理，将ϖ代入式 (7)得到理想的 α阶数字微分的幅频特征函数 D(α)
Λ (ϖ)、相频特征函数 D(α)

θ (ϖ)、阶

频特征函数 D(α)
μ (ϖ)。

D(α)
Λ (ϖ)= lg | (jϖ)α | = lg |ϖ |α, ϖÎ(-¥0] (12)

D(α)
θ (ϖ)= arg{(jϖ)α}= πα/2, ϖÎ(-¥0] (13)

D(α)
μ (ϖ)= dD(α)

Λ (ϖ)/dϖ = α, ϖÎ(-¥0] (14)

为了衡量 Lubich 滤波函数逼近理想的 α阶数字微分滤波函数的性能，定义频域误差函数 ε(α)
p (ϖ)、相频逼近误

差函数 ε(α)
θp (ϖ)、阶频逼近误差函数 ε(α)

μp (ϖ)为：

ε(α)
p (ϖ)= | L(α)

p (ϖ)-D(α) (ϖ) | (15)

ε(α)
θp (ϖ)=Θ(α)

p (ϖ)- arg{D(α) (ϖ)}=Θ(α)
p (ϖ)- πα/2 (16)

ε(α)
μp (ϖ)= μ(α)

p (ϖ)-D(α)
μ (ϖ)= μ(α)

p (ϖ)- dD(α)
Λ (ϖ)/dϖ (17)

极大逼近误差为：

ε(α)
pmax = max

ωÎ[0π]
[ ε(α)

p (ω)] (18)

式 (18)可衡量逼近精确度，逼近程度的总体性能可用平均误差 S (α)
1p 和均方误差 S (α)

2p 评价，两者分别定义为：

S (α)
1p =

1
π ∫0

π

ε(α)
p (ω)dω，S (α)

2p =
1
π ∫0

π

[ ]ε(α)
p (ω)

2

dω (19)

取ϖÎ[-30]，半阶运算 (α = 0.5)的 Lubich 滤波函数的频域特性及频域误差函数如图 1 所示。

从图 1 可见，除一阶逼近 (p = 1) 外，在零频 ω = 0(ϖ®-¥) 附近，L(α)
p (ϖ) 可以很好地逼近 D(α) (ϖ)，从 ϖ =-0.5(ω »

0.32π)附近开始，一直到高频ω = π(ϖ = 0)处，其逼近的绝对误差函数 ε(α)
p (ϖ)值呈非线性增加，且逼近阶 p 越大，增

加的趋势越大，极大逼近误差 ε(α)
pmax、平均误差 S (α)

1p、均方误差 S (α)
2p 也随之增大。通过数值分析得知，除一阶逼近

外，频域的逼近程度还与运算阶 α有关：运算阶 α的变化趋势与极大逼近误差 ε(α)
p max、平均误差 S (α)

1p、均方误差 S (α)
2p

呈同增同减关系。对于一阶逼近，虽然其整体 (0 ≤ω ≤ π) 极大逼近误差 ε(α)
pmax、平均误差 S (α)

1p、均方误差 S (α)
2p 最小，

但在零频 ω = 0 附近，L(α)
p (ϖ) 逼近 L(α)

p (ϖ) 的性能并不如高逼近阶 (2 ≤ p ≤ 6)，这是由一阶逼近的相频特征函数的逼近

误差较大造成的。

为确切定量表示逼近的程度，通常考虑阶频相对误差函数 r (α)
μp (ϖ)、相频相对误差函数 r (α)

θp (ϖ) 和 4 种逼近精确

度取值 [12]。

r (α)
θp (ϖ)= ε(α)

θp (ϖ)/ arg{D(α) (ϖ)}´ 100% = ε(α)
θp (ϖ)/(πα/2)´ 100% (20)

Fig.1 Frequency domain features and frequency error of generating function with different approximation orders
图1 不同逼近阶的频域特性和频域误差函数图
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r (α)
μp (ϖ)= ε(α)

μp (ϖ)/D(α)
μ (ϖ)´ 100% (21)

逼近精确度 ri：

r0 = 1%; r1 = 5%; r2 = 10%; r3 = 20% (22)

依据式 (20)~式 (22)定义逼近带宽：

ì
í
î

ïï
ïï

β (α)
Ppi =ϖ

(α)
PUpi -ϖ

(α)
PLpi

β (α)
Opi =ϖ

(α)
OUpi -ϖ

(α)
OLpi

 i = 0123 (23)

式中：下标变量 i 表示逼近精确度等级指标；ϖ(α)
PUpi 与ϖ(α)

OUpi 称为上限频率指数，ϖ(α)
PLpi 与ϖ(α)

OLpi 称为下限频率指数；

β (α)
Ppi 与 β (α)

Opi 称为(阶频与相频)逼近带宽指数，指在 α阶运算的 p 阶逼近时，在 β (α)
Ppi =ϖ

(α)
PUpi -ϖ

(α)
PLpi (β (α)

Opi =ϖ
(α)
OUpi -ϖ

(α)
OLpi)

带宽数量级范围内，满足 | r (α)
θp (ϖ) | ≤ ri(| r (α)

μp (ϖ) | ≤ ri )。

Lubich 滤波函数的低频有效逼近使得 β (α)
Ppi 与 β (α)

Opi 为无穷大 (ϖÎ(-¥0])，此时 ϖ(α)
PUpi 与 ϖ(α)

OUpi 上限频率指数可衡

量逼近的性能。半阶运算时，Lubich 滤波函数的上限频率指数如图 2 所示。

从图 2 可见，当 p = 1 时，相频的逼近效果较差，尤其在超级逼近精确度 (r0 = 1%)时。从整体上看，p = 5 和 p =

6 的逼近效果优于其他逼近阶，且 p = 5 时体现在相频 (ϖ(0.5)
PU50 »-0.57)，p = 6 时体现在阶频 (ϖ(0.5)

OU60 »-0.73)。通过数值

分析得知，Lubich 滤波函数的上限频率指数与运算阶 α无明显关系，虽然 α的减小会降低高频附近的绝对误差，

但绝对误差的降低仍不能使其相对误差函数值满足 4 种逼近精确度取值，即不能明显影响上限频率指数。

综上可得：Lubich 滤波函数从低频延伸至零频的频带范围内可有效逼近理想的分数阶微分滤波函数，高频附

近的误差并不能通过改变逼近阶 p 来有效改善，运算阶 α的变化也几乎不影响上限频率指数。

2 Lubich 系数求解的算法

2.1 幂级数展开算法

根据 Lubich 加权系数与生成函数的对应关系，对 L(α)
p (z-1 )进行幂级数展开：

l (α)
pk =

1
k!

|

|

|
||
|´

dk L(α)
p (z-1 )

(dz-1 )k

z-1 = 0

, k = 0~K - 1 (24)

式中 K 为展开项个数。对于运算阶 α取自然数时， l (α)
pk 是有限长序列，无需进行泰勒级数展开，可直接对 L(α)

p (z-1 )

进行多项式展开获得 l (α)
pk。显然，幂级数展开算法计算量较大，计算 l (α)

pk 的单个系数向量需对符号变量做 K(K - 1)/2

次求导。

2.2 零点−卷积算法

对 Lubich 生成函数因式分解：

L(α)
p (z-1 )= (∑

i = 0

p

ςpi z
-i )α = ς αp0∏

j = 1

p

(1 - zj z
-1 )α = ς αp0∏

j = 1

p

(∑
k = 0

¥

g (α)
k z k

j z-k )= ς αp0∏
j = 1

p

(∑
k = 0

¥

hjk z-k )= ς αp0∑
k = 0

¥

hCk z-k (25)

hCk = h1k*h2k**hpk × ς
α
p0，hjk = g (α)

k × z k
j , k = 0~K - 1 (26)

式中：zj 为 Lp (z-1 )的零点 [13]；hCk 为连续卷积序列。高阶逼近 Lubich 加权系数 l (α)
pk 的求解变成了一阶逼近 G−L 加权

系数 g (α)
k 的连续卷积，而 g (α)

k 可由式 (3)快速求得。

零点−卷积算法的计算量主要由三部分组成：生成函数零点计算、被卷积序列计算及连续卷积运算，计算量

Fig.2 Upper-limit frequency exponent of Lubich filter function
图2 Lubich滤波函数的上限频率指数
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重点集中在连续卷积部分。p 阶逼近时，生成函数有 p - [ (-1)p + 3] /2 个复零点和 [ (-1)p + 3] /2 个实零点。对于共轭

零点对，得到两个互为共轭的序列：

zj« hjk = g (α)
k × z k

j = xjk + jyjk (27)

z j + 1 = z *
j« hj + 1k = g (α)

k × ( z *
j ) k

= h*
jk= xjk - jyjk (28)

互为共轭的两个序列，卷积结果是一个实序列：

hjk*h*
jk = ∑

m =-¥

+¥

hjm × h
*
jk -m = ∑

m =-¥

+¥

(xjm + jyjm )(xjk -m + jyjk -m )=xjk*xjk + yjk*yjk - jxjk*yjk + jyjk*xjk = xjk*xjk + yjk*yjk (29)

由于复数零点共轭成对出现，加之卷积的可交换性，零点卷积算法的结果：l (α)
pk = ς

α
p0 × hCk 是一个实序列。对比

无共轭性质的等长复序列卷积，两个等长共轭复序列卷积减少了两次实序列卷积运算和一次等长实序列加法运

算。利用这一特点合理安排计算顺序——先计算连续复卷积序列中零点成共轭复数对应的序列，可有效减少计

算量。

利用复实零点个数与卷积的关系，计算出不同逼近阶时，零点−卷积原算法的乘法复杂度 1Cc ´和加法复杂度

1Cc + 及优化算法的乘法复杂度 2Cc ´和加法复杂度 2Cc + 如下：

p = 2: 1Cc ´ = 2Cc ´ =K 2 + 7K - 4,1Cc + = 2Cc + =K 2 + 1 (30)

p ≥ 3: 1Cc ´ = [4p - (-1)p - 7] K 2 + [6p - 2(-1)p - 3] K - 8p + 3(-1)p + 9 (31)

2Cc ´ =
é
ë
êêêê

3
2

p -
(-1)p + 7

4
ù
û
úúúú K 2 + [6p - 2(-1)p - 3] K - 8p + 3(-1)p + 9 (32)

1Cc + = [4p - (-1)p - 7] K 2 + é
ë
êêêê - 5p +

(-1)p + 21
2

ù
û
úúúú K + (-1)p - 1 (33)

2Cc + =
é
ë
êêêê

3
2

p -
(-1)p + 7

4
ù
û
úúúú K 2 + é

ë
êêêê -

p
2
-

7(-1)p + 21
4

ù
û
úúúú K -

5
2

p +
7(-1)p + 17

4
(34)

也可对连续卷积序列作 pK - p + 1 点 DFT，此时循环卷等于线性卷，并利用 FFT 计算 DFT。零点卷积频域算法

的实数乘法复杂度 3Cc ´和实数加法复杂度 3Cc + 如下：

3Cc ´ = [6p - 2(-1)p - 3] K - 8p + 2(-1)p + 6 + (pK - p + 1) [2(p + 1)log2 (pK - p + 1)+ 4(p - 1)] (35)

3Cc + = [2p - (-1)p - 3] (K - 4)+ (pK - p + 1) [3(p + 1)log2 (pK - p + 1)+ 2(p - 1)] (36)

2.3 递推算法

文献[11]给出一种递推算法，Lubich 系数 l (α)
pk 可以由下面的递推公式得到：

l (α)
pk =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ς αp0 当k = 0

-
1
ςp0
∑
i = 1

p

ςpi ( )1 - i
1 + α

k
l (α)

pk - i当k > 0
 k = 0~K - 1 (37)

递推算法的实数乘法复杂度 CR ´和实数加法复杂度 CR + 如下：

CR ´ = (K - p)(4p + 1)+ (2p + 1)(p - 1) (38)

CR + = (p - 1)2 + (K - p)p + 1 (39)

幂级数算法、零点−卷积算法和递推算法均可计算准确的 Lubich 系数 l (α)
pk(k = 0~K - 1)。

3 IFFT 快速算法

3.1 IFFT 直接求解

对给定的 Lubich 滤波函数 L(α)
p (ω)在ωÎ[02π]内进行 K 点等间距采样：
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L(α)
p [n]= L(α)

p ( 2πn
K )  n = 0~K - 1 (40)

式中 n 表示采样点的位置序号。再对式(40)做快速傅里叶逆变换(IFFT)，有：

F
1 l (α)

pk =
1
K∑n = 0

K - 1

L(α)
p [n]e

j
2πnk

K  k = 0~K - 1 (41)

快速傅里叶逆变换 [14-16]是种近似算法，由式 (40)和式 (41)得到有限 K 个加权系数并有 F
1 l (α)

pk » l (α)
pk，且文献 [11]分

析了系数 F
1 l (α)

pk 的不准确性。理论上，可对误差分析和补偿使 F
1 l (α)

pk 逼近 l (α)
pk(

F
1 l (α)

pk® l (α)
pk )。

3.2 零频赋值与误差建模

当运算阶 α > 0 时，频域的零频处 (ω = 0Û n = 0)理论值为：L(α)
p (0)= 0。根据加权系数的第一个值 l (α)

p0 等于生成函

数的函数项 ς αp0，即首项已知，利用时域与频域的对应关系，对零频重新赋值，可使 Lubich 近似系数 F
1 l (α)

pk 与

Lubich 准确系数 l (α)
pk 的首项为零误差。此时，零频值为：

L(α)
p [0]=Kς αp0 -∑

n = 1

K - 1

L(α)
p [n]Û ς αp0 =∑

n = 0

K - 1

L(α)
p [n] (42)

零频重新赋值在时域等价于给近似系数 F
1 l (α)

pk 添加直流分量，即：

F
2 l (α)

pk =
F
1 l (α)

pk + L(α)
p [0]/K (43)

并有 F
2 l (α)

p0 - l (α)
p0 = 0，但 F

2 l (α)
pk 与 l (α)

pk 除首项外的任意项仍存在误差。为此，定义 F
2 l (α)

pk 与 l (α)
pk 的相对误差：

r (α)
p [k]= ( F

2 l (α)
pk - l (α)

pk )/l (α)
pk ´ 100% k = 1~K - 1 (44)

并有 r (α)
p [0]= 0。取运算阶 αÎ[0.13]，逼近阶 p = 1~6，K = 200，构建相对误差 r (α)

p [k]与自变量 α和 k 的三维规律图，

结果见图 3。

由图 3 可见，相对误差 r (α)
p [k]随着 k 的增大呈现递增趋势，尾项几乎为 100% 的误差，其整体形状与逼近阶几

乎无关，若 K 适当地大，则也与 K 几乎无关。从整体上看，几乎全都是递减的尖头钝尾形状的下近似。但 IFFT

算法求解系数中，在 l (α)
pk 未知时，r (α)

p [k]也未知。在理论上，算法相对误差 r (α)
p [k]是不变的，基于明显的规律特征，

对相对误差建模。

Fig.3 Relative error analysis
图3 相对误差分析图
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rpα [k]» r[k]=- ( k
K ) v(α)

´ 100% k = 1~K - 1 (45)

式中：r[k]为建立的相对误差模型；v(α)为建模指数，一个仅与运算阶 α有关的变量。利用 Matlab 中 cftool 工具箱

拟合 v(α)与 α的对应数据点，并选择误差最小的二项式拟合法，即：

v(α)= v0α
2 + v1α + v2 (46)

建模指数实验数据拟合见图 4，计算得 v0 = 0.018 59，v1 = 0.709 9，v2 = 1.7。

对比 F
2 l (α)

pk，通过相对误差模型补偿得到的 Lubich 近似系数：

F
3 l (α)

pk =
F
2 l (α)

pk /(r[k]+ 1) (47)

除首项外 (k = 1~K - 1)更加接近准确系数 l (α)
pk。

求解 F
2 l (α)

pk 的实数乘法复杂度 2CF ´和实数加法复杂度 2CF + 为：

2CF ´ =K log2 K +K + 1 2CF + = 2K log2 K +K + 1 (48)

求解 F
3 l (α)

pk 的实数乘法复杂度 3CF ´和实数加法复杂度 3CF + 为：

3CF ´ =K log2 K + 3K + 4 3CF + = 2K log2 K + 2K + 3 (49)

当 K®¥时，式(40)的结果显然等于 L(α)
p (ω)，此时式(41)等价于：

lim
K®¥

F
1 l (α)

pk = lim
K®¥

1
K∑n = 0

K - 1

L(α)
p [n]e

j
2πnk

K = ∫
0

¥

L(α)
p (ω)ejkωdω = l (α)

pk (50)

式(50)是 Lubich 系数 l (α)
pk 的傅里叶变换形式，并有 lim

K®¥

F
1 l (α)

pk - l (α)
pk = 0。故 IFFT 算法是收敛的。而零频赋值和误差

建模可有效减少 K 为有限值时 IFFT 算法带来的截断误差。

4 算法运算效率比较

为便于图中的标注，将 Taylor 幂级数展开法标记为 taylor；卷积的原算法、优化算法、频域算法分别标记为

conv1,conv2,conv3；递推算法记为 recursive；IFFT 的直接求解，零频赋值，误差建模补偿算法分别标记为 IFFT1,

IFFT2,IFFT3，并统称 IFFT 算法。不同算法的乘法和加法复杂度见图 5。可见，合理安排卷积次序的 conv2 计算复

杂度比 conv1 更低，conv3 是基于频域的算法，当展开项 K 较大时能逐渐体现优势。IFFT 算法和递推算法的计算

复杂度远低于卷积的 3 种算法。IFFT2 和 IFFT3 算法的加法复杂度虽高于递推算法，但乘法复杂度更低，且乘法

需要的运算时间远长于加法。IFFT 算法的复杂度不受逼近阶 p 的影响，而递推算法的复杂度随逼近阶 p 的增大而

增加。在高阶逼近时，IFFT 算法在运算效率的优势更为显著。由式(30)~式(36)、式(38)~式(39)、式(48)~式(49)可

知，在非整数阶情形下，各算法的计算复杂度与运算阶 α无关。

Fig.5 Average multiplication computational complexity and addition computational complexity for eachl (α)
3k

图5 求解单个 l (α)
3k平均乘法计算复杂度及平均加法复杂度

Fig.4 Experimental data fitting of modeling index
图4 建模指数实验数据拟合图

表1 不同逼近阶下不同算法计算Lubich系数所用平均时间(α = 0.5 K = 100)

Table 1 Average time using different algorithms to compute Lubich coefficient with different order approximation (α = 0.5 K = 100)

algorithm

taylor

conv2

recursive

IFFT3

IFFT2

running time/ms (p=2)

26.65

1.19

0.15

0.09

0.07

running time/ms (p=3)

27.77

1.21

0.16

0.10

0.06

running time/ms (p=4)

29.48

1.22

0.16

0.10

0.06

running time/ms (p=5)

30.30

1.28

0.17

0.10

0.07

running time/ms (p=6)

35.25

1.31

0.19

0.10

0.06
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图 6 为在 CPU： Intel Core i5-9300H，主频 2.40 GHz，内存

8 GB 的计算机上运行不同算法求解 Lubich 系数的时间。可见，

零点−卷积算法运算与幂级数展开算法计算系数均需要较长的计

算时间。随着 K 的增大， IFFT2 与 IFFT3 算法计算系数的时间曲

线整体趋势较为稳定，而递推算法所需时间在 K≥10 后呈明显递

增趋势。图 6 中曲线不连续处的“尖点”，是计算机计算时间开

销时无法避免的不准确数据点。

经统计，不同算法计算 Lubich 系数 l (α)
pk 的平均运行时间见表

1，结果保留小数点后 2 位。

计算机运算结果表明，基于 IFFT 的快速算法比文献[11]的递

推算法提高了至少一倍的运算速度，若对比其他算法，则运算效率高了 1~2 个数量级。

5 Lubich 数字分数微分器设计

理想的 Lubich 数字分数微分器(k=0~∞)l (α)
pk 是无限冲激响应(Infinite Impulse Response，IIR)滤波器，现实中实现

困难。最简单的方法是截断系数序列长度，即 K 取有限值，来构建有限冲激响应 (Finite Impulse Response，FIR)

数字分数微分器。

图 7 给出通过 IFFT1,IFFT2,IFFT3 得到的 3 种 Lubich 近似系数 F
1 l (α)

pk，
F
2 l (α)

pk，
F
3 l (α)

pk 及 Lubich 准确系数 l (α)
pk 的运算特征

曲线。可见，在高频 (ϖ = 0) 附近，4 种运算特征曲线逼近效果较差，由图 1 知是 Lubich 滤波函数高频附近的固有

属性，但在零频 (ϖ®-¥) 附近，所有有限长系数的运算特征曲线与理想曲线误差较大。显然，截断系数序列长

度破坏了 Lubich 滤波函数低频有效逼近的性质。4 种系数 F
1 l (α)

pk， l (α)
pk，

F
3 l (α)

pk 和
F
2 l (α)

pk 的运算特征曲线具有振荡现象—吉

布斯效应，除 F
3 l (α)

pk 外，振荡幅度和振荡频率依次递减(近似系数 F
3 l (α)

pk 的运算特征曲线可有效逼近 l (α)
pk 的运算特征曲

线，两者振荡程度类似)。振荡程度还具有不规律性(振荡曲线非周期且幅度不同)，难以用解析函数描述，但与

运算阶 α密切相关：对于甚低阶 (α® 0) 振荡幅度和振荡频率高于其他情形 (α® 1)，这是由 Lubich 系数 l (α)
pk 的衰减

性 [17]引起的，对于 α趋近整数阶 (α® 1)时 l (α)
pk 衰减更快，此时截断的余项 (l (α)

pkk ≥K)变换到频域的成分较小。

为衡量近似系数 F
2 l (α)

pk 和准确系数 l (α)
pk 的频域逼近程度，由图 8~图 9 给出系数 F

2 l (α)
pk 和 l (α)

pk 运算特征曲线的由式 (23)

定义的逼近带宽指数，频率指数范围与图 7 保持一致 (ϖÎ[-30])。通过数值分析可知，对于甚低阶运算时 l (α)
pk 阶频

存在的振荡现象，K 的增加不能降低其振荡幅度，这是因为 K 的增加可减小幅频的振荡幅度，但同时减小了振荡

频率，使得幅频振荡部分的斜率没有明显改变，不能增加逼近带宽。大部分情形下 K 的增加可使阶频和相频有

效逼近，向低频处延伸，若 K 足够大，则逼近带宽指数曲线最终趋于平稳，这是因为逼近带宽指数与频率指数

范围有关，此时仅在高频附近不能有效逼近。图 8 和图 9 曲线中的跳变点，是由运算特征曲线振荡幅度的不规律

性引起的。

从图 9 可见，当运算阶 α® 1 时，系数 F
2 l (α)

pk 与 l (α)
pk 运算特征曲线的逼近带宽均高于运算阶 α® 0 的情形。当 K =

20，p = 5 时，通过数值计算，与准确系数 l (α)
pk 相比，近似系数 F

2 l (α)
pk 在如下情形有更好的频域逼近性能：

1) 逼近精确度为 r0 = 1%，αÎ(00.95)时，阶频逼近性能更好，αÎ(00.72)时相频逼近性能更好。

2) 逼近精确度为 r0 = 5%，αÎ(00.82)时，阶频逼近性能更好，αÎ(00.64)时相频逼近性能更好。

3) 逼近精确度为 r0 = 10%，αÎ(00.71)时，阶频逼近性能更好，αÎ(00.36)时相频逼近性能更好。

4) 逼近精确度为 r0 = 20%，αÎ(00.55)或αÎ(0.690.75)时，阶频逼近性能更好，但αÎ(01)时相频逼近性能均无优势。

Fig.7 Operational characteristics curves of three Lubich approximate coefficients and Lubich coefficients (p = 5 K = 20)

图7 3种有限长Lubich近似系数与Lubich准确系数的运算特征曲线(p = 5 K = 20)

Fig.6 Running time comparison chart using different

solution methods (α = 0.5K = 100 p = 3)

图 6 不同算法求解 Lubich 系数运行时间对比图
(α = 0.5 K = 100 p = 3)
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实际设计中仅需选取效果最好的逼近阶构建 Lubich 数字微分器。由第 1 节已知 Lubich 滤波函数在逼近阶 p = 5

或 p = 6 时整体逼近性能好于其他逼近阶。通过数值分析可得，当 p = 6 时，近似系数 F
2 l (α)

pk 相比于准确系数 l (α)
pk 仍有

和 p = 5 时类似的优势。

综上所述可得：Lubich 系数构建数字分数微分器更适用于运算阶 α® 1 的情形；近似系数 F
3 l (α)

pk 可有效逼近准

确系数 l (α)
pk，两者的运算特征曲线近似相同；在一定真分数运算阶范围内，近似系数 F

2 l (α)
pk 的频域逼近性能好于准

确系数 l (α)
pk 的逼近性能。

6 结论

本文从信号处理角度出发，首先分析 Lubich 滤波函数的频域特性，得出 Lubich 滤波函数低频有效逼近的结

论。接着介绍 3 种常见的准确求解 Lubich 加权系数 l (α)
pk 的算法，利用卷积的基本性质减少零点−卷积算法的计算

量，并提出一种基于 IFFT 的系数近似求解快速算法。快速算法具备两个优势：比文献 [11]的算法提高至少一倍

的运算效率；对比常见算法求解的准确 Lubich 系数 l (α)
pk，快速算法求解的近似系数 F

2 l (α)
pk 构建数字微分器可在一定

真分数运算阶范围内有更好的效果。如何快速求解 Lubich 系数已有直观高效的算法，能否进一步突破具有一定

挑战性。关于 Lubich 系数在频域的研究，还有如下值得深入的问题：能否进一步优化甚低阶 (α® 0) 时频域曲线

出现的振荡现象；本文的方法及频域曲线优化是否适用于积分情形 (α < 0)。
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