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摘  要：在介绍蔡氏周期表的基础上，给出已有电路元件(电阻、电容、电感、忆阻、忆容、

忆感、分抗和分忆抗元等)在周期表中的位置。近年来，“分数阶忆阻”的概念开始逐渐出现在文

献中，但其概念并不统一。本文将已有的分数阶忆阻及电路总结为4种，并确定对应的元件在蔡氏

周期表中的位置。分数阶积分是表征有损记忆的有力工具，本文不仅给出电路元件禀赋关系统一

表示式，还给出分数阶积分控制式记忆元件——电流分数阶积分控制式忆容 (CFMC)、电压分数阶积

分控制式忆容 (VFMC)、电流分数阶积分控制式忆感 (CFMI)、电压分数阶积分控制式忆感 (VFMI)、电

流分数阶积分控制式分忆抗 (CFFM)、电压分数阶积分控制式分忆抗 (VFFM)等的定义，并给出部分

分数阶积分控制式记忆元件的运算结构图。 
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Periodic table of circuit elements—Chua's periodic table and 

new memory elements 
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Abstract：Based on the introduction of Chua's periodic table, the position of the existing circuit 

elements(resistor, capacitor, inductor, memristor, memcapacitor, meminductor, fractor and fracmemristor) 

in the periodic table are given. In recent years, the concept of Fractional Order Memristor(FOMR) has 

been developed, but the use of this name is not consistent. In this paper, the existing FOMR include 

circuit are summarized into four types, and the locations of the elements in Chua's periodic table are 

determined. Fractional integration is a powerful tool to represent memory loss. This paper not only gives 

the unified constitutive relation expressions for circuit elements, but also gives the definitions for 

fractional integral control type memory elements―Current Fractional integral controlled Memcapacitor 

(CFMC), Voltage Fractional integral controlled Memcapacitor(VFMC), Current Fractional integral 

controlled Meminductor(CFMI), Voltage Fractional integral controlled Meminductor(VFMI), and Current 

Fractional integral controlled Fracmemristor(CFFM), and Voltage Fractional integral controlled 

Fracmemristor(VFFM), etc. In addition, the operation structure diagrams of some fractional integral 

control memory elements are given, and their characteristic curves are analyzed theoretically. 

Keywords：fractional calculus；fractor；fractance approximation circuits；memory element；memristor；

fracmemristor 

 

电阻 R、电容 C 和电感 L 是全世界公认的 3 种基本无源电路元件，已在电路与系统中得到广泛应用。根据

电路基本变量组合完备性原理，1971 年美籍华裔科学家蔡少棠先生从理论预测出忆阻 M(memristor)的存在 [1]，并  
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将其推广到忆阻系统 [2]。人们称忆阻为第 4 种基本电路元件，理想的忆阻包括荷控忆阻 (Charge Controlled 

Memristor，CCMR)和磁控忆阻 (Flux Controlled Memristor，FCMR)等。2008 年，《Nature》报道了美国科学家

Williams 领导的团队在纳米尺度下制造出的忆阻物理实体 [3]，震惊国际电工电子领域，掀起忆阻的研究热潮。忆

容 MC(memcapacitor)和忆感 ML(meminductor)也被提出，包括磁控忆容(Flux Controlled Memcapacitor，FCMC)、

电荷积分控制式忆容(Charge integral Controlled Memcapacitor，CCMC)、荷控忆感(Charge Controlled Meminductor，

CCMI)和磁控忆感(Flux integral Controlled Meminductor，FCMI)等均得到人们的关注和研究 [4]。  

蔡先生还依据电路变量与电路元件的公理完备性、逻辑相容性和形式对称性等，提出公理化的电路元件体系

——蔡氏公理化元件系，进而得到电路元件的蔡氏周期表 [1,2,5-8]。蔡氏周期表中的电路元件具有 4-周期规律，可

将蔡氏公理化元件分为四大互不相容的元件族类：频控容性元件族、频控正阻元件族、频控感性元件族和频控负

阻元件族 [8]。文献[8]对蔡氏周期表进行了详细介绍。  

分数阶微积分是运算阶为非整数的一种微积分，已成为数学分析的一个重要分支 [8-9]。由于分数阶微积分的

长时记忆性、非定域性和弱奇异性，能更好地表征和刻画自然现象与过程的特性，已成为科学和工程技术领域中

使用的一种新数学手段 [8-13]。能完成分数阶微积分运算的电路元件称为分抗元，分抗元的分抗量称为分抗。容性

分抗元的运算特性介于电阻和电容之间，感性分抗元的运算特性介于电阻和电感之间 [10-12]。近几年，分数阶忆

阻(FOMR)的概念应运而生，已有研究主要从 FOMR 的定义及基本特性展开 [14-25]。  

目前关于 FOMR 的命名不统一，本文将已有的 FOMR 及电路总结为 4 种：a) 含有分数阶元件和忆阻元件的

电路 [15]；b) 禀赋关系中对电压和电流进行了同等阶次分数阶运算的元件 [16]；c) 单位和电阻一致，忆阻量记忆了

电压或电流的分数阶积分量 [14,17,20-22,24]。和忆阻在蔡氏周期表中的位置一样，具体可称为电流分数阶积分控制式

忆阻 (Current Fractional integral controlled Memristor，CFMR)和电压分数阶积分控制式忆阻 (Voltage Fractional 

integral controlled Memristor，VFMR)；d) 分数阶忆阻的单位和分抗元一致 [18-19,23,25]，称为分忆抗，分忆抗的分

忆抗值记忆电荷量或磁通量，具体称为荷控分忆抗(Charge Controlled Fracmemristor，CCFM)和磁控分忆抗(Flux 

Controlled Fracmemristor，FCFM)。那么，在已有的元件基础上，可否得到更多的分数阶积分控制式元件，它们

的禀赋关系如何表达，具有如何的性质，在蔡氏周期表中的什么位置，这即是本文尝试回答的基本问题。  

1  电路元件禀赋关系的统一表示 

蔡氏周期表如图 1 所示。u(t)和 i(t)分别为电压变量和

电流变量，u(α)(t)-i(β)(t)为电路元件的蔡氏禀赋变量对，α
和 β 表示积分阶次，即图 1 中的横坐标和纵坐标。各元件

在图 1 中的位置由元件的禀赋关系所决定，如：电阻 R 的

端 口 电 压 u(t) 和 对 应 的 电 流 i(t) 之 间 具 有 禀 赋 关 系 ：

u(t)=Ri(t)，此时 α=0,β=0；电阻 C 的端口电压 u(t)和存储电

荷量 q(t)之间具有禀赋关系：u(t)=q(t)/C，此时 α=0,β=-1。

电阻 R、电容 C、电感 L、忆阻 M、忆容 MC 和忆感 ML 等

在蔡氏周期表中的位置如图 1 所示。  

为方便理解电路元件之间的区别与联系，将电路元件的禀赋关系统一表示为：  
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式中：t 为时间；t0和 tn为运算的起止时刻； 2

0

( )

n

c
t tD 和

0 nt tD 为分数阶微分运算算子， 2( )c 和 是分数阶微分运算

阶；x(t)表示电压 u(t)或电流 i(t)；y(t)表示电流 i(t)或电压 u(t)；m(c1)为记忆元件的量值大小(如，忆阻量、忆容量

或忆感量等)；X(t),Y(t),c1,c2为状态变量。  

依据式 (1)得到已有电路元件的禀赋关系的符号含义如表 1 所示。式 (1)表示电阻时，由表中第 2 行可知

x(t)=i(t),λ(c2)=0,y(t)=u(t), =0 ,m(c1)=R，代入式(1)可得： i(t)R-u(t)=0，即通过表 1 符号含义验证了式(1)表示电阻  

禀赋关系的正确性。表 1 还给出了电荷分数阶积分控制式忆容(Charge fractional Integral controlled Memcapacitor， 
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Fig.1 Chua’s periodic table 

图 1 蔡氏周期表 
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CIMC)、电流分数阶积分控制式忆容(CFMC)、电压分数阶积分控制式忆容(VFMC)、电流分数阶积分控制式忆感

(CFMI)、电压分数阶积分控制式忆感(VFMI)、电流分数阶积分控制式分忆抗(CFFM)和电压分数阶积分控制式分

忆抗(VFFM)等的禀赋关系。  
 

表 1 电路元件禀赋关系统一表示式的符号含义 
Table1 Constitutive relations of memory elements 

name name x(t) 2( )c  y(t)    (wj,j=1,2)/m(c1) reference of paper 

resistor resistor i(t) 0 u(t) 0 m(c1)=R - 

memristor 

CCMR i(t) 0 u(t) 0 w1=-1 [1,2,5-7] 

FCMR u(t) 0 i(t) 0 w1=-1 [1,2,5-7] 

FOMR u(t)    i(t)    10 | | 1w   [16] 

CFMR i(t) 0 u(t) 0 11 0w    [14,17,20-22,24] 

VFMR u(t) 0 i(t) 0 11 0w    [14,17,20-22,24] 

capacitor capacitor u(t) 0 i(t) 1  1( )=m c C  - 

memcapacitor 

CCMC i(t) 1  u(t) 0 w1=-2 [4] 

FCMC u(t) 0 i(t) 1  w1=-1 [4] 

CIMC i(t) 1  u(t) 0 12 1w    [26] 

CFMC i(t) 1  u(t) 0 11 0w    this paper 

VFMC u(t) 0 i(t) 1  11 0w    this paper 

inductor inductor u(t) 1  i(t) 0 1( )=m c L  - 

meminductor 

CCMI i(t) 0 u(t) 1  w1=-1 [4] 

FCMI u(t) 1  i(t) 0 w1=-2 [4] 

CFMI i(t) 0 u(t) 1  11 0w    this paper 

VFMI u(t) 1  i(t) 0 11 0w    this paper 

fractor fractor i(t) 0 u(t) 0 | | 1   1( )=m c m  - 

fracmemristor 

CCFM i(t) 0 u(t) 0 | | 1   w1=-1 [18,19,23,25] 

FCFM u(t) 0 i(t) 0 | | 1   w1=-1 [18,19,23,25] 

CFFM i(t) 0 u(t) 0 | | 1   
11 0w    this paper 

VFFM u(t) 0 i(t) 0 | | 1   11 0w     this paper 

2  分数阶积分控制式记忆元件的运算结构与数学描述 

2.1 几种典型的单元电路  

图 2 为构造分数阶积分控制式记忆元件(CFMR,VFMR,VFMC,CFMI)所需的几种单元电路及符号。压控电阻

UR包括电压控制端 uc和受控电阻 Ru。受控电阻 Ru=Kruc，Kr为压控电阻 UR的控制系数。压控电容 UC包括电压

控制端 uc和受控电容 Cu，电容量 Cu=Kcuc，Kc为压控电容 UC的控制系数。压控电感器 UL包括电压控制端 uc和

受控电感 Lu，电感量 Lu=Kluc，Kl为压控电感器 UL的控制系数。电流控制电压源 IU包括电流控制端 i 和电压源输
出端 ui，输出电压 ui=Kji，Kj为电流控制电压源 IU的控制系数。电压分数阶积分器 A 包括电压输入端 ui和电压

输出端 uc。t0时刻，uc=0，从时刻 t0至 tn，电压值 c i 0 i ( )tu K D u t ， 0 tD 为分数阶积分运算符号，μ 为积分运算阶
次数，Ki 为电压分数阶积分器的控制系数。这几种单元电路可在 Multisim 中的元器件库里找到，为完成仿真提

供了方便，其中的电压分数阶积分器需要由传输函数模块 H(s)逼近。  

2.2 运算结构图与数学描述  

分数阶积分控制式记忆元件的运算结构如图 3 所示，对应的数学描述如表 2 所示。电流分数阶积分控制式忆  

阻器忆阻值 M(q)依赖于电流 i(t)的分数阶积分值 q(t)，q(t)为内部状态变量。电压分数阶积分控制式忆阻器忆导值  
 

ui i uc ui H(s) uc Ru uc Cu
uc Lu

(a) UR                      (b) UC                        (c) UL                      (d) IU               (e) voltage fractional integrator 

Fig.2 Several unit circuits 
图 2 几种单元电路 
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W(φ)依赖于二引脚电压 u(t)的分数阶积分值 φ(t)，φ(t)为内部状态变量。电压分数阶积分控制式忆容器的忆容量
CM(φ)依赖于电压 u(t)的分数阶积分 φ(t)。电流分数阶积分控制式忆感器的忆感值 L(q)依赖于电流 i(t)的分数阶积
分值 q(t)。图 3 所示的运算结构图也可以直接作为仿真模型。  

 

表 2 分数阶积分控制式记忆元件运算结构的数学描述 
Table2 Mathematical descriptions of operational structures of fractional integral controlled memory element 
 structure diagram mathematical description explanation 

CFMR Fig.3(a) ( ) ( ) ( )u t M q i t , ( ) r j iM q R K K K q  , 0( ) ( )tq t D i t  R is the initial memristance 

VFMR Fig.3(b) ( ) ( ) ( )i t W u t , ( ) 1 / ( )r iW R K K   , 0( ) ( )tt D u t   R is the initial memristance 

VFMC Fig.3(c) ( ) ( ) ( )Mq t C u t , ( )=M c iC C K K  ,
0

( ) ( )
nt tt D u t   C is the initial emcapacitance  

CFMI Fig.3(d) ( ) ( ) ( )Mt L q i t  , ( ) l j iL q L K K K q  , 0( ) ( )tq t D i t  L is the initial meminductance 

3  分数阶积分控制式记忆元件的数值计算与分析结果 

3.1 分数阶微积分的定义  

常见的分数阶微积分定义有黎曼-刘维尔 (Riemann-Liouville)定义、卡普图 (Caputo)定义和格林瓦尔-莱特尼

科夫(Grünwald-Letikov)定义等。从时刻 0 到时刻 t 

1
0 0

1
( ) ( ) ( )d

( )

t
tD f t t f  

     


( 1 0   )                         (2) 

称为函数 f(t)的-μ 阶黎曼-刘维尔分数阶积分，其中 0 tD 为分数阶积分运算符号， 1

0
( ) e dtt t

        为伽玛函数，

时刻 0 为分数阶积分的下限，时刻 t 为分数阶积分的上限 [9]。  

函数 f(t)及其各阶导数的初值均为 0，若 0( ) sin( )f t t  ，则有  

0 0 0 0

π
sin( )= sin +

2tD t t 
 
 

                                    (3) 

若 0( ) cos( )f t t  ，则有  

0 0 0 0

π
cos( )= cos +

2tD t t 
 
 

                                    (4) 

式中 ω0为信号角频率
[9]。  

 

Fig.3 Operational structure diagrams of fractional integral controlled memory element 
图 3 分数阶积分控制式记忆元件的运算结构图 
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若函数 f(t)及其各阶导数的初值均为 0，则其分数阶微积分的拉普拉斯变换为：  

0
[ ( )] [ ( )]

nt tD f t s f t L L                                   (5) 

式中 s 是拉普拉斯变量，亦称运算变量 [9]。  

3.2 分数阶积分控制式记忆元件的数值计算  

将电流分数阶积分控制式忆阻器 a、b 二引脚连接正弦电流源 i(t)作为激励信号，且 ( )= sin(2π )mi t I ft ，Im为电

流源的电流峰值， f 为正弦电流源的频率，角频率 2πf 。则电流分数阶积分控制式忆阻器内部状态变量：  

 0 0( ) ( )= sin( ) sin + π
2t t m mq t D i t D I t I t    

 
                              (6) 

忆阻值：  

( )= sin + π
2r j i mM t R K K K I t   

 
                                 (7) 

由此得到电流分数阶积分控制式忆阻器二引脚的电压：  

( )= ( ) ( )= sin + π sin(2π )
2r j i m mu t M t i t R K K K I t I ft        

                       (8) 

设定电流分数阶积分控制式忆阻器中的电阻 R=10 Ω，压控电阻控制系数 Kr=100 Ω/V，电流控制电压源控制

系数 Kj=30 Ω 和电压分数阶积分器比例系数 Ki=1。取激励正弦电流源 i(t)的峰值 Im=10 mA。电压分数阶积分器 A

的运算阶 μ=-0.4，正弦电流源 i(t)频率 f 分别为 3 Hz,30 Hz,300 Hz 和 3 000 Hz 时，电流分数阶积分控制式忆阻器

的激励正弦电流源 i(t)电流值和对应二引脚电压 u(t)的伏安关系理论曲线如图 4(a)所示。电压分数阶积分器 A 的

运算阶 μ=-0.6，正弦电流源 i(t)频率 f 分别为 1 Hz,50 Hz 和 500 Hz 时，电流分数阶积分控制式忆阻器的激励正弦

电流源 i(t)电流值和对应二引脚电压 u(t)的伏安关系理论曲线如图 4(b)所示。电压分数阶积分器 A 的运算阶

μ=-0.8，正弦电流源 i(t)频率 f 分别为 1 Hz,50 Hz 和 100 Hz 时，电流分数阶积分控制式忆阻器的激励正弦电流源

i(t)电流值和对应二引脚电压 u(t)的伏安关系理论曲线如图 4(c)所示。同理可得：电压分数阶积分控制式忆阻器的

伏安关系曲线数值分析结果如图 5所示。电压分数阶积分控制式忆容器的伏库关系曲线数值分析结果如图 6所示。

电流分数阶积分控制忆感器的韦安关系曲线数值分析结果如图 7 所示。  
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Fig.5 Results of numerical analysis of voltage-Ampere relation curves of VFMR 
图 5 电压分数阶积分控制式忆阻器的伏安关系曲线数值分析结果 
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Fig.4 Results of numerical analysis of voltage-Ampere relation curves of CFMR 
图 4 电流分数阶积分控制式忆阻器的伏安关系曲线数值分析结果 
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从图 4 至图 7 的分析结果可知，分数阶积分控制式记忆元件在双极性周期信号的激励下，其特性曲线具有如 

下特点： 

1) 呈现出忆阻具有的捏滞回线特性，夹断面积随信号频率的增加而减小，当激励信号频率为无穷大时，特

性曲线呈现出一条单值函数曲线。原因与分数阶积分控制运算有关，随着激励信号频率的增加，分数阶积分控制

运算后得到的状态变量值变化范围变小。  

2) 捏滞回线的夹断面积与积分阶次有关，相同激励信号的频率，在不同的积分阶次情形下，得到的捏滞回

线的夹断面积有所区别。主要原因应该是分数阶积分控制运算得到的状态变量值变化范围与积分阶次有关。  

3) 捏滞回线在坐标轴的一、四象限并不对称，呈现此特点的主要原因估计与式(3)和式(4)有关，此时，信号

运算前后的相位差不再是 90°的整数倍。  

4) 由图 4(b)可知，在信号频率为 1 Hz 时，电流分数阶积分控制忆阻器的伏安特性曲线经过了第二象限，呈

现出和积分阶次、信号源频率值有关的局部有源。  

4  结论  

本文厘清了“分数阶忆阻”的概念，并给出 6 种分数阶积分控制式记忆元件的定义。统一表示了已有的电路

元件的禀赋关系，给出已有元件和新元件在蔡氏周期表中的位置。本文工作只是相关工作的开始，还有很多问题

等待进一步研究：  

1) 进一步研究分数阶积分控制式记忆元件的基本性质，积分初值对元件特性的影响也值得去总结；  

2) 已有的关于分数阶积分控制式忆阻等的研究表明了有损记忆的存在 [20]，但内涵还需要进一步明确；  

3) 人们已使用实际元件完成了分数阶忆阻模拟器的设计 [23]，本文给出的分数阶积分控制式记忆元件的模拟

器电路如何设计？分抗逼近电路将会是分数阶积分控制式记忆元件模拟器设计的基础 [8,27-34]。  

4) 分抗元已在模数转换器、超级电容器、神经网络等方面应用，那么本文得到的新记忆元件将会得到如何

的应用? 
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Fig.6 Results of numerical analysis of voltage-coulomb relation curves of VFMC 
图 6 电压分数阶积分控制式忆容器的伏库关系曲线数值分析结果 
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Fig.7 Results of numerical analysis of Weber-Ampere relation curves of CFMI  
图 7 电流分数阶积分控制式忆感器的韦安关系曲线数值分析结果 
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