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摘  要：基于经典蔡氏混沌振荡电路，利用2个磁控光滑忆阻器以及电容、电感设计了一种新

的五阶混沌振荡电路。讨论了平衡点稳定性，分析了相图、Lyapunov指数和分岔图。此双忆阻混沌

电路具有复杂的动力学行为，运动轨迹依赖于电路参数和电路初始状态；从能量的角度探索了奇

异吸引子，结果表明系统存在不同吸引子共存的多稳态现象。用PSpice进行了电路设计，验证了

Matlab理论仿真正确性和电路设计的可实现性。 
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Design of a five-order chaotic circuit with two flux-controlled memristors 
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(College of Mechanical and Electrical Engineering，Qilu Institute of Technology，Ji’nan Shandong 250200，China) 

Abstract：A novel magnetron memristor model based on the cubic smooth memristor is proposed, a 

new chaotic oscillation circuit of five-order is designed by using two magnetically smooth memristors, 

common capacitors and inductors. It is found that the dual-memristor system has the equilibrium point set. 

The phase diagram, Lyapunov exponent and bifurcation diagram are analyzed by using the conventional 

dynamics method. The dual-memristor chaotic circuit has complex dynamic behaviors. The motion 

trajectory is not only dependent on the circuit parameters but also affected by the initial state of the circuit. 

Strange attractors are explored in terms of energy, resulting in the coexistence of different periodic 

motions and different chaotic attractors with different topologies. The correctness of Matlab simulation and 

the realization of the circuit design are verified by PSpice. 
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忆阻器因具有非线性和记忆性，在人工神经网络、保密通信、仿生学等领域具有广泛的应用前景。忆阻器作

为非线性元件引入电路中，电路设计产生的混沌现象越来越容易实现，其动力学行为越来越复杂。  

近年来，忆阻器相关电路成为学术界研究的热点，并取得很多研究成果 [1-4]。文献[5]设计了一个具有隐藏与

共存吸引子的忆感器混沌系统，提出了隐藏吸引子产生的原因及共存吸引子产生的条件。文献[6]提出了忆阻器

在压电能量收集系统储能单元中的应用，对忆阻器与电感之间组成的非线性网络能量转换效率做了定性分析。文

献[7-8]利用 2 个荷控忆阻器组成简单的五阶电路，并采用常规方法分析了基本的动力学行为。文献[9]提出了具

有共存吸引子的混沌系统及其分数阶系统的镇定。文献[10]提出了 Cascode 混沌电路负阻模型与电路设计，通过

理论分析给出了两级负阻提升的通用模型。文献[11]提出了忆阻器混沌电路的硬件实现，通过改变系统参数，观

察该系统在不同参数下的系统状态。  

本文在经典的 Chua 系统上进行改造，利用 2 个三次光滑模型磁控忆阻器设计了一个不同于蔡氏电路的新的

五阶系统，结合磁控忆阻器与电容并联、与电感串联两种形式，推出该系统的平衡点 [12-16]，并通过常规分析其

混沌特性。不同于一般的忆阻混沌系统，该系统的平衡点由 2 个磁控忆阻器的初值状态决定。重点分析了改变初

始值系统的运动轨迹，从而探索了 3 种吸引子共存的非线性物理现象，并通过功率与电荷信号之间的特性探索了  

奇异吸引子的存在 [17-20]。  
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1  利用 2 个磁控忆阻设计的混沌电路 

在经典 Chua 系统基础上构造 2 个磁控忆阻器分别代

替 Chua 电路系统里的电阻和 Chua 氏二极管，构造一个新

型五阶系统，如图 1 所示。选取三次非线性磁控忆阻模型，

作为一个二端口元件，磁控忆阻模型为：q(φ)=eφ+nφ3，端

口伏安特性即电压与电流的关系表达式为：U=i/W(φ)，其

中 W(φ)为忆导，φ 为忆阻器内部状态变量。  
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式中 e,n 为常量，e=0.9, n=0.9。  

新的五阶电路由 5 个状态元件构成，内部状态变量分别为 U1, U2, i, φ1, φ2。  根据基尔霍夫电压和电流定律，

可以得到 5 个联立的一阶微分方程组：  
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为便于在 Matlab 中计算分析，式(2)中的 5 个状态变量 U1, U2, i,φ2, φ1 分别表示为 x, y, z, u, v；电容 C1 的倒数

和 C2 的倒数、电感值 L 的倒数分别用 a, b, m 代替，则式(2)可用以下归一化的方程组表示： 
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式中：W(u)=e+3nu2；W(v)=c+3dv2，c,d 为常量，c=-1.2, d=1。  

选取电路参数 a=7,b=1,m=12，初始值(0.01,0,0.01,0,0)，系统产生的混沌吸引子如图 2 所示，从不同平面的相

轨图上可以看出复杂的拉伸和扭曲结构，但整体上系统是稳定的。在此电路参数和初值下，采用雅克比矩阵方法

计算，得到系统的 Lyapunov 指数为：LE1=0.335 256,LE2=0.015 350,LE3=-0.008 209,LE4=-0.009 644,LE5=-4.820 101，

可见 大 Lyapunov 指数大于 0，满足(+，0，-，-，-)。随时间 t 变化的系统 Lyapunov 指数谱如图 3 所示。新五

维忆阻混沌系统的 Lyapunov 指数的维数 DL=4.069，可见维数是分数。从五阶忆阻电路的相轨图、Lyapunov 指数、

Lyapunov 维数可知，该电路具有丰富的混沌动力学行为。  

Fig.2 Phase diagram of different planes 
图 2 不同平面的相图 
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Fig.1 Chaotic circuit with two magnetically controlled memristors
图 1 含 2 个磁控忆阻器的混沌电路 
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2  系统动力学分析 

2.1 系统平衡点及稳定性分析  

令式(3)的右边等于 0，可得系统的平衡点集为：  
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0
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           (4) 

即五维空间中的 v-u 子空间的任一点都是该系统的平衡点，n1, 

n2 为实常数。取电路参数 a=7, b=1, m=12，忆阻器参数 c=-1.2, 

d=1,e=0.9,n=0.9，选择 n1,n2 作为可调参数，为研究平衡点的稳

定性，在平衡点线性化式(3)，得到其 Jacobian 矩阵为：  
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根据 det(J-λI)=0 可得平衡点集 s 的特征根方程为： 
2 3 2

1 2 3( ) 0a a a                                  (6) 

式中： 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 321.6 21 1.2, 56.7 22.68 18.9 4.44, 226.8 252 25.2a u v a u v u v a u v          。 

式(6)表明式(3)含有 5 个特征根：3 个非零特征根和 2 个零特征根。式(6)括号中的三次多项式方程的系数均

为非零实常数，依据 Routh-Hurwite 稳定条件，该三次多项式方程的所有根具有负实部的充要条件是 
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式中 k=1,2,3，即有：  

1 1 2 1 2 30, 0,H a H a a a  ＞ ＞ 3 3 1 2 3( ) 0H a a a a  ＞ 。 

令 v=0，则 u 即坐标轴上随之对应的稳定范围为：  

0.235 7 0.442 5u＜ ＜ 。  

令 u=0，则 v 即坐标轴上随之对应的稳定范围为：  

0.239 04 0.473 6 0.524 6v v＜ ＜ 或 ＞ 。  

选取初始状态值(0.01,0,0.1,0,v)中的 v 为可变参数初值，

得到的 Lyapunov 指数谱如图 4(a)所示。同理选取初始状态值

(0.01,0,0.1,u,0)中的 u 为可变参数初值，得到的 Lyapunov 指

数谱如图 4(b)所示，从图 4(a)的 Lyapunov 指数谱可以看出，

v 在[-0.1, 0.1]区间出现了大于 0 的 Lyapunov 指数；图 4(b)

中 u 在区间[-0.2, 0.2]内，也有大于 0 的 Lyapunov 指数谱。

不同于一般的忆阻系统，式(3)的平衡点是由 2 个磁控忆阻器

的初值状态决定，可见式(3)的稳定性不能简单地由平衡点集

的 3 个非零特征根确定。该系统的稳定性不仅受平衡点集的

3 个非零特征根影响，另外 2 个零特征根在一定的电路参数

下也会对系统的动力学产生不同的影响。图 4 数值仿真结果

与上述理论分析结果在 0.16＜u＜0.2 区间和-0.2＜v＜-0.23 区间存在差异，在此区间内式(3)是一个稳定的汇，该

差异主要由式(3)的平衡点集除了 3 个非零特征根外还有 2 个零特征根所导致。由图 4 可知，Lyapunov 指数谱取

值随初始状态而改变，出现了大于零、等于零和小于零的变化，说明了忆阻电路在不同的初始状态作用下，呈现

出周期、弱混沌、混沌等多稳态共存。  
 
 

Fig.3 Lyapunov exponential spectrum 
图 3 系统的 Lyapunov 指数谱 
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Fig.4 Lyapunov exponential spectrum 
图 4 初始值随变量变化的 Lyapunov 指数谱 
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(b) Lyapunov exponential spectrum with v 
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2.2 电路参数的影响  

与一般混沌电路的动力学分析一样，借助 Lyapunov 指数和分岔图等常规的动力学分析工具，对图 1 所示的

具有 2 个磁控忆阻器的混沌电路在参数改变时进行其动力学行为分析，观察系统运动状态的变化。  

固定参数 a=7,b=1，改变参数 m，m 区间为[11,19]，式(3)关于 X 的分岔图及 Lyapunov 指数谱如图 5 所示。

需要说明的是，在图 5(b)中有 2 条 Lyapunov 指数谱，分别为 LE2 和 LE3，其值相近，基本相切于零线，在图上

区分不明显。随着参数 m 的变化，式(3)所产生的典型的周期轨道、混沌轨道在 y-v 平面上的投影如图 6(a)~(f)

所示。图 6 呈现了系统在不同的 m 参数下的混沌行为。  

3  探索吸引子 

3.1 奇异吸引子  

在电路参数确定的情况下，观察混沌吸引子时都是关注电容电压、电感电流及忆阻器磁通之间的特性。现将

五阶系统推广到功率与能量信号上，将会产生什么吸引子呢？如图 7 所示。图 7(a)~(b)分别为忆阻器 φ1 与电感的

功率、忆阻器 v-i 的特性关系，可见图 7(a)的吸引子是奇异的；图 7(b)体现了忆阻器斜“8”字的记忆特性，产生该

现象的原因与忆阻器本身的记忆特性有关。  

Fig.6 Phase diagram of the system in the v-y plane as m changes 

图 6 系统随 m 变化时在 v-y 平面上的相图 
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(a) m=15                                       (b) m=16                                       (c) m=17.5 
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Fig.5 Bifurcation diagram and Lyapunov exponent spectra changing with m parameter 
图 5 m 参数变化时的分岔图及 Lyapunov 指数谱 

(a) bifurcation diagram                                      (b) Lyapunov exponent spectra 
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3.2 共存吸引子  

固定原系统参数 a=7,b=1,m=12，初始

值为(x(0),0,0.1,0,0)时，系统在 x(0)∈[-1,1]

的分岔图和 Lyapunov 指数如图 8(a)~(b)所

示。x(0)∈[-0.5,0.5]， 大 Lyapunov 指数

大于 0，与初值变化的分岔图相吻合，系

统一直处于混沌状态。系统随初始值 x(0)

变 化 出 现 的 共 存 吸 引 子 如 图 9 所 示 。 图

9(a)~(b)为 x(0)=-0.1 和 x(0)=0.1 时，y-u

平面的吸引子。从图 9(a)~(b)上可以看出 2

种吸引子具有对称结构。初始值分别取(1,0,0.1,0,0)和(-0.05,0,0.1,0,0)时，共存吸引子如图 10(a)~(b)所示。图 10(a)

中周期吸引子与混沌吸引子共存，图 10(b)表示混沌吸引子与混沌吸引子共存。因此基于初始值改变的共存吸引  

子的存在，充分说明了该混沌系统对初始值的敏感性。  

 

Fig.7 Signal transmission between energies 
图 7 各能量间的信号传递  
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Fig.8 (a) Bifurcation diagram; (b) Lyapunov exponent spectra 
图 8 (a) 分岔图；(b) Lyapunov 指数谱 
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Fig.9 (a) Coexisting attractors in the y-u plane when x=-0.1;(b) coexisting attractors in the y-u plane when x=0.1 

图 9 (a) x=-0.1，y-u 平面吸引子；(b) x=0.1，y-u 平面吸引子 
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Fig.10 (a) coexisting attractors in the y-u plane when x=1 and x=-0.05;(b) coexisting attractors in the y-u plane when x=1.5 and x=-0.05 

图 10 (a) x=1 和 x=-0.05，y-u 平面吸引子；(b) x=1.5 和 x=-0.05，y-u 平面吸引子 
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4  混沌系统的电路设计与实验 

为验证式(3)的混沌特性，设计了一个模拟电路，该电路由三部分组成：反相器模块、反向积分模块、反向

加法比例模块。分别实现式(3)的求导、加减、负号和乘积运算。运放采用 LF347，乘法器采用 AD633。  

根据 a=7,b=1,m=12 求出各电阻的阻值，然后通过电压表分别测试部分变量点处的电压，观察混沌吸引子在

部分相平面的投影，实验结果与计算机仿真结果一致。  

5  结论  

本文通过对经典的 Chua 系统进行改造，并对新系统的基本特性进行了理论分析和数值仿真。理论分析表明，

基于忆阻元件的五阶混沌电路具有一个平衡点集，且平衡点集的稳定性取决于忆阻器的初始状态。利用分岔图和

Lyapunov 指数谱研究了忆阻电路系统的不同吸引子的共存等奇异的非线性物理现象，系统的运动不仅依赖于电

路参数的变化，还极端依赖于系统的初始条件；发现了混沌吸引子对称共存、不同混沌吸引子的共存现象，为保

密通信和信息加密方面提供了有力支持。  
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