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摘  要：提出了一种基于矩量法 (MoM)结合多层快速多极子 (MLFMA)和自适应交叉近似 (ACA)

算法计算目标电磁特性的算法，该算法实现了对电大尺寸复合目标散射计算的加速和内存的降

低。对于目标自作用的近场区域，多层快速多极子加速矩量法中的矩阵矢量乘运算，降低了计算

的存储和复杂度；对于远场区域，根据阻抗矩阵的低秩特性，采用 ACA 对其压缩，加速矩阵的填

充。矩阵填充按照树形结构划分的单元块间的相互作用依次进行存储，对每一块与块之间的求解

采用 ACA 算法，对矩阵做压缩处理。提出的基于 ACA 的混合算法能够对 2 个目标耦合作用的阻

抗矩阵进行压缩，缩短矩阵的填充时间并降低内存需求，同时也能够减少迭代求解过程中矩阵向

量的计算时间，从而极大缩短电磁散射计算的总时间。数值仿真实验表明该算法比传统方法计算

更高效，且计算精确度保持一致。 
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Abstract： The Method of Moments(MoM) combined with Multi-Layer Fast Multipole Algorithm 

(MLFMA) and Adaptive Cross Approximation(ACA) is proposed to calculate the electromagnetic 

characteristics of the target. The computation of the scattering of electrically large composite targets is 

speeded up and the memory requirement is reduced. For the near-field region of self-acting target, MoM 

and MLFMA are combined to speed up the matrix vector multiplication, reduce the storage and decrease 

the complexity of calculation. The far-field impedance matrix has a low rank characteristic and can be 

compressed by ACA to speed-up the filling rate of the matrix. Matrix filling is stored sequentially 

according to the interaction among the blocks divided by tree structure. ACA algorithm is utilized to solve 

the problem of the compression of matrix between each block and block. The proposed hybrid algorithm 

based on ACA can compress the impedance matrix of the coupling between two targets, reduce the filling 

time and the required memory of the matrix. At the same time, the computation time of matrix vectors can 

be shortened in the iterative process, thus the total time of electromagnetic scattering calculation can be 

reduced greatly. Numerical simulation results show that the algorithm is more efficient than the traditional 

method, and the accuracy of electromagnetic scattering is consistent. 

Keywords：Adaptive Cross Approximation；scattering of multi-target；Multi-Layer Fast Multipole 
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钢轨是高铁机车车辆运行的基础，无论在生产制造还是使用过程中，钢轨的伤损都势必影响着我国未来轨

道交通的发展。目前我国在钢轨探伤的应用中主要使用的仍然是手推式钢轨探伤仪，它能够保证检测伤损的精

确度及较低的误报率，但其工作效率极低，已无法满足巨大的钢轨探伤需求 [1]。因此，实现钢轨探伤的高速化

和高精确化是未来钢轨探伤的主要发展趋势。在此背景下，电磁层析技术以其传感检测系统的质量轻、检测速

度快，无需与钢轨接触且不需要对钢轨表面涂抹耦合剂 [2]为钢轨探伤实现高速化提供了可能。要研究高铁钢轨

的电磁散射问题，实现精确、快速的分析比较耗时，研究相关的高效算法，对于研究钢轨电磁探伤具有重要意

义。要得到精确的钢轨损伤信息，必须在精确计算电磁场分布的基础上，提取目标的电磁特征。因此，精确、

高效计算高铁钢轨的电磁特性，是提升检测效果的重要依据。随着计算电磁学的不断发展，目前已有多种数值

方法可用于精确计算复杂环境中目标的电磁特性，其中矩量法 [3](MoM)以其精确度高等优点而被广泛使用。但

是，矩量法在计算电大尺寸目标的电磁散射特性时，其内存消耗代价为 O(N2)，计算复杂度为 O(N2)~O(N3)，其

中 N 为未知个数，CPU 的储存和计算难以承受。在仿真中计算量主要来源于以下两方面：a) 高铁路基由于受

到环境气候、土壤等因素的影响，其所处的复杂电磁环境造成仿真的计算复杂度增加，其中复杂环境的原因主

要是未知量大，且钢轨实际所处环境视为均匀多层媒质，利用矩量法求解 Stratton-Chu 方程计算高铁钢轨的电

磁特性时，需要通过多层媒质格林函数描述电磁环境；b) 对钢轨进行扫描时，需要在不同频率、不同方位多次

检 测 目标 ，造 成 仿真 的计 算 量较 大。 巨 大的 计算 量 造成 仿真 研 究数 据的 缺 失， 阻碍 了 高铁 钢轨 检 测技 术的发

展。因此，研究相关的高效算法，具有十分重要的意义。其中，多层快速多极子方法 [4](MLFMA)是当今最令人

瞩目的积分方程数值算法，具有精确度可控和高效率的优点，广泛用于各种复杂目标的电磁散射分析。后被引

入矩量法的计算中，将存储与计算复杂度降低为 O(NlogN)，大幅度提高了计算电磁散射问题的效率。在计算复

合 目 标问 题时 ， 要对 不同 目 标建 立不 同 的树 形结 构 ，随 着尺 寸 的增 大， 相 应的 层数 也 会增 加， 计 算量 也会更

大，进而单一运算 MLFMA 已无法满足计算要求。据此，本文基于矩量法将 MLFMA 和 ACA[5]结合求解计算、

分析钢轨间电磁特性。MLFMA 用于处理目标的自作用部分，减少矩阵向量乘的次数；采用 ACA 算法压缩不同

目标之间相互作用的矩阵，正是因为目标间的相互作用矩阵具有低秩特性，而 ACA 对于低秩矩阵有很好的压缩

性能，从而实现算法的加速。文中主要研究矩阵压缩与存储，将不同目标按照树形结构进行划分，这里目标个

数和树个数一致。对矩阵低秩部分的单元块与单元块之间的求解做处理，依次存储相互作用的元素。  

1  钢轨间电磁特性的积分方程 

1.1 钢轨模型的建立  

用 ANSYS 15.0 仿真软件，模拟实际钢轨模型。已知

模拟钢轨模型如图 1 所示。图 1(a)为钢轨的整体图，模拟

2 m 长的钢轨，其中缺损处为 1 cm 长；图 1(b)为钢轨的

截面图按照实际尺寸成比例缩放，实际轨底长 11.4 cm，

轨头长 7 cm，轨腰中和轴长 1.45 cm。  

1.2 基本积分方程  

用表面积分方程 (Surface Integral Equation，SIE)计算多个目标的电磁散射时，需要在每个目标的外表面和

内表面 (如果是理想导体目标则不用考虑内表面 )建立积分方程。积分方程主要反映电磁互耦关系，有两类互耦

作用：自作用和相互作用，其中相互作用分为相同空间内目标的相互作用和包含目标的相互作用 [6]。根据面等

效原理，均匀介质目标的外表面存在等效电流(Je)和等效磁流(Jm)，其散射场的表达式可以表示为：  

       sca
e m2j , d , d

s s
k G s G s

k
              

  E I r r J r r r J r                   (1) 

       sca
m e2j , d G , d

s s

k
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k
             

  H I r r J r r r J r                   (2) 

式中：k 为波数；η 为波阻抗； I 为单位并矢；  为散度；r 为场点， r 为源点；  ,G r r 为自由空间格林函数。

根据边界条件，在介质外表面存在关系：  
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(a) holistic (b) cross section 

Fig.1 Diagram of mesh generation for damaged rail 
图 1 有损钢轨网格剖分示意图 
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令    2, ,G
k

    
 

G r r I r r ，则可以推出外表面的电场积分方程(Electric Field Integral Equation，EFIE)和磁

场积分方程(Magnetic Field Integral Equation，MFIE)分别为：  

         inc
m e m

1
ˆ ˆ ˆ( ) j , d , d '

2 s s s
k s G s





             n E r J r n G r r J r n r r J r               (4) 

         inc
e m e

1
ˆ ˆ ˆ( ) j , d , d
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             n H r J r n G r r J r n r r J r                (5) 

式中： n̂为法向单位矢量；Einc 和 Hinc 为入射电场和入射磁场；η 为介质外部空间的波阻抗；k 为介质外部空间

的波数；δs 表示靠近观察点 r 的邻域。通常情况下，EFIE 和 MFIE 的谐振频率不同。因此，为了避免谐振现

象，可以引入混合场积分方程(Combined Field Integral Equation，CFIE)[6]：  

= (1 )CFIE EFIE MFIE
 


                                    (6) 

CFIE 可以真正地消除内谐振现象。一般情况下，MFIE 只能分析闭合目标，因此，CFIE 也只能分析闭合目标。  

当采用矩量法分析理想导体的表面积分方程时，对于任意形状物体，其表面均可以采用平面三角形贴片来

模拟，表面的电流和磁流则可以采用平面 RWG(Rao-Wilton-Glisson)基函数 [7]来描述。每个 RWG 基函数均由 2

个相邻三角形组成，描述电流或磁流从一个三角形(正三角形)流向另一个三角形(负三角形)，其数学表达式为：  
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式 中： nA 表 示相 应三角 形的 面积； ln 为 边长； n
ρ 为 三 角形

中电流的方向矢量。各符号定义如图 2 所示。RWG 基函数

具 有 2 个 重 要 特 性 [7]： 第 一 个 特 性 是 棱 边 法 向 分 量 的 连 续

性，它保证了电流横跨公共边时的连续；第二个特性是 2 个三角形的基函数散度大小相等、符号相反，该特性

保证了与基函数对应的电荷的总和为零。  
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由于 RWG 基函数是一个矢量基函数，常用于展开面电流密度和面磁流密度。  

1.3 目标的自作用与相互作用  

由钢轨模型可将钢轨视为多目标问题，建立钢轨的电磁互耦关系。阻抗矩阵 Z 由目标自作用和目标间互耦

合作用组成。自作用为目标单独存在时，根据积分方程得到的阻抗矩阵称为自作用阻抗矩阵，即源点和场点为

同 一 个目 标体 内 的三 角网 格 单元 上。 耦 合作 用为 目 标对 另一 个 目标 的作 用 ，即 一个 目 标体 中的 网 格单 元为源

点，一个目标体中的网格单元作为场点。  
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21 22 23

31 32 33


 

 
 

Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z

                                       (9) 

式中：对角线部分子矩阵 Zii 为目标自作用；非对角线部分 Zij 表示目标 i 与目标 j 之间的耦合作用。由于矩阵的

每个子矩阵块是完全独立的，可以进行独立的计算和存储。  
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Fig.2 Diagram of plane RWG basis functions 
图 2  平面 RWG 基函数示意图 
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根据三维的标量格林函数表达式
je

( , )=
4π

k

G
 




r r

r r
r r

，当 2 个目标之间距离越远，即耦合作用的场点 r 和源点

r 之间距离增大，则生成的阻抗矩阵元素相对越小，从而得到的耦合作用阻抗矩阵作用更加稀疏，且通常具有

低秩特性。于是，对非对角块矩阵可以使用 ACA 算法进行压缩。  

首先考虑目标的自作用，假设 L 和 K 算子定义为：  

2( ) j ( ) ( , ) ( )d
s

g k G g s
k

     L I r r r                                (11) 

( ) ( , ) ( )d
s s

g G g s


    K r r r                                  (12) 

式中 g 是关于源点的函数。  

对金属钢轨引用混合场积分方程 [8]描述互耦关系，并引入算子符号，方程为：  

inc inc
e e e

1ˆ ˆˆ ˆ( ) (1 ) (1 ) ( ) (1 )
2

   


          t L J J n K J t E n H                   (13) 

式中：α 为混合场积分方程的比例因子，取值一般在 0 和 1 之间； t̂

为切向单位矢量。  

在 阻 抗 矩 阵 的 填 充 过 程 中 ， 只 需 要 计 算 和 保 存 L 算 子 和 K 算

子。对于目标之间的相互作用，简易分析如图 3 所示。  

在同一空间内的 2 个目标，其电磁互耦作用主要体现在：一个目

标外表面的电磁流在另一个目标外表面产生电磁场。该作用可以用矩

阵描述为：  
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inc

1e
1 1 inc

1 1m

inc
2e2 2 2

inc
2m

2 2
2

ˆ1 1 1
ˆ

ˆ

ˆ1 1 1

d d d

d d
d

d d d

d d
d

  

  
  

  

  
                                     
 

L L K K L K

J t E
K K L L K L

J t H

JL K L L K L t E

J t HK L K K L L

                (14) 

如果其中一个目标为理想导体，不妨设目标 1 为理想导体，则目标 1 表面磁流为 0，方程可以简化为：  
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如果 2 个目标都为理想导体，方程可以继续简化为：  
inc

1e

inc
2e

ˆ
=

ˆ

 
 

    
         

JL L t E

JL L t E
                                   (16) 

综上可知，当计算相同空间内目标的相互作用时，只需要计算 L 和 K 两个算子即可。  

2  阻抗矩阵的处理 

对于矩量法的加速算法大致可以分为 3 种：第一种，减少未知量，主要针对基函数，如使用高阶基函数；

第二种，加速矩阵向量乘，主要针对阻抗矩阵块处理，如 MLFMA；第三种，减少迭代次数，主要针对线性方

程组求解方法中的迭代求解，如广义最小余量法(Generalized Minimum RESidual method，GMRES)[9]。  

2.1 矩阵分解  

目标间相互作用的阻抗矩阵利用树形结构根据距离远近可分为近场和远场。将对角矩阵分成多个子矩阵，

对于远场，子矩阵有低秩特性，对矩阵进行压缩，减少计算时间和存储空间 [10]。ACA 算法为纯代数算法 [11]，将

具备低秩特性的矩阵近似分解成 2 个矩阵相乘。相比 MLFMA，ACA 最大的优势在于它不依赖于格林函数和积

分方程，代码的可移植性很强，但只有针对稀疏矩阵才能有较好的压缩性能 [12−13]。矩阵块利用树形结构描述目  
 

ε0, μ0 

ε1, μ1, σ1 ε2, μ2, σ2 

Fig.3 Interaction of objectives 
图 3 目标的相互作用 
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标间的相互作用，如图 4 所示。  

计算非空组之间的作用时，a) 按照由 tree1 中第 i 个非空组对 tree2 中第 k 个非空组的作用，并依次计算出

i 对 tree2 中全部非空组的相互作用，依照相应计算的顺序进行存储；b) 计算 tree1 中的所有非空组对 tree2 的作

用，按照 a)的方法进行计算与储存。  

根据矩阵的低秩特性，假设矩阵秩为 r，将一个 m×n 的矩阵 A 近似分解为 2 个矩阵 U 和 V 相乘，矩阵分解

示意图如图 5 所示。其表达式为：  
m n m r r n   A U V                                        (17) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.2 矩阵向量乘  

矩 阵 向 量 乘有 很 多 不 同的 加 速 算 法， 每 次 相 乘的 数 量 减 少导 致 迭 代 时间 减 少 是 加速 算 法 实 现的 机 理 。 其

中，多层快速多极子方法发展比较成熟，可以用来计算一些具有挑战性的问题。  

多层快速多极子方法为树形结构，对目标进行分层分组及电大目标 MoM 的加速有很好的效果 [14]。而对多

目标整体用 MLFMA 算法划分结构时，当目标结构之间的距离在一定范围内增大，此时需要大量分层，计算效

率 下 降。 于是 ， 将每 个目 标 独立 出来 ， 对单 个目 标 用多 层快 速 多极 子划 分 树求 解。 因 此对 于自 作 用块 矩阵用

MLFMA 加速，而对于目标之间的耦合作用矩阵块有低秩特性，利用传统矩量法计算时，矢量乘中包含很多 0

相乘，浪费计算时间和存储空间，此时对低秩矩阵的分解能够进一步压缩计算。  

在引入 ACA 算法之前，原始方法是在计算时分别对每一块的子矩阵进行矩阵向量乘运算 [15]。两个目标离

散的基函数若分别为 m 和 n，则每个非对角块的矩阵维度为 m×n，乘以大小为 n×1 的矩阵 X，计算的复杂度为

mn。之后，矢量乘计算转化为 Um×r ·(Vr×n ·Xn×1)，所以计算的复杂度降低为 mr。  

3  数值算例  

为 了 验 证 算 法 的 可 行 性 ， 本 文 数 值 算 例 程 序 均 基 于 Visual 

Studio 2012 仿真平台，通过广义极小残差迭代求解线性方程，误

差设置为 10-3，算例在 Intel(R) Core(TM) i5-7500 CPU@3.40 GHz，

内存 RAM 为 8 GB 的台式计算机上仿真。  

为了使计算结果更精确可靠，用 ANSYS 15.0 仿真软件模拟

实际钢轨尺寸，将截面自动剖分成三角形单元，用于分析计算目

标 电 磁 特 性 ， 给 出 仿 真 结 果 图 ， 将 传 统 矩 量 法 与 结 合 ACA-

MLFMA 的结果进行对比。首先利用加速算法分析双球间计算时

的 精 确 度 与 复 杂 度 ， 通 过 对 比 雷 达 散 射 截 面 (Radar Cross 

Section， RCS)和 计 算 时 间 分 析 两 种 方 法 的 性 能 。 入 射 波 为 平 面

波，入射角度为 o o=0 , 0   。运用广义极小残差算法求解线形系

统引起的方程离散化问题，Krylov 子空间的范围大小设置为 30，

误差阈值 ε 为 0.001，最大迭代步数设为 10 000。随未知量变化，计算各项指标见表 1。由表 1 可知，随着未知

量 的 增 加 ， ACA 压 缩 目 标 间 相 互 作 用 的 阻 抗 矩 阵 的 秩 不 断 变 大 ， 大 大 增 加 了 填 充 时 间 的 缩 减 程 度 。 加 入

MLFMA-ACA 的矩量法与仅加入 MLFMA 的传统矩量法计算性能对比如图 6 所示。设球的半径为 1 m，2 个球

之间的距离为 3 m，计算时固定网格剖分密度，设置为每平方波长 102。明显看出，ε=0.5 与 ε=0.1 和 ε=0.001 时

RCS 相比的粘合度不大，当 ε=0.001 时，RCS 与传统矩量法最相近，为了计算的精确性设收敛精确度为 0.001。  

Um×r
 Vr×n 

≈ m 

n 

Fig.5 Approximate decomposition of compression algorithm 
图 5 压缩算法近似分解图 
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tree1 tree2

emptyno-empty

Fig.4 Schematic chart of interaction between targets 
图 4 目标间相互作用计算示意图 

Fig.6 Comparison of calculation accuracy 
图 6 不同精确度之间的对比 
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表 1 双球间计算双站 RCS 的性能指标 
Table1 Performance metrics of bistatic RCS from double ball 

unknowns rank of impedance matrix number of iteration iteration time/s filling time/s total time/s 

960 24/30 14 <1.0 <1.0 1.5 
3 840 35/36 15 2.6 4.8 7.6 

15 360 65/61 17 16.0 29.0 46.0 

61 440 82/96 20 86.0 160.0 250.0 

 
图 7 为传统矩量法 MoM-MLFMA 与引入 ACA 的 MoM-MLFMA-ACA 算法复杂度的对比。可以看出，阻

抗矩阵加入 MLFMA-ACA 算法后，其迭代时间及矩阵填充时间的计算复杂度与传统方法相近，证明此算法的

复杂度不会增加。  

采用 ANSYS 建模模拟 2 m 长的有损钢轨，对表面进行网格剖分时的剖分密度为 50。入射波为平面波，入

射角度 o o=0 ,  0   ，分别仿真计算入射频率为 100 MHz 和 300 MHz 情况下的 RCS，如图 8 所示。可以清楚地

看到 2 种算法间变化趋势相近，计算误差较小。表 2 为加入 ACA-MLFMA 的矩量法与仅采用 MLFMA 的矩量

法的各项性能指标。入射频率为 100 MHz 时，矩阵的迭代时间大约缩短为原来的 1/5；而 300 MHz 的入射频率

下，则达到了 1/10。并且填充矩阵的时间也有一定的减少，总的计算效率得到显著提高。另外，从对双球基于

MLFMA 的矩量法的计算分析得出，不会改变传统矩量法的精确度，进而表明，该方法对于不同目标散射计算

时，在不降低其计算精确度的前提下，计算效率有很大程度提高。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

表 2 不同算法计算有损钢轨电磁散射的时间对比 
Table2 Comparison of electromagnetic scattering calculating time with different algorithms for defected rail 

frequency numerical method number of iteration iteration time/s matrix filling time/s total time/s 

100 MHz MoM-MLFMA 3 252 1 414 79 1 494 
MoM-MLFMA-ACA 3 190 287 43 332 

300 MHz MoM-MLFMA 3 586 1 456 48 1 504 
MoM-MLFMA-ACA 3 665 138 9 148 

 

表 3 给出了不同入射频率 2 种算法下计

算无损钢轨电磁特性时的性能对比，包括迭

代步数、迭代时间、填充矩阵时间以及计算

总时间等，可以看出本文算法具有高效性。  

不同入射频率下对 2 种类型的钢轨 RCS

进行对比分析，见图 8 和图 9。2 种算法的

计算准确性比较一致，由此证明此算法的实

用性。表 4、表 5 为计算有损钢轨间散射的

各 项 性 能 。 可 以 得 出 ， 相 同 未 知 量 的 情 况

下，与仅加入 MLFMA 相比，加入 ACA 的

MoM 矩阵的填充时间以及迭代时间明显缩

短，其中迭代时间缩短为 MoM-MLFMA 算法的 1/10，矩阵填充时间缩短为 1/5 以上。传统方法计算的互耦填充

矩阵维度为 3 302×3 398，使用 ACA 压缩矩阵计算时，矩阵的秩为 2，存储数量从 342 MB 缩减至不足 1 MB，

大幅度降低了所占 CPU 存储。即利用 ACA 算法对阻抗矩阵的压缩使得填充时间降低，以及矩阵向量乘中相乘

数量的减少，最终达到对计算总时间的压缩。剖分密度为每平方波长 200 左右，这里因为计算有损钢轨间的  
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Fig.9 Bistatic RCS diagram for scattering of nondestructive rail 
图 9 无损钢轨散射的双站 RCS 极化图 
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图 7 复杂度对比 
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Fig.8 Bistatic RCS polarization for scattering of defected rail 
图 8 有损钢轨散射的双站 RCS 极化图 
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电磁特性，考虑到其所处的复杂环境，所以采用的剖分密度比一般情况较高。  

表 3 不同算法计算无损钢轨电磁散射的时间对比 
Table3 Comparison of electromagnetic scattering calculating time with different algorithms for nondestructive rail 

frequency numerical method number of iteration iteration time/s matrix filling time/s total time/s 

100 MHz 
MoM-MLFMA 1 892 840 44 885 

MoM-MLFMA-ACA 1 953 194 45 239 

300 MHz 
MoM-MLFMA 2 970 1 172 9 1 182 

MoM-MLFMA-ACA 3 056 121 9 131 

 

表 4 两种算法间双站 RCS 性能对比 
Table4 Bistatic RCS performance comparison between two algorithms for defected rail 

numerical method unknowns size of matrix CPU memory iteration time/s filling time/s total time/s 

MoM-MLFMA 6 700 3 302×3 398 342 MB 1 456 48 1 504 

MoM-MLFMA-ACA 6 700 3 302×3 398 <1 MB 138 9 148 

 

表 5 两种算法间双站 RCS 性能对比 
Table5 Bistatic RCS performance comparison between two algorithms for defected rail 

numerical method unknowns generation of density iteration time filling time total time 

MoM-MLFMA 85 968 206 >5 h >1 h >5 h 

MoM-MLFMA-ACA 85 968 206 1 452 s 128 s 1 586 s 

4  结论  

本文主要仿真分析了有损钢轨间的电磁散射，在 MoM-MLFMA 算法基础上，引入 ACA 算法，将 MLFMA

和 ACA 结合起来加速计算钢轨的电磁特性。MoM-MLFMA 用来计算钢轨自作用矩阵块，加速矩阵向量乘的运

算；ACA 算法主要对互作用阻抗矩阵进行压缩，此算法有效缩短矩阵存储时间，将迭代求解时间缩短为 MoM-

MLFMA 算法的 1/10，并且迭代计算过程中很大程度降低了所占 CPU 存储，给计算带来极大的方便。算例表

明，该算法可以加快矩量法的电磁特性计算，在不影响计算精确度的前提下大幅度提高相关性能。  
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