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〈图像处理与仿真〉 

基于三次 B 样条小波变换和 Franklin 矩亚像素级 

图像边缘检测算法 

李锦鹏 1,2，熊显名 1,2，曾启林 1,2，胡怡威 1，丁子婷 1 

（1. 桂林电子科技大学 电子工程与自动化学院，广西 桂林 541004； 

2. 广西高校光电信息处理重点实验室，广西 桂林 541004） 

摘要：为了满足精密测量和红外与可见光图像配准对图像边缘定位的高精确度和高抗噪性的要求，提

出一种基于三次 B 样条小波变换和 Franklin 矩结合的亚像素级图像边缘检测算法。首先，利用三次 B

样条小波窗函数对图像边缘多层分解，根据小波模极大值原理对各层检测得到初始边缘信息，随后将

其边缘点与多尺度范围下 3×3 邻域内的点进行比较，将模值和幅角相近的点保留，建立新的边缘图

像。然后，建立亚像素边缘模型，根据 Franklin 矩旋转不变性原理，分析图像边缘旋转至一定角度之

后各级 Franklin 矩之间的关系，得到计算亚像素边缘点的模板关键参数，将模板在小波变换得到的新

边缘图像上移动并与其覆盖下的子图进行卷积运算，进而得到图像的亚像素级边缘点。实验结果表明，

并与当下表现较优的 3 种算法进行对比，本文提出的基于三次 B 样条小波变换和 Franklin 矩结合的算

法精确度更高且抗噪性更强，能够更好地满足对于红外与可见光图像配准稳定可靠及高精度测量的要

求。 
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Abstract：To meet the requirements of high accuracy and strong anti-noise performance of image edge 

positioning for infrared and visible image registration and precision measurement, a sub-pixel image edge 

detection algorithm based on the cubic B-spline wavelet transform and Franklin moment is proposed. First, 

the image edge was decomposed using a cubic B-spline wavelet window function. Under the premise of setting 

the threshold, according to the principle of wavelet modulus maxima, the initial edge information is detected 

for each layer, and then the edge points are compared with the points in the 3 × 3 neighborhood in the multi-

scale range. Points with similar moduli and amplitudes were reserved to establish a new edge image. 

Subsequently, a subpixel edge model is established. According to the principle of Franklin moment rotation 

invariance, the relationship between Franklin moments at all levels after the image edge is rotated to a certain 

angle is analyzed and the key parameters of the template for calculating the sub-pixel edge points are obtained. 

The template is moved on the new edge image obtained by wavelet transform and convoluted with the sub-

image covered by it, and then the sub-image of the image is obtained from the edge points of the prime level. 
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The experimental results show that, compared with the three algorithms with the current best performance, the 

algorithm based on the combination of the cubic B-spline wavelet transform and Franklin moments proposed 

in this paper has higher accuracy and stronger noise resistance. It can better meet the requirements for stable, 

reliable, and high-precision measurements of infrared and visible image registration. 

Key words：edge detection, cubic B-spline wavelet, Franklin moment, sub-pixel, image registration 

 

0  引言 

边缘是一幅图像的基本特征，同时边缘检测也是

图像分析和测量技术[1]的基本问题，尤其在红外图像

配准以及视觉测量等领域中[2]对图像边缘检测技术的

要求极高。边缘检测其实就是利用算法对图像突变信

息的检索。传统的边缘检测算子有 Sobel 算子、Krisch

算子、Roberts 算子以及 Canny 算子，这些微分算子

相对比较简单，对于复杂环境下的图像边缘把握不

足，精度较差，缺乏细节。随着人民生活水平的提高

和科学技术的不断发展，普通像素级别也已经无法满

足机器视觉和精密测量上的需求，因此，亚像素技术

在这方面显得非常重要，目前常用的亚像素边缘检测

方法有：插值法，矩方法，拟合法等，其中矩方法在

复杂环境下表现良好，对噪声不敏感，是一种在目前

有效的亚像素图像边缘检测方法。 

1993 年 Ghosal 等[3]最早提出利用正交矩对图像

边缘进行亚像素级检测的算法，首次通过计算 3 个不

同阶次的 Zernike 正交矩，然后将理想状态下的灰度

模型参数映射到 3 个 Zernike 正交矩上，计算得到边

缘所在的直线参数，进而确定亚像素坐标。但是该算

法比较局限，因为不同模板选择，坐标的计算也会产

生误差，而且理想阶跃模型与实际存在差异。针对这

个问题，李金泉等[4]提出了一种改进的 Zernike 正交

矩检测算法，采用边缘梯度方向一阶导数模型的同时

考虑了模板放大效应，提高了亚像素边缘检测的准确

度。高世一等[5]在考虑模板放大效应的情况下，提出了

新的边缘定位条件。吴一全等[6]人用了更大的模板，但

是对噪声变得敏感，抗噪性较差。为此，魏本征等[7]提

出了形态学梯度算子和 Zernike 矩相结合，使检测变

得更稳定，抗噪性变强，但是对于微小的细节检测较

弱。吴一全等[8]基于 Franklin 矩提出了一种新的边缘

检测算法，但是对于边缘微小的细节把握稍显欠缺。

Franklin 矩所基于的 Franklin 函数仅有一次分段多项

式组成，而且避免了复杂的高次多项式计算，在具有

Zernike 矩的大部分优点的同时，还具有复杂度低，数

据稳定等优点，使得边缘检测得到的信息具有独立

性，没有冗余。因此，本文将三次 B 样条小波变换和

Franklin 矩结合起来，提出一种多尺度取模极大值的

亚像素检测算法，该方法结合小波变换的模极大值原

理使得边缘细节的提取更准确，然后用改进后的

Franklin 矩算子对得到的图像进行亚像素边缘提取。

并与基于 Zernike 矩的算法、基于 Franklin 矩的算法、

基于 Roberts 算子和 Zernike 矩结合的算法进行比较。 

1  三次 B 样条小波模极大值边缘检测原理 

三次 B 样条小波模极大值其实就是利用三次 B

样条小波函数与得到的信号进行卷积运算，然后将计

算结果取它的模值，最后找到里边的模极大值。在图

像的处理中，小波变换的模极大值代表着包含图像信

息最丰富的点，利用这个特征我们可以通过计算小波

模极大值来提取准确的图像边缘信息。同时，文献[9]

提出三次 B 样条小波的时域局部特性较接近于 Gauss

函数，且它的紧支集性质相比 Gauss 函数更好。而且，

因为 B 样条函数是对称的，所以保证了对应相位的线

性性质，避免了后期相位失真情况的出现。 

假设函数(x,y)在平面上的积分为 1，即满足

( , )d d 1
R R

x y x y   ，则称(x,y)为二维平滑函数。对平

滑函数(x,y)分别求得 x 和 y 方向上的偏导数为： 
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式中：x和y积分均满足为 0 的条件，同时可以将它

们看成两个二维小波函数。通常情况，(x,y)取为二维

高斯函数，其表达式以及一阶偏导数的表达式为： 

2 2

2

2 2

2

2 2

2

2
4

2
4

2
2=

e
2

e
2

,

,

,
1

e
2

x y

x y

x y

x y

x

x y

y

x

y

x y




































 
 


 

 


（ ）

（ ）

（ ）

        (2) 

式中：为正态分布标准偏差。 

而对于 f(x,y)L2(R)任意的图像，在尺度为 S 时的

小波变换在 X 和 Y 方向上的两个分量分别为： 
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则小波变换在其尺度为 S 的条件下，梯度上的模

以及幅角分别为： 
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式中：f(x,y)是二维信号；L2(R)是函数域。 

梯度模值 Mxf(x,y)对应的是目标图像在点(x,y)处

的灰度变化情况，梯度幅角 Axf(x,y)对应的是梯度向量

和水平方向的夹角。目标图像上的边缘特征点即为在

梯度方向上模为其局部极大值的点。 

2  基于 Franklin 矩的图像亚像素边缘检测 

2.1  Franklin 函数及其 Franklin 矩 

Franklin 函数是由 Philip Franklin 提出的定义在

L2[0,1]上的连续正交函数系[10]，它是由一组线性无关

的截断幂基在正交化之后得到的。首先，考虑以下的

线性无关组{n(x),0≤x≤1}： 
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式中：
2 1 2

2

m

i m

i  
 ，m≤2i－1 且 m 为 2 的最高方

幂指数。将上述线性无关组{n(x), 0≤x≤1}，由 Gram-

Schmidt 正交化之后便可求得 Franklin 函数系{n(x)}，

前 5 项基函数[10]的表达式为： 

0(x)＝1, 0≤x≤1             (6) 
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Franklin 矩是由上述 Franklin 函数所定义的，假

设第 n 个 Franklin 函数记为：n(x)，0≤x≤1，n≥0，

而目标图像函数记为 f(x,y)，0≤x，y≤1，则它的第 n

阶 m 次 Franklin 矩为： 

       
1 1

0 0
, , d dnm n mF x y f x y x y x y       (11) 

为了在极坐标中更直观地看到其 Franklin 矩所具

有的正交性和旋转不变性，这里将目标图像函数记为

f(r,)，则在极坐标系(r,)下，图像的 n 阶 m 次 Franklin

矩为： 

i1
( , ) ( , )e d dm

nm n

f

n
F r r r   


        (12) 

矩是对目标图像特征的定量描述，正是因为

Franklin 矩有着独特的正交特性，使得目标图像的每

个 Franklin 矩都是互不干扰的，这就能将图像进行最

大程度的分解，从而采用较少的 Franklin 矩描述图像

得到更多的特征信息，以便达到降低特征维数，降低

计算复杂度的目的。 

2.2  基于 Franklin 矩的亚像素检测算法 

由上述 Franklin 矩的极坐标定义式(12)以及它的

旋转不变性可知若目标图像旋转角，则旋转之前的

Franklin 矩 Fnm和旋转角之后的 Franklin 矩 Fnm之间

的关系为： 

Fnm＝Fnm e－im             (13) 

由上述式(13)能够发现目标图像在旋转一定角度

之后只是相位发生了变化而已，它的 Franklin 矩模值

并未产生任何改变。基于 Franklin 矩的边缘检测算法

是通过建立 Franklin 矩和理想亚像素模型的 4 个边缘

参数的关系，然后再分别求解 Franklin 矩得到目标图

像的 4 个边缘参数，设定合适的阈值将其进行筛选，

得到精确的亚像素图像边缘点。平面亚像素边缘检测

模型如图 1 所示。其中 L 为理想边缘，单位圆被其分

成两个区域，h 为图像背景灰度，l 为圆心 O 到边缘 L

的垂直距离，k 为边缘两侧的灰度差即阶跃高度，ab

和 cd 对应在不同阶次 Franklin 矩的两条边缘，l1和 l2

分别是圆心到其两条阶跃边缘的距离，图 1(a)顺时针

旋转角得图 1(b)。 

Franklin 矩的复数域 n 阶多项式定义为： 

Vnm(,)＝Rnm()eim             (14) 

式中：n 和 m 为整数，且为 n－m非负的偶数。 

由 Franklin 矩原理，定义为圆心到(x,y)的矢量长

度，i 为虚数单位，则径向多项式 Rnm为： 
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由式(15)得到部分径向多项式 Rnm值如表 1 所示，

r 为圆心到点(x,y)的距离。 

根据式(14)和表 1 计算出 Franklin 矩的复数域多

项式，如表 2 所示。 
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(a) 原始边缘图像                       (b) 旋转后的边缘图像 

(a) Original edge image                  (b) The rotated edge image 

图 1  亚像素边缘检测模型 

Fig.1  Sub-pixel edge detection model 

表 1  Franklin 径向多项式 Rnm 

Table 1  Franklin radial polynomials Rnm 

m/n 0 1 2 3 4 

0 1 Non-existent 2r21 Non-existent 6r46r21 

1 Non-existent r Non-existent 3r32r Non-existent 

表 2  Franklin 矩的复数域多项式 Vnm 

Table 2  Complex domain polynomial of Franklin moment Vnm 

n/m 0 1 

0 1 Non-existent 

1 Non-existent xyi 

2 2x22y21 Non-existent 

3 Non-existent (3x33xy22x)+(3y33x2y2y)i 

4 6x46y412x2y26x26y2+1 不存在 

在单位圆内，由 Franklin 矩定义和图 1(b)中的边

缘阶跃模型可得： 
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解 F20和 F40的方程可得： 
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解 F11和 F31的方程可得： 
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根据式(13)可得： 
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根据图 1 可以看出，Im[F11]是关于 y 轴的奇函

数，所以： 

11 11 11Im[ '] sin Re[ ] cos Im[ ] 0F F F        (21) 

则： 
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确定亚像素边缘阶跃模型的参数之后，可得

Franklin 矩亚像素图像边缘检测式[11]为： 
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            (23) 

式中：(xs,ys)为亚像素点坐标；(x,y)为圆心坐标。设定

Franklin 矩模板为 N×N，则式(23)换算为： 
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           (24) 

模板选择过小会导致边缘提取的信息不全，过大

会对噪声过于敏感，本文采用Franklin矩模板为 7×7。 

3  边缘检测判定和检测算法步骤 

在对目标图像的具体分析时，如果整幅图像边缘

提取的话，尺度就会容易过大，图像就会变得平滑，

细节就会缺失[12]，利用小波窗函数原理高频之处时间

细分，低频之处频率细分，能够在抑制噪声信号的前

提下，得到良好的图像边缘检测效果。三次 B 样条小

波满足本文算法对于小波基函数的 3 个基本条件：①

高通滤波器②检测边缘的小波为奇函数③紧支窗口

函数。本文基于三次 B 样条小波和 Franklin 矩的亚像

素边缘检测算法步骤如下所述： 

1）利用三次 B 样条小波函数[13]对目标图像进行

多层分解，本文算法选取的层数 J＝3。 

2）根据其小波模极大值原理对每一层进行单尺

度边缘检测，计算出其得到的模极大值 ES(x,y)和对应

的幅角 AS＝(x,y)，利用 Otsu 法（最大类间方差法）自

适应确定阈值 Et，将所有模值进行筛选，当 ES(x,y)＞

Et时，ES(x,y)即可得到目标图像的边缘信息。 

3）当尺度为 S 时，将边缘 ES上的每一个像素点(x,y)

与 S－1 尺度上的 3×3 邻域的每一个像素点 ES－1(x,y)进

行对比，将模值和幅角相近的信息提取，其余的舍弃，

依次筛选，直到 S＝1 时就得到目标图像完整的边缘

信息 E(x,y)。 

4）计算 Franklin 矩 7×7 模板{M00, M11, M20, 

M31,M40}，将这个模板在边缘图像 E(x,y)上移动，并与

模板上的子图卷积运算，得到{F00,F11,F20,F31,F40}。 

5）根据 2.2 节中介绍的公式计算出平面亚像素边

缘阶跃模型的参数 l 和，代入式(24)中计算得到亚像

素坐标。 

4  实验结果与分析 

为了验证本文算法的优越性和有效性，做了大量

的验证和对比，获取了大量的参考数据，由于篇幅有

限，将以两部分加以说明。本文实验环境为 Intel(R) 

Core( TM) i5-8250U、8G RAM、MATLAB R2016b。 

由于在实际应用中图像都会受到不同程度噪声

的干扰，那么确定合适的阈值就显得尤为重要，不同

的区域阈值会大不相同，有可能在某一区域效果良好

的阈值在另一区域的效果会相对较差，本文采用一种

自适应阈值方法（Otsu 法）进行处理，实验效果图如

图 2 所示。 

 

图 2  自适应阈值化图像 

Fig.2  Adaptive thresholding image 

将自适应阈值化后的图像与模值进行对比，得到

筛选后的图像边缘信息，并有效地去除噪声，并在合

适尺度下进行局部对比，提取模值和幅角相近的信

息，剔除部分伪边缘点，最后套入计算好的 Franklin

矩模板进行卷积运算，得到点坐标。 

第一部分实验的目的是为了验证本算法对目标

图像的边缘提取达到亚像素级别，制作一幅 128×128

的二值图像，在图像中插入一个半径为 50 的圆，圆

心坐标为(64,64)，如图 3(a)所示，为了验证抗噪性，

在制作的二值图中加入高斯噪声，如图 3(b)所示。 

提取图 3(b)圆上任意 10 个点的坐标，并用本文

算法得到这 10 个点的亚像素坐标，计算它们的误差，

表 3 所示。 

从表 3 中可以看出，采用本文算法检测边缘点坐

标最大误差为 0.1497，能将误差控制在很小的范围内

并且整体误差偏小，亚像素边缘定位精度较高。为了

更进一步地验证本文算法的优越性，将在第二组实验

中与基于 Zernike 矩的算法、基于 Franklin 矩的算法、

基于 Roberts 算子和 Zernike 矩结合的算法进行比较。 
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(a) 原始二值图像      (b) 加高斯噪声的二值图像 

(a) Original binary image  (b) Binary image with Gaussian noise 

图 3  二值图像 

Fig.3  Binary image 

表 3  检测的亚像素坐标 

Table 3  The detected sub-pixel coordinates 

Coordinate of 

actual pixel 

Coordinate of our 

algorithm 
Error 

(64,114) (64.09, 114.07) (0.09,0.07) 

(64,14) (64.10, 14.11) (0.10,0.11) 

(114,64) (114.09, 63.92) (0.09,0.08) 

(14,64) (14.11, 64.07) (0.11,0.07) 

(103.37,94.24) (103.4676, 94.3183) (0.0976, 0.0783) 

(103.37,33.76) (103.5185, 33.9097) (0.1485, 0.1497) 

(24.63,94.24) (24.7282, 94.3364) (0.0982, 0.0964) 

(24.63,33.76) (24.7442, 33.8883) (0.1142, 0.1283) 

(92.63,104.52) (92.7297, 104.6079) (0.0997, 0.0879) 

(92.63,23.48) (92.7538, 23.6226) (0.1238, 0.1426) 

第二组实验中选用具有丰富纹理的 Lena 图像，

并且为了验证鲁棒性，本文将对 Lena 图像加入高斯

噪声，相应的结果和对比如图 4(c)～(f)所示。通过对

比我们可以发现，Zernike 矩算法能够较好地抑制高斯

噪声，但是在抑制噪声的同时也将目标图像的边缘弱

化了，导致边缘信息极大缺失；Franklin 矩算法在很

好地抑制高斯噪声的同时能较好地提取边缘，但也存

在部分细节缺失；Roberts 算子＋Zernike 矩结合算法

在 Zernike 矩算法的基础上试图加入 Roberts 算子以

增强边缘定位，但 Roberts 算子有着对噪声信号极其

敏感的特性，所以可以看到在边缘信息得到补充的同

时也带来了噪声的影响，抗噪性较差；本文基于三次

B 样条小波＋Franklin 矩结合算法能够在抑制噪声的

同时，很好保留图像边缘信息，并且定位更加准确，

通过标记的小方框部分对比，可以发现本算法得到的

边缘信息更加完整，细节方面对比其他 3 种算法也更

丰富。 

为了更有效地验证本文算法的实时性和抗噪性，

对图 4 中 4 种不同算法的运行时间和峰值信噪比进行

比较，结果分别如表 4 和表 5 所示。实验结果表明，

本文算法在具有更复杂的计算流程情况下，运行时间

仍与 Zernike 矩和 Franklin 矩两种算法相当，并且大

幅短于 Roberts 算子＋Zernike 矩结合算法，实时性较

强，在抗噪性方面，本文算法明显大幅优于其他 3 种

算法，结果表明，在运行时间相当的情况下，本文算

法有着更优的效果，更具实用性。

                 
(a) Lena 图像           (b) 加高斯噪声的 Lena 图像          (c) Zernike 矩算法结果 

(a) Lena image noise added   (b) Lena image with Gaussian moment algorithm (c) Result for Zernike 

                  
(d) Franklin 矩算法结果        (e) Roberts 算子+Zernike 矩算法结果        (f) 本文算法结果 

(d) Result for Franklin               (e) Result for Roberts operator+     (f) Result for the proposed algorithm 

moment algorithm                  Zernike moment algorithm                  

图 4  Lena 图像及 4 种算法的边缘检测结果 

Fig.4  Lena image and the edge detection results for 4 different algorithms 
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表 4  四种算法运行时间 

Table 4  The running time of four algorithm 

Algorithm Zernike moment Franklin moment Roberts operator+Zernike moment Ours 

Running time/s 0.3853 0.314 2 0.8256 0.3313 

表 5  四种算法峰值信噪比 

Table 5  PSNR for four algorithms 

Algorithm Zernike moment Franklin moment Roberts operator+Zernike moment Ours 

PSNR 31.8625 40.5871 36.6297 46.782

5  结论 

本文提出了一种基于三次 B 样条小波变换和

Franklin 矩相结合的亚像素级图像边缘检测算法。利

用三次 B 样条小波对图像进行粗处理，在得到预边缘

后再利用 Franklin 矩的特性计算出亚像素边缘点的模

板关键参数，将模板在小波变换得到的新边缘图像上

移动并与其覆盖下的子图进行卷积运算，进而得到图

像的亚像素级边缘。实验结果表明，与基于 Zernike 矩

的算法、基于 Franklin 矩的算法、基于 Roberts 算子

和 Zernike 矩结合的算法相比，本文提出的算法具有

更高的检测精度和更强的抗噪性，并且通过实际坐标

和得到的边缘亚像素点坐标对比可知，本文的算法误

差较小，图像边缘点定位可靠，在红外与可见光图像

配准和精密测量上具有良好的应用前景。 
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