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网络同步作为一个重要的网络集体行为以及

在各领域所体现的广泛应用价值，已经成为网络动

力学研究的热点[1-5]。最初，网络同步的研究对象是

参数已知和连接恒定的网络模型，即网络的拓扑结

构不随时间改变的静态网络 [6-8]。但在真实世界的

网络中，很难准确知道网络的参数和网络连接情

况，即网络是拓扑结构随时间改变的动态网络 [9-11]。

因此，发展一个有效的对复杂网络的参数和拓扑结

构识别的方法是十分必要的。当前，人们已经提供

了大量的识别复杂网络中未知参量及拓扑结构的

方法。比如，Wang等人基于线性矩阵不等式设计

了适当的控制器，实现了不确定网络之间的混合同

步和参数识别[12]。Ghada等人基于 Lyapunov稳定性

定理，采用自适应控制方案，识别了不确定复杂动

态网络的自适应投影滞后同步中的未知参数 [13]。

Han等人通过提出双向耦合控制条件，实现了具有

不同节点动态的延迟网络的投影同步，同时未知参

数得到了有效的识别 [14]。Xu等人利用 Lyapunov函
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数法和一些不等式技巧，建立了几个同步的判据，

使具有拓扑切换的时变时滞神经网络达到了同

步[15]。这些理论方法为进一步研究动态网络同步问

题奠定了坚实的基础。但是，以上的方法仍存在一

定的局限性，网络模型选用的都是连续型时变网

络。当由连续型网络过渡到离散型网络，时变网络

过渡到时空网络时，上述同步方法将不再适用。目

前，对于离散型不确定时空网络同步的研究所提出

的方法较少，因此进一步深入研究关于离散型不确

定时空网络的方法是十分必要的。

网络的同步类型有很多种，比如完全同步[16]、指

数同步 [17]、相位同步 [18]、时间同步 [19]、滞后同步 [20]、投

影同步 [21]等。其中，投影同步中的标度函数由于其

不确定的标度因子增加了网络实际应用的灵活性，

从而引起了人们浓厚的兴趣。Wang等人利用 Ly⁃
apunov稳定性定理，推导出自适应控制方案，实现

了具有时变耦合强度的不确定复杂网络的函数投

影滞后同步 [22]。Xu等人研究了具有自适应标度函

数的不确定复杂网络拓扑辨识和自适应同步，与现

存的函数投影同步不同的是，当网络同步时标度函

数也得到了识别 [23]。Du等人通过设计误差反馈控

制方案，使不存在外部干扰和存在外部干扰两种情

况下的复杂动态网络实现了函数投影同步[24]。这些

文献报道的函数投影同步，与传统的投影同步所不

同的是驱动和响应网络同步的标度因子是一个函

数，而不是一个常数。这种特性可以应用到安全通

信中，进一步提高通信的安全性，因此对这种标度

函数投影同步的研究是十分值得的。

在已有的研究成果基础上，讨论了具有自适应

标度函数的一类节点数不同的离散型不确定时空

网络的投影同步问题，重点讨论了不确定拓扑结

构、未知参数的辨识和标度函数的确定问题。通过

设计适当的控制器，不但实现了节点数不同的离散

型不确定时空网络的投影同步，而且表示网络拓扑

结构的耦合矩阵元、反馈强度以及标度函数也被同

时确定。最后，选择一维环形腔激光器模型和电光

双向耦合格子模型构成的时空网络为例进行了仿

真实验，网络节点数目根据实际需要任意设定，发

现不确定时空网络的同步性能非常稳定。当网络

存在稳定的同步现象时，耦合矩阵元、反馈强度趋

于确定值，不确定标度因子得到识别，说明该同步

方案具有一定的可行性和有效性，并且节点数目的

不同不影响网络同步性能的稳定性。

1 节点数不同的离散型时空网络同步机理

分析

考虑一个由 N1 个线性耦合的动态节点组成的

离散型时空网络，每一个节点的状态方程为

xi(m,n + 1)= f (xi(m,n)) + ξi∑
j = 1

N1
aijΓxj(m,n)   

   i = 1,2⋯,N1

（1）

其 中 ，xi(m,n) =(xi1(m,n),xi2(m,n),⋯xin(m,n))Τ∈ Rn 是

第 i 个节点的状态向量；第 i 个节点的动态函数是

xi(m,n + 1)= f (xi(m,n)) ；ξi 是网络内部节点之间的耦

合强度；Γ∈ Rn × n 是内耦合矩阵；A =(aij)N1 ×N1 是表示

网络耦合强度和拓扑结构的耦合配置矩阵，其中 aij

定义如下：如果存在节点 j 到 i (i≠ j) 的连接，则

aij > 0 ，否则 aij = 0 。矩阵 A的对角元素定义如下

aii = - ∑
j = 1, j≠ i

N1
aij     i = 1,2⋯N1 ………………（2）

取方程（1）给出的网络作为驱动网络，则由 N2
个动态节点组成的响应网络由下式给出

yi(m,n + 1)= g(yi(m,n)) + ξi∑
j = 1

N2
bij(m,n)Γyj(m,n) +

ui(m,n)     i = 1,2⋯,N2

（3）

其 中 ，yi(m,n) =(yi1(m,n),yi2(m,n),⋯yin(m,n))Τ∈ Rn 是

第 i 个节点的状态向量；第 i 个节点的动态函数是

yi(m,n + 1)= g(yi(m,n)) ；ξi ，Γ 与方程（1）定义相同；

B =(bij(m,n))N2 ×N2 是 待 定 的 时 空 耦 合 配 置 矩 阵 ；

ui(m,n) (i = 1,2,⋯N2)是设计的自适应控制器；并且假

设 N1 ≥N2 。

定义驱动网络（1）和响应网络（3）的同步误差为

ei(m,n) = yi(m,n) - hi(m,n)xi(m,n)     i = 1,2,⋯N2（4）
其中，hi(m,n) 是自适应标度函数。由方程（1）和方

程（3），可以得到误差随时间演化的关系为
ei(m,n + 1)= yi(m,n + 1)- hi(m,n)xi(m,n + 1)-
hi(m,n + 1)xi(m,n) = g(yi(m,n)) +
ξi∑

j = 1

N2
bij(m,n)Γyj(m,n) + ui(m,n) - hi(m,n) ⋅

 [ f (xi(m,n)) + ξi∑
j = 1

N1
aijΓxj(m,n)] - hi(m,n + 1)⋅
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xi(m,n) = g(yi(m,n)) - hi(m,n) f (xi(m,n)) + 
ξi∑

j = 1

N2
bij(m,n)Γyj(m,n) - hi(m,n)ξi∑

j = 1

N1
aijΓxj(m,n) +

ui(m,n) -hi(m,n + 1)xi(m,n) =g(yi(m,n)) - hi(m,n) ⋅ 
 f (xi(m,n)) + ξi∑

j = 1

N2
bij(m,n)Γyj(m,n) -hi(m,n) ⋅

 ξi∑
j = 1

N1
aijΓxj(m,n) + ξi∑

j = 1

N2
aijΓyj(m,n) -ξi∑

j = 1

N2
aijΓyj(m,n) +

ui(m,n) - hi(m,n + 1)xi(m,n) =g(yi(m,n)) -
 hi(m,n) f (xi(m,n)) + ξi∑

j = 1

N2
bij(m,n)Γyj(m,n) +

 ξi∑
j = 1

N2
aijΓej(m,n) - ξi∑

j = 1

N2
aijΓyj(m,n) -hi(m,n) ⋅

ξi ∑
j =N2 + 1

N1
aijΓxj(m,n) + ui(m,n) - hi(m,n + 1)xi(m,n)

（5）
构造网络的Lyapunov函数为

V(m,n) =∑
i = 1

N2

|| ei(m,n) +∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n) - ki +

∑
i = 1

N2∑
j = 1

N2 1
β ||bij(m,n) - aij - bi

（6）

其中，ki ，bi 是可调节的常数；ki(m,n) 是反馈强度；

μ ，β 是任意的正数，i = 1,2⋯,N2 。

由误差的动态系统（5）可得到 V(m,n) 的导数

如下

ΔV = V(m,n + 1)- V(m,n) =∑
i = 1

N2

|| ei(m,n + 1) +

∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n + 1)- ki +∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n + 1)- aij - bi -

 ∑
i = 1

N2

|| ei(m,n) -∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n) - ki -

∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n) - aij - bi =∑

i = 1

N2

| g(yi(m,n)) -

hi(m,n) f (xi(m,n)) + ξi∑
j = 1

N2
bij(m,n)Γyj(m,n) +

ξi∑
j = 1

N2
aijΓej(m,n) - ξi∑

j = 1

N2
aijΓyj(m,n) - hi(m,n) ⋅

ξi ∑
j =N2 + 1

N1
aijΓxj(m,n)  + ui(m,n)  |-hi(m,n + 1)xi(m,n) +

∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n + 1)- ki +∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n + 1)- aij - bi -

∑
i = 1

N2

|| ei(m,n) -∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n) - ki -

∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n) - aij - bi

设计控制器为
ui(m,n) = -g(yi(m,n)) + hi(m,n) f (xi(m,n)) + 
hi(m,n)ξi ∑

j =N2 + 1

N1
aijΓxj(m,n) - ki(m,n)ei(m,n) -

ξi∑
j = 1

N2
biΓyj(m,n)    i = 1,2⋯,N2

（8）

则有

ΔV =∑
i = 1

N2 |

|
|| ξi∑

j = 1

N2
aijΓej(m,n) + ξi∑

j = 1

N2
bij(m,n)Γyj(m,n) -

ξi∑
j = 1

N2
aijΓyj(m,n) -ξi∑

j = 1

N2
biΓyj(m,n) - ki(m,n)ei(m,n) -

  |hi(m,n + 1)xi(m,n) +∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n + 1)- ki +

∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n + 1)- aij - bi -∑

i = 1

N2

|| ei(m,n)  -

 ∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n) - ki -∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n) - aij - bi

（9）
定义 λi 是 A͂ =(aij)N2 ×N2 的特征值，则

ΔV =∑
i = 1

N2

| (ξiλi - ki)ei(m,n) -(ki(m,n) - ki)ei(m,n) +

ξi∑
j = 1

N2 (bij(m,n) - aij - bi)Γyj(m,n) - xi
Τ(m,n)xi(m,n)ei(m,n) +

xi
Τ(m,n)xi(m,n)ei(m,n) |-hi(m,n + 1)xi(m,n) +

∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n + 1)- ki -∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n) - ki +

∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n + 1)- aij - bi -

∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n) - aij - bi  -∑

i = 1

N2

|| ei(m,n) ≤

∑
i = 1

N2

| (ξiλi - ki - xi
Τ(m,n)xi(m,n))ei(m,n) +

xi
Τ(m,n)xi(m,n)ei(m,n) - hi(m,n + 1)⋅

（7）
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|xi(m,n) +∑
i = 1

N2

||-(ki(m,n) - ki)ei(m,n)   +

∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n + 1)- ki -∑
i = 1

N2 1
μ

||ki(m,n) - ki +

ξi∑
i = 1

N2∑
j = 1

N2

|| (bij(m,n) - aij - bi)Γyj(m,n) +

 ∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n + 1)- aij - bi  -

∑
i = 1

N2∑
i = 1

N2 1
β ||bij(m,n) - aij - bi   -∑

i = 1

N2

|| ei(m,n)

（10）

定义反馈强度 ki(m,n) 和响应网络中待定的耦

合矩阵 bij(m,n) 的自适应律，以及自适应标度函数

h(m,n)如下

ki(m,n + 1)= ±(1 - μ || ei(m,n) ) ⋅ ||ki(m,n) - ki + ki  
   i = 1,2,⋯N2

bij(m,n + 1)= ±(1 - ξi β ||Γyj(m,n) ) ⋅
||bij(m,n) - aij - bi + aij + bi       i = 1,2⋯N2

（12）
hi(m,n + 1)= xi

Τ(m,n)xi(m,n)ei(m,n)xi
-1(m,n)

   i = 1,2⋯,N2
将上述自适应律及标度函数代入式（10）中，则

可得到

ΔV =∑
i = 1

N2

|| (ξiλi - ki - xi
Τ(m,n)xi(m,n))ei(m,n) -

∑
i = 1

N 2

|| ei(m,n) =∑
i = 1

N2 ( || ξiλi - ki - xi
Τ(m,n)xi(m,n) - 1)⋅

|| ei(m,n)
（14）

选取适当的 ki ，使 || ξiλi - ki - xi
Τ(m,n)xi(m,n) -

1≤0 ，即 ΔV≤0 ，因此驱动网络（1）和响应网络（3）
实现了同步。

2 仿真模拟与讨论

为了验证同步方案的可行性，以一维环形腔激

光器模型和电光双向耦合格子模型构成的离散型

时空网络为例进行仿真模拟。

一维环形腔激光器模型的时空系统可描述为

下列形式
xi(m,n + 1)=(1 - ε1) f1(xi(m,n)) +

ε12 [ f1(xi(m + 1,n)) + f1(xi(m - 1,n))]
  i = 1,2⋯,N1

（15）

其中，n 表示离散化的时间；m 为空间格点坐

标 (m = 1,2⋯,L) ；L 为 系 统 尺 寸 。 f1(xi(m,n)) =
xi(m,n)exp( a1 + xi(m,n) -Δ) ，且系统的参数为 a = 15 ，

ε1 = 0.2 ，Δ = 11。

一维电光双向耦合格子模型的时空系统可描

述成下列形式
yi(m,n + 1)=(1 - ε2) f2(yi(m,n)) +

ε22 [ f2(yi(m + 1,n)) + f2(yi(m - 1,n))]
  i = 1,2⋯,N2

（16）

其中，n 表示离散化的时间，m 为空间格点坐

标 (m = 1,2⋯,L) ，L 为 系 统 尺 寸 。 f2(yi(m,n)) =
12 A[1 - rcos(yi(m,n) + π)] ,且系统的参数为 A = 10 ，

ε2 = 0.4 ，r = 0.8。

选择一维环形腔激光器模型的时空系统作为

驱动网络节点的状态方程，设节点数 N1 = 20 ，一维

电光双向耦合格子模型的时空系统作为响应网络

节点的状态方程，设节点数 N2 = 10 ，将状态方程

（15）和方程（16）分别按照式（1）和式（3）的连接构

成驱动网络和响应网络，即
xi(m,n + 1)=(1 - ε1) f1(xi(m,n)) +
ε12 [ f1(xi(m + 1,n)) + f1(xi(m - 1,n))] +
ξi∑

j = 1

N1
aijΓxj(m,n)   i = 1,2⋯,N1

（17）

yi(m,n + 1)=(1 - ε2) f2(yi(m,n)) +
ε22 [ f2(yi(m + 1,n)) + f2(yi(m - 1,n))] +

  ξi∑
j = 1

N2
bijΓyj(m,n) + ui(m,n)        i = 1,2⋯,N2

（18）

其中，网络耦合强度 ξi = 0.004 ，驱动网络的耦合配

置矩阵采用单向星形结构，即

（11）

（13）

荣婷婷：节点数不同的不确定激光时空网络的标度函数投影同步 35



光 电 技 术 应 用 第32卷

响应网络中待定的耦合配置矩阵可由式（12）
确定，即

bij(m,n + 1)= ±(1 - ξi β ||Γyj(m,n) ) ⋅
||bij(m,n) - aij - bi + aij + bi  i = 1,2⋯N2

（19）
选取参数 β = 1.6 ，bi = 2.8 ，为简单起见，选取

内耦合矩阵 Γ 为对角元素为 1的对角矩阵。按照式

（4），网络的同步误差方程为

ei(m,n) = yi(m,n) - hi(m,n)xi(m,n)      i = 1,2,⋯N2
（20）

上式中的标度函数可由式（13）确定，即

hi(m,n + 1)= xi
Τ(m,n)xi(m,n)ei(m,n)xi

-1(m,n)    
   i = 1,2⋯,N2

（21）
按照式（8），自适应控制器构造成如下形式

ui(m,n) = -[(1 - ε2) f2(yi(m,n) + ε22 ( f2(yi(m + 1,n) +
f2(yi(m - 1,n))]+hi(m,n)[(1 - ε1) f1(xi(m,n) +
ε12 ( f1(xi(m + 1,n) + f1(xi(m - 1,n))] +
hi(m,n)ξi ∑

j =N2 + 1

N1
aijΓxj(m,n) -ki(m,n)ei(m,n) -

ξi∑
j = 1

N2
biΓyj(m,n)             i = 1,2⋯,N2

（22）

上式中的反馈强度可由式（11）确定，即

ki(m,n + 1)= ±(1 - μ || ei(m,n) ) ⋅ ||ki(m,n) - ki  + ki

     i = 1,2,⋯N2
这里选取参数 μ = 0.02 。根据式（14），通过计算，参

数 ki 的取值范围为 -1.25≥ki ≥-3.25。在这个范围

内，任意选取参数 ki = -1.5。

在仿真模拟过程中，网络节点的状态方程的空间

坐标被分为 m = 100 个格点，周期性边界条件为

xi(0,n) = xi(m,n) = 0 (i = 1,2⋯,20) ；yi(0,n) = yi(m,n) = 0
(i = 1,2⋯,10) ； ki(0,n) = ki(m,n) = 0 (i = 1,2⋯,10) ；

bij(0,n) = bij(m,n) = 0(i, j = 1,2⋯,10 )；hi(0,n) = hi(m,n) =
0 (i = 1,2⋯,10)。

节点状态变量 xi(m,n) 和 yi(m,n) 的初始值在

(-1.5,1.5) 区间内随机选取，反馈强度的初始值

ki(m,n) 在 (0.1,0.4) 区间内随机选取，耦合配置矩阵

元 bij(m,n) 的初始值在 (0,0.1) 区间内随机选取，标

度函数 hi(m,n) 的初始值在 (0,1) 区间内随机选取。

驱动网络和响应网络的误差随时空演化规律如

图 1~图 10所示。由图可知，误差 ei(m,n) 随时空的

演化在初始阶段有明显的差异。当时间序列达到

50时，网络间的误差逐渐稳定并趋于零，说明两个

离散型不确定时空网络达到了同步。
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图1 误差 e1(m,n)随时空的演化

（23）
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仿真模拟发现，当网络达到同步时，100个空间

格点的自适应律及标度函数随时间演化的趋势大

致相似，最后都趋近于定值。图 11~图 12展示的是

其中任意一个格点数 m = 45时，待定的耦合配置矩

阵元 bij(m,n)和反馈强度 ki(m,n)的识别过程。
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图2 误差 e2(m,n)随时空的演化
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图3 误差 e3(m,n)随时空的演化
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图4 误差 e4(m,n)随时空的演化
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图5 误差 e5(m,n)随时空的演化
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图6 误差 e6(m,n)随时空的演化
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图7 误差 e7(m,n)随时空的演化
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图8 误差 e8(m,n)随时空的演化
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图9 误差 e9(m,n)随时空的演化
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图10 误差 e10(m,n)随时空的演化
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由图可知，耦合配置矩阵元和反馈强度在初始

阶段有明显的波动。经过一个短暂的过渡阶段之

后，待定的耦合配置矩阵元和反馈强度收敛于确定

值并在之后无波动，说明对耦合配置矩阵元和反馈

强度的识别是有效的。

3 结 论

研究了具有自适应标度函数的一类节点数不

同的离散型不确定时空网络的投影同步问题。通

过设计适当的控制器，不但实现了节点数不同的离

散型不确定时空网络的投影同步，而且表示网络拓

扑结构的耦合矩阵元、反馈强度以及标度函数也被

同时确定。选取一维环形腔激光器模型和电光双

向耦合格子模型构成的时空网络为例进行了仿真

实验，网络节点数目根据实际需要任意设定，验证

同步方法的可行性。结果表明，不确定时空网络的

同步性能非常稳定。此外还发现，只要参数 ki 在同

步条件下推导出的取值范围内取任意值，驱动和响

应网络间便可以实现同步，并且节点数的不同不影

响同步的稳定性，说明该方法有一定的普适性。
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