
近年来，复杂网络在物理学、数学、生物学、工

程学以及社会科学等领域的应用极其广泛，而且在

现实世界里也无处不在，例如万维网、电网、科学合

作网、生物神经网络以及社会网络等 [1- 5]。由此可

见，复杂网络在众多生产技术领域中占有着非常重

要的地位，因此引起了研究者们对复杂网络研究的

青睐。在自然界中，复杂网络的同步现象也很常

见，因此在研究复杂网络时对同步现象的研究尤为

重要。

对于复杂网络同步现象的研究，最早可以追溯

到Huygens对耦合摆的研究。在此之后，Peroca和
Carroll通过驱动和耦合技术使混沌系统达到了完全
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同步，并且首次在电子电路中观察到了混沌同步的

现象[6-10]。此后，对同步的相关研究激起了众多领域

研究者们的兴趣。随着对复杂网络同步研究的深

入，许多同步方法已经被学者们研究并报道，主要

为以下的几个不同类型：完全同步，相位同步，滞后

同步，投影同步，聚类同步等[11]。

聚类同步是将复杂网络中的节点分成若干个

聚类，具有相同动力学特征的节点构成一个聚类。

聚类同步可以实现每个聚类内部节点的同步，也可

以实现每个聚类内部的各个节点和某个动力学系

统的同步，但不同聚类节点之间的同步是不能实现

的。综上所述，聚类同步的研究具有重要的理论意

义和实际的应用价值。因此，聚类同步的这种分类

的特征引起了很多国内外研究者的兴趣 [12- 15]。例

如，Ma等人研究了带有牵制控制的定向复杂动态网

络的聚类同步 [16]。Zhang等人研究了带有外部干扰

和通讯延迟的耦合脉冲控制器的指数聚类同步 [17]。

Wang等人通过设计更新规则实现了不确定动态系

统的非线性耦合时滞网络的聚类同步[18-21]。Tang和
Feng等人对带有不确定节点的时滞和非时滞复杂

网络，通过设计自适应更新规则，使其达到聚类同

步 [22]。Wu等人研究带有不同节点的社区网络之间

的聚类投影同步和在牵制控制下的线性耦合复杂

网络的聚类同步 [23-25]。Cai等人对具有时变脉冲干

扰的不确定网络的聚类同步进行了研究 [26]。Jiang
等人根据有限时间同步控制技术和 Lyapunov稳定

性定理对有限时间复杂动态网络的自适应投影同

步进行了研究 [27]。Su等人考虑了离散型自适应牵

制控制动态网络的聚类同步，并针对无向网络的聚

类同步提出了一个新的离散反馈控制方案[28-30]。

以上研究成果对网络聚类同步的深入研究起

到了推动作用，但也存在一些局限性[31]。例如，上述

同步研究的对象大多数是时间连续的复杂网络，结

构一般都是相同的。但实际应用中，有很多网络是

离散型的，而且聚类的节点也可能和目标系统具有

不同的结构 [32-33]。由此可见，上述的同步原理不能

普遍适用，特别是关于异结构离散型时空网络的聚

类同步研究还相对较少。因此，关于复杂网络的聚

类同步研究有待于提出一些新的改善方案。

基于上述讨论，文中进行了异结构离散型时空

网络的聚类同步研究。利用 Lyapunov定理构造合

适的Lyapunov函数，从而实现了离散型时空网络与

目标系统的聚类同步。同时，设计了网络中变化参

量的识别函数和网络同步控制器。在数值模拟中，

选用具有时空混沌行为的激光相位共轭波空间扩

展系统、Gibbs电光时空混沌模型、Bragg声光时空混

沌模型作为三个聚类的网络节点，以单向耦合映像

格子的动力学方程作为目标系统，通过仿真模拟验

证其同步原理是可行的。所设计的同步技术既适

用于同结构网络的同步也适用于异结构网络的同

步，具有一定的普适性。

1 网络同步方案的设计

假设考虑的网络共有 N 个节点，可以分成 p个

聚类，即 l = 1,2,⋯,p ,用 Bl 表示第 l 个聚类的节点

数目，且 B1 +B2 +⋯+Bp =N ，定义 Gl 是第 l 个聚类

的指标集。

则 l = 1时，Gl ={ }1,2,⋯,B1

l = 2 时，Ui ={ }B1 + 1,B1 + 2,⋯B1 +B2

⋮
l = l 时，Gi ={B1 +B2 +⋯+Bl - 1 + 1,B1 +B2 +

}⋯+Bl - 1 + 2,⋯B1 +B2⋯+Bl

⋮
l = p时，Gi ={B1 +B2 +⋯+Bp - 1 + 1,B1 +B2 +

}⋯+Bp - 1 + 2,⋯B1 +B2⋯+Bp

聚类网络示意图如图1所示。

设离散型网络的第 i个节点方程表达式为
xi(m,n + 1)= fi(xi(m,n)) +

ξi∑
j = 1

N

aij xj(m,n) + ui(m,n) ，    i = 1,2,...N （1）
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其中，m表示空间格点的位置坐标 (i = 1,2,...S)，S为

系统的尺寸；n表示离散化的时间步数；xi(m,n)∈ RM

为系统的状态变量；f (xi(m,n)) 为第 i 个节点的系统

方程；ξi 为耦合强度；ui(m,n) 是网络控制器；

A =(aij)N ×N 是耦合矩阵，其中矩阵元 aij 满足：如果第 i

个节点与第 j 个节点存在连接 (i≠ j) ，aij≠ 0 ，否则

aij = 0。并且耦合矩阵的对角元定义为

aii = - ∑
j = 1, j≠ i

N

aij,    i = 1,2,...N （2）
设目标系统的动力学方程为

sl(m,n + 1)= g(sl(m,n)) （3）
定义网络和目标系统的误差为

ei(m,n) = xi(m,n) - sl(m,n) （4）
则有

ei(m,n + 1)= xi(m,n + 1)- sl(m,n + 1) （5）
将式（1）和式（3）代入到式（5）中，有下式
ei(m,n + 1)= fi(xi(m,n)) - g(sl(m,n)) +

ξi∑
j = 1

N

aij xj(m,n) + ui(m,n) （6）

构造网络的Lyapunov函数如下

V(m,n) = || ei(m,n) +φi(m,n) + δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki （7）
这里的 ki 是可以随时间变化的参量，k

∧
i(m,n)通过追

踪得到确定的 ki ，实现通过调节 ki 来达到网络和目

标系统的聚类同步；φi(m,n) 是待定的函数，它的演

化关系设为

φi(m,n + 1)=φi(m,n) +σiei(m,n) …… （8）
由式（7）可以进一步获得下式
ΔV = V(m,n + 1)- V(m,n) =

|| ei(m,n + 1)+φi(m,n + 1) + δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n + 1)- ki -
  || ei(m,n) +φi(m,n) - δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki

（9）
将式（6）、式（8）代入到式（9）中得到下式

ΔV = | fi(xi(m,n)) - g(sl(m,n)) +
ξi∑

j = 1

N

aij xj(m,n) + ui(m,n) +φi(m,n) +
         |σiei(m,n) + δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n + 1)- ki -
|| ei(m,n) +φi(m,n) - δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki

（10）

由式（4）可知

∑
j = 1

N

aij xj(m,n) =∑
j = 1

N

aij ej(m,n) +∑
j = 1

N

aij sl(m,n) …（11）
将式（11）代入到式（10）中可以得到

ΔV = |
|
|| fi(xi(m,n)) - g(sl(m,n)) + ξi∑

j = 1

N

aij ej(m,n) +

         |

|
||ξi∑

j = 1

N

aij sl(m,n) + ui(m,n) +φi(m,n) +σiei(m,n) -

         || ei(m,n) +φi(m,n) + δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n + 1)- ki -
δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki  
将∑

j = 1

N

aij ej(m,n) 对角化后，式（12）可改写为如下

形式

ΔV = | fi(xi(m,n)) - g(sl(m,n)) +(ξiλi +σi)ei(m,n) +
         |

|
||ξi∑

j = 1

N

aij sl(m,n) + ui(m,n) +φi(m,n) -

         || ei(m,n) +φi(m,n) + δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n + 1)- ki -
δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki  
设计控制器 ui(m,n)的形式如下

ui(m,n) = -fi(xi(m,n)) + g(sl(m,n)) - ξi∑
j = 1

N

aij sl(m,n) -
               kiei(m,n) +(ξiλi +σi - k

∧
i(m,n) - 1)φi(m,n)

（14）
将式（14）代入式（13）可以得到

ΔV = | (ξiλi +σi)ei(m,n) +(ξiλi +σi - k
∧

i(m,n))φi ⋅
        (m,n) |-kiei(m,n) - || ei(m,n) +φi(m,n) + 
      δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n + 1)- ki  - δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki =
|
|
| (ξiλi +σi - k

∧
i(m,n))(ei(m,n) +φi(m,n)) +

|
|
|(k∧ i(m,n) - ki)ei(m,n) - || ei(m,n) +φi(m,n) +

      δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n + 1)- ki  - δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki

…………………………………………………（15）
由不等式特性，可以得到下式

ΔV≤( |
|
||

|
| ξiλi +σi - k

∧
i(m,n) - 1) || ei(m,n) +φi(m,n) +

           || ei(m,n) |
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki + δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n + 1)- ki  -
δi

|
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki

（12）

（13）

（16）
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定义识别未知参量的函数形式为

ki

∧ (m,n + 1)= ki +Di(m,n)(ki

∧ (m,n) - ki) （17）
将式（17）代入式（16）可以得到

ΔV≤( |
|
||

|
| ξiλi +σi - k

∧
i(m,n) - 1) || ei(m,n) +φi(m,n) +

         ( || ei(m,n) + δi ||Di(m,n) - 1)  |
|
||

|
| k
∧

i(m,n) - ki

…………………………………………………（18）
显然，只要满足下式

|
|
||

|
| ξiλi +σi - k

∧
i(m,n) - 1≤0

|| ei(m,n) + δi( ||Di(m,n) - 1)=0
（19）

就有

ΔV≤0 （20）
根据 Lyapunov定理，网络和目标系统实现了聚

类同步。

根据式（19）可以得到

||Di(m,n) = 1 - || ei(m,n)
δi

（21）
即

k
∧

i(m,n) = ki + (1 - || ei(m,n)
δi

)(k∧ i(m,n) - ki) （22）
或者

k
∧

i(m,n) = ki - 1
δi

(1 - || ei(m,n) )(k∧ i(m,n) - ki) （23）

2 数值模拟和分析

在数值仿真部分，取 N = 14 个节点构成时空网

络，以此验证上述原理的有效性。

将 14个节点按照图 1所示分成三个聚类，第一

个聚类含有四个节点，节点动力学方程是 Bragg声
光时空混沌模型。第二个聚类含有五个节点，节点

动力学方程是具有时空混沌的激光相位共轭波空

间扩展系统的状态方程。第三个聚类含有五个节

点，节点动力学方程是 Gibbs电光时空混沌模型。

目标系统是单向耦合子映像格子动力学方程。

聚类1中，Bragg声光时空混沌模型为

xi(m,n + 1)=(1 - ε1)π[r - μsin2(xi(m,n) - Vb)] +
   ε1π[r - μsin2(xi(m - 1,n) - Vb)] （24）

其中，系统的参量 r = 0.5，μ = 1.5，Vb = 0.25π ，空间

离散点间的耦合强度因子 ε1 = 0.4 时对应系统的时

空演化如图2所示。

聚类 2中，激光相位共轭波空间扩展系统的状

态方程为

xi(m,n + 1)=(1 - ε2)ωJ 2
0 [(xi(m,n) -B)12] +

   ε2ωJ
2
0 [(xi(m - 1,n) -B)12]

（25）
其中，J0 表示零级Bessel函数；ε2 是系统的空间离

散点间的耦合强度因子。当 ω = 28 ，B = 1，ε2 = 0.1
时，系统为时空混沌状态，其时空演化如图3所示。

聚类3中，Gibbs电光时空混沌模型为

xi(m,n + 1)=(1 - ε3)Asin2(xi(m,n) - xb) +
   ε3Asin2(xi(m - 1,n) - xb) （26）

其中，系统参量 A = 3 ；xb = 0.85π ，空间离散点间的

耦合强度因子 ε3 = 0.4 时对应系统的时空演化如图

4所示。
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图2 Bragg声光时空混沌模型
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图3 激光相位共轭波空间扩展系统混沌模型
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目标系统为单向耦合子映像格子动力学方程为

xi(m,n + 1)=(1 - ε4)[b(e-ax2i (m,n) - x2
i (m,n))] +

   ε4[b(e-ax2i (m - 1,n) - x2
i (m - 1,n))]] （27）

其中，系统参量 a = 10 ，b = 0.8 ，系统的空间离散点

间的耦合强度因子 ε4 = 0.4 时，单向耦合映像格子

的时空演化如图5所示。

按照图 1中三个聚类的网络示意图可以写出各

个节点的连接方式的耦合矩阵 A =(aij)14 × 14 为

…………………………………………………（28）
文中设计控制器的形式如下

ui(m,n) = -fi(xi(m,n)) + g(sl(m,n)) - ξi∑
j = 1

N

aij sl(m,n) -
               kiei(m,n) +(ξiλi +σi - k

∧
i(m,n) - 1)φi(m,n)

（29）
含有未知参量的识别函数 ki

∧ (m,n) 按着式（22）
可表示为

k
∧

i(m,n) = ki + 1
δi

(1 - || ei(m,n) )(k∧ i(m,n) - ki) （30）
其中，识别函数的初值定义为随机值，可调参数取

值为 ki = 0.5和 δi = 2 。

在仿真模拟的过程中，网络节点的状态方程和

目标系统的空间坐标被分为 m = 100 个格点，所有

网络节点的状态方程和目标系统状态变量的初值

都在（-1，1）区间内随机取值。未知参量的初值在

（-2，3）区间内随机取值。网络节点的状态方程和

目 标 系 统 满 足 周 期 性 边 界 条 件 为 ：xi(1,n) = 0
  (i = 1,2…,14)，xi(102,n) = 0  (i = 1,2…,14)；s1(1,n) = 0，
s1(102,n) = 0 ；ki(1,n) = 0  (i = 1,2…,14) ，ki(102,n) = 0
  (i = 1,2…,14)。

图 6~图 19所展示的是聚类中各节点与目标系

统的误差随时间和空间变化的结果。
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从图中可以看出，在网络节点的状态方程和目

标系统状态变量随机取初值的情况下，在时间

n = 10 之前误差有明显的波动，但在此之后非常短

暂的时间内，误差快速的趋于零，表明时空网络达

到了聚类同步。

仿真模拟发现，100个空间格点的不确定参量

kn(i) 随时间变化的趋势大致相似。图 20展示的是

任取空间格点 m = 30 时各个节点的未知参量随时

间的变化规律。

由图可以看出，由于初值不同，未知参量经过

一段时间的波动之后，当时间在 n = 10 附近时未知

参量 kn(i) 最终趋于定值 kn(i) = 0.5，并且在以后的时

间里一直保持稳定状态。因此，通过式（22）可以对

未知参量 kn(i) 进行有效的识别。在数值仿真中发

现，当式（16）成立时，通过调节参量 ξi 、δi 以及 σi ，

可以实现时空网络的聚类同步和未知参量的识别。

3 结 论

研究了异结构离散型时空网络的聚类同步问

题。通过构造 Lyapunov函数设计了网络同步控制

器的表达形式，同时得到了未知参量的更新规则，

并且对未知参量进行了识别。选用具有时空混沌

行为的激光相位共轭波空间扩展系统、Gibbs电光

时空混沌模型、Bragg声光时空混沌模型作为三个

聚类的网络节点，以单向耦合映像格子的动力学方

程作为目标系统为例进行仿真模拟，验证了聚类同

步的有效性。仿真结果表明，对含有不同类型节点

的时空网络加入控制器，经过一段时间的演化，并

且通过调节参量 ξi 、δi 以及 σi ，在时间 n = 10 附近

时未知参量 kn(i) 最终趋于定值 kn(i) = 0.5 ，与此同

时，网络和目标系统之间的误差趋于零，从而表明，

异结构离散型时空网络的聚类同步可以实现。
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