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自然界中的网络同步现象随处可见。网络

同步不仅包括网络与节点间的同步，还包括复杂

网络之间的相互同步。网络之间同步的实例在

自然界中广泛存在，如 SARS病毒、禽流感等疾病

在两个社区之间的传播 [1]；互联网和万维网之间

信息的传播和共享 [2-3]。由此可见，网络之间的同

步研究具有广泛的实际意义。近年来，两个复杂

网络之间的同步问题引起了国内外学者的广泛

关注。Lei等人通过间歇牵制控制来实现两个延

迟复杂动力学网络之间的自适应外同步 [4]；文献

[5]、文献 [6]报导了延迟耦合复杂动力学网络的同

步问题 [5-6]；Wu 等人通过自适应控制实现了具有

不同节点数的广义复杂动态网络的投影滞后同

步 [7-9]；Han 等人研究了具有不同节点数和未知参

量的两个延迟网络的投影同步 [10-11]。

由于实际网络会受到外界的干扰，从而使网

络出现某些不确定性，例如网络节点的参量未知

等。因此，关于识别网络同步中出现的未知参量

问题的研究更具有实际意义。为此，Wei和 Zhou研
究了 Liu 混沌系统的自适应同步及参量识别 [12]；
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Wang等人研究了随机参量未知的两类混沌系统的

自适应修正函数投影滞后同步 [13-14]；Li等人研究了不

同结构的不确定网络群的参量识别与同步[15]。

复杂网络是由大量节点通过边的相互连接构

成，具有复杂的拓扑结构。大多数现有的工作都集

中于具有完全规则拓扑结构的多重边网络研究，例

如星型耦合网络、环状耦合网络等。Li等人利用开

闭环控制器，实现了具有相同拓扑结构的两个复杂

网络之间的同步 [16]。Tang等人实现了两个不同拓

扑结构的复杂网络之间的自适应同步[17]。Zhai等人

对具有相互作用和时变拓扑结构的耦合同线性系

统进行了同步分析[18-20]。网络的拓扑结构常常影响

其功能行为。例如，社会网络的拓扑结构影响信息

和疾病的传播，城市交通网络的拓扑结构影响城市

的经济建设和运行效率 [21-23]。但许多实际的多重边

网络具有不规则或任意拓扑结构。因此，对具有任

意不同拓扑结构的两个多重边复杂网络的同步进

行研究是十分必要的。

尽管目前多重边网络同步问题的研究逐渐受

到人们的关注，但是有关多重边时空网络与网络之

间的同步及参量识别的讨论还相对较少。本章主

要针对两个具有任意不同拓扑结构的激光时空网

络之间的同步及网络节点的参量识别问题进行研

究。基于网络拆分的思想，根据边的性质不同，把

复杂网络拆分成较为简单的子网络。根据 Lyapu⁃
nov稳定性定理，设计网络控制器，从而得出网络同

步的更新规则，使激光时空网络之间达到同步。同

时，还可以对控制器中的未知矩阵元和网络节点方

程中的未知参量进行有效识别。

1 多重边时空网络模型及同步机理

考虑单个节点随时空演化所满足的状态方程为
∂xi(r, t)∂t = f (xi(r, t)) =F(xi(r, t)) +G(xi(r, t))αi （1）

其中，xi =(xi1,xi2,⋯,xin)T∈ Rn, i = 1,2,⋯,N 为第 i 个

节点的状态变量； f ∈ Rn 是连续可微的函数；

F(xi(r, t)) 是方程中不含有不确定参量的部分；

G(xi(r, t)) 是方程中含不确定参量的部分；αi∈ Rn 是

网络第 i个节点系统中的未知参量。

将式（1）所表示的系统作为节点构成多重边网

络，这里考虑多重边网络由 N 个节点，m 个子网络

构成，其驱动网络和响应网络的状态方程分别可以

表示成下列形式
∂xi(r, t)∂t =F(xi(r, t)) +G(xi(r, t))αi +

∑
l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N

a(l)ijHl xj(r, t - τl) (i = 1,2,...,N)
（2）

∂yi(r, t)∂t =F(yi(r, t)) +G(yi(r, t))αi +
∑
l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N

b(l)ijHl yj(r, t - τl) + ui(r, t)
(i = 1,2,...,N)

（3）

其中，τl > 0(l = 1,2,⋯,m - 1)是第 l个子网络相对于不存

在 时 滞 的 零 子 网 络 (τ0 = 0) 的 时 滞 时 间 ；

Hl(l = 0,1,⋯,m - 1)为网络内部耦合矩阵；ui(r, t)是响应

网络第 i个节点的控制器。 A(l) =(a(l)ij)N ×N(l = 0,1,...,m - 1)
和B(l) =(b(l)ij)N ×N(l = 0,1,...,m - 1)分别是驱动网络和响应

网络第 l个子网络的拓扑结构。以驱动网络拓扑结构

a(l)ij 为例，若节点 i 与节点 j ( j≠ i) 之间有连接且连

接的边数量为 k ，则 a(l)ij = a(l) ji = k ；若两节点之间无

连接，则 a(l)ij = a(l) ji = 0 ，并且有 a(l)ii = - ∑
j = 1, j≠ i

N

a(l)ij 。图1、
图 2所示为驱动网络和响应网络的任意拓扑结构图

(N = 10,m = 2)。
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图2 响应网络
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上图实线部分为 τl = τ0 的零子网络，虚线部分

为 τl = τ1 的子网络。

网络节点间采取双向连接。以驱动网络中零
子网络的第一个节点为例构造拓扑结构，第一个节
点与第三个节点有一条边连接，则 a(0)13 = 1，与第二

个节点没有连接，则 a(0)12 = 0 ，第一个节点与其他节

点一共有一条边连接，则 a(0)11 = -1。

根据图 1、图 2网络节点间的连接，驱动网络的
两个子网络的拓扑结构分别为
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（4）

响应网络的两个子网络的拓扑结构分别为
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（5）

为了使驱动网络和响应网络达到同步，定义网

络之间的误差变量为

ei(r, t) = yi(r, t) - xi(r, t) （6）
ei(r, t - τl) = yi(r, t - τl) - xi(r, t - τl)

1 ≤ i≤N,1 ≤ l≤m - 1 （7）
则误差随时空的演化关系可以表示为

∂ei(r, t)∂t =F(yi(r, t)) -F(xi(r, t)) +
[G(yi(r, t)) -G(xi(r, t))]αi +

               ∑
l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N

b(l)ijHl yj(r, t - τl) -

∑
l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N

a(l)ijHl xj(r, t - τl) +
              ui(r, t)     i = 1,2,⋯,N
下面的工作是设计控制器 ui(r, t) ，使响应网络

（3）与驱动网络（2）趋于同步，即满足下式

lim
t→∞  ei(r, t) = 0 ，1≤ i≤N （9）
为此，构造网络的Lyapunov函数为

V(r, t) = 12∑i = 1

N

eTi (r, t)ei(r, t) +
12λ∑l = 0

m - 1 ∑
i = 1

N∑
j = 1

N (b(l)ij + ĉ(l)ij - a(l)ij)2 +

            12η∑i = 1

N (α̂i -αi)T (α̂i -αi) +
12∑l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N ∫t - τlt

ej
T (r,θ)ej(r,θ)dθ

……（10）

上式中，α̂i 代表驱动网络和响应网络节点系统中未

知参量 αi 的辨识量。

V 的导数是
∂V(r, t)

∂t =∑
i = 1

N

eTi (r, t)∂ei(r, t)∂t +
1
λ∑l = 0

m - 1 ∑
i = 1

N∑
j = 1

N (b(l)ij + ĉ(l)ij - a(l)ij)∂ĉ(l)ij
∂t +

               1
η∑i = 1

N (∂α̂i∂t )T (α̂i -αi) +

12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N [eTj (r, t)ej(r, t) -
               eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl)]

（11）

将式（8）代入式（11）中得
∂V(r, t)

∂t =∑
i = 1

N

eTi (r, t)[F(yi(r, t)) -F(xi(r, t)) +
[G(yi(r, t)) -G(xi(r, t))]αi +
∑
l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N

b(l)ij Hl yj(r, t - τl) -

∑
l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N

a(l)ij Hl xj(r, t - τl) + ui(r, t)] +

               1
λ∑l = 0

m - 1 ∑
i = 1

N∑
j = 1

N (b(l)ij + ĉ(l)ij - a(l)ij)∂ĉ(l)ij
∂t +

（12）

（8）
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1
η∑i = 1

N (∂α̂i∂t )T ×(α̂i -αi) +

12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N [eTj (r, t)ej(r, t) - eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl)]
设计以下更新规则为

ui(r, t) =∑
l = 0

m - 1∑
j = 1

N

ĉ(l)ijHl yj(r, t - τl) -[G(yi(r, t)) -
G(xi(r, t))]α̂i - εiei(r, t)

（13）

∂α̂i∂t =η[G(yi(r, t)) -G(xi(r, t))]T ei(r, t) （14）
∂ĉ(l)ij
∂t = -λeiT (r, t)Hlyj(r, t - τl) （15）

其中，εi 是一个正常数。

把上述更新规则代入式（12）中，可得到
∂V(r, t)

∂t =∑
i = 1

N

eTi (r, t)[F(yi(r, t)) -F(xi(r, t)) +
[G(yi(r, t)) -G(xi(r, t))]αi +
∑
l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N

b(l)ij Hl yj(r, t - τl) -

∑
l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N

a(l)ij Hl xj(r, t - τl) +

∑
l = 0

m - 1∑
j = 1

N

ĉ(l)ijHl yj(r, t - τl) -
[G(yi(r, t)) -G(xi(r, t))]α̂i - εiei(r, t)]-

           ∑
l = 0

m - 1∑
i = 1

N∑
j = 1

N

ei
T (r, t)(b(l)ij + ĉ(l)ij - a(l)ij)Hlyj(r, t - τl) +

∑
i = 1

N

eTi (r, t) ×[G(yi(r, t)) -G(xi(r, t)](α̂i -αi) +
12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N [eTj (r, t)ej(r, t) - eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl)] =

∑
i = 1

N

eTi (r, t)[F(yi(r, t)) -F(xi(r, t)) -
∑
l = 0

m - 1 ∑
j = 1

N

a(l)ij Hl xj(r, t - τl) -εiei(r, t)] +

∑
l = 0

m - 1∑
i = 1

N∑
j = 1

N

ei
T (r, t)a(l)ijHl yj(r, t - τl) +

12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N [eTj (r, t) × ej(r, t) - eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl)]
（16）

假设1 假设存在非负常数 ξi ，满足∀ t ∈ R+ ，有

 F(yi(r, t)) -F(xi(r, t)) ≤ξi( yi(r, t) - xi(r, t) ), i = 1,2,[ ⋯,N]
引理1 ∀ x,y ∈ Rn ，有

2XTY≤XT X + YTY

将假设 1 代入到式（16）中，可以得到下面的

等式
∂V(r, t)

∂t ≤∑
i = 1

N

ei
T (r, t)(ξi - εi)ei(r, t) +

∑
l = 0

m - 1 ∑
i = 1

N∑
j = 1

N

ei
T (r, t)[a(l)ij Hl yj(r, t - τl) -

         a(l)ij Hl xj(r, t - τl)] + 12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N [eTj (r, t)ej(r, t) -
         eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl)] ≤
         ∑

i = 1

N

ei
T (r, t)(ξi - εi)ei(r, t) +

∑
l = 0

m - 1 ∑
i = 1

N∑
j = 1

N

ei
T (r, t)a(l)ij Hlej(r, t - τl) +

          12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N [eTj (r, t)ej(r, t) -
eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl)]

（17）

将引理1代入到式（17）中，有下式
∂V(r, t)

∂t ≤∑
i = 1

N (ξi - εi) ei(r, t) 2 +
12∑l = 0

m - 1 ∑
i = 1

N∑
j = 1

N

ei
T (r, t)a(l)ij HlHl

Ta(l)ij
T ei(r, t) +

           12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N

eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl) +

12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N [eTj (r, t)ej(r, t) - eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl)] ≤

            ∑
i = 1

N (ξi - εi) ei(r, t) 2 +
12∑l = 0

m - 1 ∑
i = 1

N∑
j = 1

N

a(l)ij
2 Hl

2 ei(r, t) 2 +

           12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N

eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl) +

12∑l = 0

m - 1∑
j = 1

N [eTj (r, t)ej(r, t) - eTj (r, t - τl)ej(r, t - τl)] =

           ∑
i = 1

N (ξi - εi) ei(r, t) 2 +∑
i = 1

N

h ei(r, t) 2 +
           12∑j = 1

N

eTj (r, t)ej(r, t) =

           ∑
i = 1

N (ξi - εi + h) ei(r, t) 2 + 12∑j = 1

N

eTj (r, t)ej(r, t)
（18）

其中，h = max1≤ i≤N

ì
í
î

ü
ý
þ

∑
j = 1

N 12 a(l)ij
2 Hl

2
。若 εi 取足够大的值
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满足
∂V(r, t)

∂t ≤0 ，即式（9）成立，则驱动网络和响应

网络达到同步。

2 数值仿真

假设网络有 10 个节点，2 个子网络，用含有增

益介质的环形腔激光器模型作为网络节点进行数

值模拟，对以任意拓扑结构连接的多重边网络的同

步原理进行验证。

驱动网络节点以图 1连接方式，响应网络节点

以图 2连接方式为例进行数值模拟，则驱动网络拓

扑结构为 a(0)ij 和 a(1)ij ，响应网络拓扑结构为 b(0)ij 和

b(1)ij 。

驱动网络可以表示为
∂xi(r, t)∂t = xi(r, t)exp( α1 + xi(r, t) - Γ)+

Di∇ 2xi(r, t) +∑
j = 1

N

a(0)ijH0xj(r, t) +

             ∑
j = 1

N

a(1)ijH1xj(r, t - τ1)
（19）

其中，参量 α 表示增益系数；Γ 表示腔损耗；Di 为

空间衍射耦合系数。

相应的响应网络为
∂yi(r, t)∂t = yi(r, t)exp( α1 + yi(r, t) - Γ)+Di∇ 2yi(r, t) +

∑
j = 1

N

b(0)ijH0yj(r, t) +∑
j = 1

N

b(1)ijH1yj(r, t - τ1) + ui(r, t)
系统的参量分别取 α = 15 ，Γ= 11 ，Di = 0.2 ，

更新规则中的常数取 εi = 2 ，η = 2 ，λ = 1.5 。应

用式（13）~式（15）中的更新规则，可以对系统中

任意参量进行有效识别。这里设定 Di 为需要识

别的未知参量。其中初始条件 xi(r,0) 和 yi(r,0) 在
[0 1]区间任意取值，Di(r,0) 在区间[0.2 0.201]之间

取值。假设空间取 100 个网络格点，周期性边界

条 件 为 xi(1, t) = xi(102, t) = 0 ，yi(1, t) = yi(102, t) = 0 ，

di(1, t) = di(102, t) = 0 ，时滞时间 τ1 = 0.02 。式（20）中

的控制器 ui(r, t) 用式（13）表示，控制器中的未知矩

阵元可以表示为式（15），参数识别器为式（14）。通

过设计合适的网络控制器，在驱动网络和响应网络

节点状态方程有未知参量的情况下，使驱动网络

（19）和响应网络（20）达到完全同步，同时未知参量

Di 得到有效识别。

为了使同步效果更明显，取空间任一格点进行

数值模拟，例如取第 100 个网络格点，如图 3所示为

时滞 τl = τ0 时，两个多重边时空网络的同步误差

ei(r, t) 随时间的演化。图 4为时滞 τl = τ1 时的同步

误差 ei(r, t - τ1)随时间的演化。

由图 3和图 4可以看出，两图的误差曲线完全

相同，说明两个多重边时空网络的同步效果与时滞

时间无关。同步误差在 t = 4 之前的初始阶段有一

定程度的振荡，随着时间的演化很快收敛于零，即

两个网络达到同步。文中以 10 个节点为例，进行数

值仿真。矩阵元的识别如图5~图6所示。
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图3 误差 ei(r, t)随时间的演化
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图4 误差 ei(r, t - τ1)随时间的演化
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图5 矩阵元 c(0)ij 的识别

（20）
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t = 3 之前，控制器中的未知矩阵元有一定程度

的振荡，经过短暂的时间后，各个矩阵元趋于稳定，

即未知矩阵元得到有效识别。网络控制器中出现了

未知矩阵元，由式（15）可以看出，只要驱动网络和响

应网络确定，矩阵元就能得以有效识别。如图 7所

示，基于式（13）~式（15）的更新规则，未知参量在短

暂的时间内从最初选取的任意值逐渐趋于给

定值 0.2 ，说明在此过程中未知参量得以识别。

3 结 论

研究了具有任意不同拓扑结构的多重边激光

时空网络之间的同步及网络节点的参量识别问

题。通过构建合适的Lyapunov函数，得到网络的自

适应控制器，使得时空动态响应网络与驱动网络之

间逐渐达到了同步状态。同时，网络节点的未知参

量得以有效识别。基于上述理论，选取环形腔激光

器模型作为网络节点，节点之间以任意不同拓扑结

构进行连接，构造两个多重边网络进行数值仿真，

从而对所设计的同步方案进行验证。结果表明，加

入有效的网络控制器后，经过短暂的时间演化，两

个多重边激光时空网络之间的误差逐渐趋于零，即

两个网络达到同步。同时，网络节点的未知参量从

最初给定的任意值趋于一个定值，从而证明了该同

步方案的正确性与有效性。
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