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结构可靠性分析是结构安全评估的重要组成

部分，为改进设计、提高产品质量提供方法和依

据。结构可靠性分析 [1]主要包括两部分内容：一是

失效模式确定（即建立结构各失效模式的极限状态

方程）；二是结构失效概率求解。在随机不确定性

模型出现早期，人们的主要精力都放在模式失效概

率计算方法上。方法包括两大类：第一类是解析法 [2]，

如计算单个模式的一次二阶矩法、二次可靠性方

法、组合超平面法以及计算多个模式的一阶边界

法、二阶窄边界法以及三阶高精度法等；第二类为

数值方法，包括数值积分法与数值模拟法，失效概

率是基本变量的联合概率密度函数在失效域中的

积分，据此定义，人们发展了各种的数值积分法，如

“M 空间”数值积分法 [8]，降阶积分法 [9]等；数值模拟
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法是根据基本变量的联合概率密度函数投点来模

拟基本变量的分布，以落入失效域的点数与总投点

数之比作为 pf 的估计值，由大数定理可知，该估计

值依概率收敛于 pf ，而这种数值模拟法在失效概

率较小时计算工作量很大，因为要得到收敛的 pf ，

总的投点数为 N ≥ 100/pf ，而大部分实际结构的 pf

值一般都是很小的，针对直接数值模拟法的缺陷，

人们又提出了各种改进的数值模拟方法，包括重要

抽样法、分层抽样法、条件期望值法、公共随机数法 [10]

等。这些改进的方法针对不同的具体问题都达到

了提高抽样效率、减小估计值方差的目的，其中以

重要抽样法的研究最为广泛。同时针对隐式极限

状态函数的问题，还研究了各种替代模型，有响应

面法 [16]、支持向量机 [18]、神经网络 [19]、kriging 方法 [20]

等，来替代未知的功能函数，求解失效概率。虽然

解析法结果准确，但是对于复杂问题，难以推导其

精确表达式，应用范围有限。数值方法得到广泛

应用，并随着计算机技术的发展其结果也越来越

准确。

1986年，Ushakov提出了通用生产函数（universal
generating function，UDF，也称为 μ 函数）的概念 [21]，

Gendenko和 Uskakov在文献 [22] 中介绍该方法的数

学推导。基于 μ函数的可靠性分析近年来主要用

于分析系统的可靠性，1996 年 Lisnianski 等将这种

方法首次应用到电力系统的可靠性分析中去，后续

该方法被广泛应用到电力系统可靠性领域 [23]。文献

[25]主要是用它来分析其他领域的多态系统可靠

性，尤其是针对系统具有复杂的逻辑组成关系，该

方法的优势明显。同时文献 [26]用该方法分析串并

联多态系统可靠性。文献 [27]综合马尔科夫连和 μ
函数方法分析了核反应堆的多态系统可靠性。

关于 μ函数方法在结构可靠性分析方面还鲜

有研究，主要因为结构可靠性分析中随机变量通常

以连续概率分布函数描述，而基于 μ函数的方法是

以 z 变化为理论基础，研究对象是离散变量。同

时，系统与部件之间的结构逻辑关系用 μ函数方法

有明确的结构逻辑关系算子来描述，而对于结构的

极限状态函数代数运算法则，用 μ函数计算需要重

新确定。针对前述问题，提出用 μ函数方法对结构

的可靠性进行研究，首先将连续随机变量进行随机

离散化，建立离散随机变量的 μ函数模型，其次根

据结构的极限状态函数，结合 μ函数的特性，确定

了结构输入和输出不确定性之间的逻辑算法，经过

传递计算，得到结构输出的 μ函数模型，根据可靠

性指标，完成可靠性分析，为结构可靠性分析提供

了新方法。

1 基于 μ 函数的结构可靠性分析方法

1.1 结构可靠性分析问题的描述

假设所研究结构的模型功能函数为 g( )x ，其中

x = [x1,x2 , ...,xn]T 是随机输入变量向量，随机输入向

量 x 的联合概率密度函数为 f (x) ，且记 g(x) ≤ 0 为

失效域 F ，g(x) > 0 为安全域 S 。则失效概率 pF 可

表示为下式

pF = ∫g(x) ≤ 0 f (x)dx = ∫Rd
IF (x) f (x)dx ………（1）

其中，IF [x] 为指示函数，当 x ∈ F 时，IF [x] = 1 ；否

则，IF [x] = 0 。

对于结构可靠度 A 表示为

A = 1 - pF …………………………………（2）
其意义为在规定使用条件、时间内，结构完成

既定功能的概率。

1.2 随机变量的 μ 函数模型

（1）离散随机变量 μ函数模型

设 离 散 随 机 变 量 X 的 可 能 实 现 值 为

(x1,x2 ,⋯xN ) ，与其对应的概率为 (p1,p2 ,⋯pN ) 。则离

散型随机变量 X 的 μ函数模型定义为

μx( )z =∑
i = 1

N

pi z
xi ……………………………（3）

且 ∑
i = 1

N

pi = 1 ……………………………（4）
其中，μx( )z 为离散型随机变量 X 的 μ函数模型；xi

（ i = 1,2,⋯,N,N 为事件总数）是随机变量 X 可能存

在的状态；pi 是随机变量 xi 事件的概率。

（2）连续随机变量 μ函数模型

在结构可靠性分析中，随机变量通常描述材料

及载荷的随机、工程数据的不完备、分析模型的不

确定以及人为误差等。随机变量不确定性是根据

可靠性试验数据的概率统计规律得到的，即服从特

定分布类型的连续变量描述。而 μ函数是以处理

离散信号的 z 变化为理论基础，因此，为了将 μ函数

方法推广到结构可靠性分析中，需将连续随机变量
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进行随机离散化。

设连续随机变量 v 的概率密度函数为 f (v) 。
变量在任意离散点 (v1,v2 ,…vk) 上的概率理论上为

0。因此，定义离散型随机变量 x ，如果对于任意整

数 k ∈ (-∞ , +∞) ，变量 x 的概率满足下式

P(x = k) = P(k ≤ v≤ k + 1) =
∫kk + 1

f (v)dv ……………（5）

则 [ ]( )x1,p1 , ( )x2 ,p2 ,⋯( )xn ,pn 是连续型随机变量

v 按照随机变量离散化的思想产生的离散型变量。

从统计学意义上，变量 x 在一定程度上反映 v 变量

的统计规律特性，能替代 v 变量进行可靠性分析。

因此，基于离散型变量 x ，对连续型随机变量 v 的 μ
函数模型定义为

μv( )z =∑
i = 1

n

pi z
xi ……………………………（6）

其中，xi（ i = 1,2,⋯,n,n 为事件总数）是随机变量 x

第 i 个事件；pi 为连续型随机变量 v 在离散区间

(i, i + 1) 的 概 率 ，在 变 量 定 义 域 范 围 内∑
i = 1

n

pi≈ 1 ；

μv( )z 描述连续型随机变量 v 的不确定性。

（3）随机变量 μ函数模型性质

基于 μ函数随机变量模型继承了 μ函数的良好

特性，具有如下性质：

性质 1
μ函数模型以离散信号 z 变化为理论基础。由

式（3）知，任意随机变量可以唯一地表示成 μ函数模

型。拉普拉斯变化中勒奇定律指出如果有两个函

数具有相同的拉氏变化，则它们在任何一个任意小

具有正的长度的区间上不可能不同，即在任意开区

间内，对于所有具有实际意义的函数来说，具有唯

一的拉氏变化，则其逆拉氏变化本质上也是唯一

的。同理，针对 μ函数对随机变量的模型定义可知，

勒奇定理同样适用，因此，随机变量 X 的描述模型

μx( )z 在绝大数情况下可认为和随机变量的概率密

度函数存在一一对应的映射关系。

性质 2
根据 μ函数模型定义，随机变量 x 的各阶原点

矩可通过对随机变量 x 的 μ函数模型 μx( )z 连续求

导获得。

对 μx( )z 求一阶导数得

μx

′( )z = d
dx

æ
è
ç

ö
ø
÷∑

i = 1

N

pi z
xi =∑

i = 1

N

pi × xi × z
xi …（7）

令 z = 1，有

μx

′( )1 = d
dx∑i = 1

N

pi z
xi =∑

i = 1

N

pi × xi = E(x) ………（8）
即在 z = 1 时，μx( )z 的一阶导数的函数值为 x

的一阶原点矩。

对 μx( )z 求二阶导数得

μx

′′( )z = d
dx

æ

è
ç

ö

ø
÷

d
dx

æ
è
ç

ö
ø
÷∑

i = 1

N

pi z
xi =∑

i = 1

N

pi × xi × xi × z
xi …（9）

当 z = 1时，有

μx

′′( )1 = d
dx

æ

è
ç

ö

ø
÷

d
dx

æ
è
ç

ö
ø
÷∑

i = 1

N

pi z
xi =

∑
i = 1

N

pi × xi × xi × z
xi = E(x2)

……（10）

即在 z = 1 时，μx( )z 的二阶导数的函数值为 x

的二阶原点矩。依次类推，有下式

μx

(r)( )1 = E(x(r)) ……………………………（11）
因此，在 z = 1 时，μx( )z 的 r 阶导数的函数值为

随机变量 x 的 r 阶原点矩。

性质 3
独立随机变量之和的 μ函数等于各随机变量 μ

函数的乘积。 即：变量 x,y 相互独立，则有

μx + y ( )z = μx( )z × μy ( )z …………………（12）
上式可以通过 μ函数模型的定义和指数乘法法

则证明。

1.3 多变量结构 μ函数算法

基于 μ函数的方法在系统可靠性分析中应用广

泛，主要是因为系统可靠性的结构逻辑关系在 μ函

数中有特定算子描述 [28]，但是 μ函数对结构极限状

态函数的代数计算目前没有准确的描述，因此基于

μ函数结构可靠性研究的关键就是如何对输入不确

定性和输入输出关系的研究，来确定输出不确定性

的问题。所以建立基于 μ函数的输入和输出不确定

性模型的传递关系是重点。

在传统结构可靠性分析中，输入输出的关系通

过结构极限状态函数来描述 ,即 Y = g(x) ，g(x) > 0 认

为 结 构 安 全 ，g(x) = 0 认 为 结 构 处 在 失 效 面 上 ，

g(x) < 0 认为结构失效。在基于 μ函数可靠性分析

方法中，针对结构输出和输入的极限状态函数关

系，引入算子 Π 来描述输出 μ函数和输入 μ函数运

算关系，定义如下
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μY ( )z = π( )ux1(z),ux2 (z),⋯,uxN (z) ………（13）
式中，ux1(z) 表示随机变量 x1 的 μ函数；μY ( )z 是结

构输出 Y 的 μ函数。

随机变量 x1 概率密度函数为 f (x1) ，经过式（5）
的随机离散化，得到随机变量的离散化模型。离散

点 x1k 代表独立的随机事件，而 p1k 代表该事件对应

的 概 率 。 随 机 变 量 x1 离 散 模 型 记 为 [( )x11,p11 ，

]( )x12 ,p12 ,⋯( )x1n1,p1n1 ，按照式（6）中的定义，得到随机

变量 x1 的 μ函数模型。

根据系统可靠性分析的 μ函数方法中定义串并

联结构逻辑关系的方法 [28]，得到系统输出 μ函数模

型的模式。对结构可靠性分析中各离散型随机变

量的 μ函数模型分解为概率项和事件项，各变量之

间按照随机组合的方法进行组合，变量中被组合的

事件项按照原极限状态函数 g(x) 的运算法则计算，

所得结果作为输出的新事件项，输出新事件的概率

项按照各变量被组合事件项所对应的概率项相乘

求得。因此，结构输出的 μ函数模型为

μY ( )z = μx1( )z ⊗ ⋯ ⊗ μxN ( )z =
∑
i = 1

n1 ∑
j = 1

n2 ⋯∑
h = 1

nN

p1i × p2j⋯ × pNh z
ψ(x1i,x2j⋯xNh) （14）

其中，(n1,n2 ,⋯,nN ) 表示各随机变量独立事件的个

数；x1i 表示随机变量 x1 中的第 i 个独立事件；p1i 表

示随机变量 x1 中的 x1i 事件所对应的概率。多项式

中 z 的系数项为结构输出的概率部分；z 的指数项

为结构输出的事件部分；ψ(x1i,x2j ,⋯xNh) 为定义的输

出事件项和输入事件项的关系，其中运算法则参照

结构的极限状态函数 g(x) 。
1.4 μ函数的结构可靠性指标

文中在系统 μ函数可靠性指标 [29]的基础上，定

义 μ函数结构可靠性指标结构可靠度 A(w) ，输出满

足门槛值 w 的剩余响应均值 D(w) 等，其中 w 为输出

响应门槛值。

当结构输出 μ函数为 μY (z) =∑
i = 1

k

pi z
gi (i = 1,⋯,k) ，

i 为输出可能的 k 个事件项中的 i 事件，pi 为事件 gi

对应的概率时，两种可靠性指标的求解如下

A(w) =∑
i = 1

k

pi| (gi - w ≥ 0) …………………（15）
式（15）表示 gi - w ≥ 0 的所有状态的概率和，即

当系统的输出响应水平 gi 达到或者超过所要求 w

门槛值时，结构能够可靠完成任务的概率。

D(w) =∑
i = 1

k

pi × max((gi - w, 0)) ……………（16）
其中，D(w) 为输出响应量剩余期望，表示当输出 gi 超

过要求输出门槛值 w时，所剩余的输出响应余量均值。

1.5 基于 μ函数的结构可靠性分析流程图

为了便于理解，将上述的结构可靠性分析步骤

进行总结，得到基于 μ函数的结构可靠性分析流程

图，如图 1所示。

2 算例分析

本节通过两个算例验证在结构可靠性分析中 μ
函数方法的效率和精度。运用传统的 Monte Carlo
数字模拟法对算例极限状态函数进行计算，在大样

本条件下，结构可靠度估计值看作近似精确解，记

为 MC 方法；文中基于 μ 函数的结构可靠性分析方

法，记为 U函数方法。

开始

连续随机变量 h，服从概率密函
数 f(h)，极限状态函数为 y=g(h)

随机变量 h离散化，P(x=k)=P(k≤
v≤k+1)得到离散变量：（xi，pi）

pi≥10-6 N
剔除样本点

根 据 离 散 变 量（xi，pi）定 义 变 量 的 函 数

μz (z) =∑
i = 1

N

pi z
xi

根据结构输入输出关系：

结构可靠性指标：

A(w) = δA

æ
è
ç

ö
ø
÷∑

i = 1

k

pi z
gi,w =∑

i = 1

k

pi| (gi - w ≥ 0)

D(w) = δD

æ
è
ç

ö
ø
÷∑

i = 1

k

pi z
gi,w =∑

i = 1

k

pi|max((gi - w, 0))

得到 A(w),D(w)
变化曲线

结束

图 1 基于 μ函数的结构可靠性分析流程图

Y

μY (z) = μx1(z)⊗ ⋯ ⊗ μxN (z)∑
k = 1

n1 ∑
j = 1

n2 ⋯∑
h = 1

nN

p1i × p2j⋯ × pNhZ
ψ(x1k,x2j⋯xNh)
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算例 1：含有正态分布变量的线性功能函数为

Y = g(x) = 18x1 + 5x2 ，其中随机变量 x1 和 x2 相互独

立，且 x1 ∼ N (5,1),x2 ∼ N (6,1) 。当给定 w 取不同的门

槛值时 , 对应 MC 和 U 函数方法离散点可靠度计算

结果见表 1。

A(w) 和 D(w) 的变化曲线如图 2、图 3所示。

算 例 1 按 照 MC 方 法 计 算 抽 样 的 样 本 点 为

30 000，调用极限状态函数的次数为 30 000次，而 μ
函数方法通过概率约束条件得到离散随机变量，建

立输入不确定性的 μ 函数模型，调用函数的计算仅

为 11×12次，大大提高了计算效率。由图 2知，基于

μ 函数的结构可靠性分析方法与 MC 法的计算结果

基 本 一 致 ，在 可 靠 度 满 足 实 际 要 求 范 围 内

（ 0.4 ≤ A ≤ 1），最大误差为 6.7%，达到工程要求。产

生误差的原因可能为：①为保证曲线的平滑性使用

了数值拟合手段，②连续性随机变量离散化思想的

离散区间选择对曲线结果有影响，③概率约束条件

对离散变量的筛选有一定作用，但由于算例中涉及

变量为正态分布，概率分布较集中，故影响不大。

图 3 中输出门槛 w 要求越低，结构满足要求的

输出余量期望越大，随着输出门槛增大，余量期望

减小，最后到 0。 D(w) 指标反应结构在满足一定输

出要求时，结构的储备能力大小。为结构合理设计

提供依据。避免高能力的结构完成低要求的任务，

造成浪费。

算例 2：含有正态分布变量的非线性功能函数

为 Y = g(x) = 2x1
2 + x2

2 ，其中随机变量 x1 和 x2 相互独

立，且分别服从 x1 ∼ N (5,1),x2 ∼ N (6,1) 。当给定 w 取

不同的门限值时，对应 MC 和 U 函数方法离散点可

靠度计算结果见表 2。

A(w) 和 D(w) 的 可 靠 性 分 析 结 果 见 图 4、图 5
所示。

算例 2 中的功能函数为高度非线性。按照 MC
方法抽样的样本点为 30 000，调用极限状态函数的

次数为 30 000 次，所得分析结果作为精确解。μ 函

数方法按照流程图计算，调用功能函数的计算仅为

11×11次，计算效率高。图 4中通过对两种方法分析

结 果 的 对 比 ，在 可 靠 度 满 足 实 际 要 求 范 围 内

表 1 算例 1 MC和 U函数方法离散点可靠度对比

输出门槛值

可靠度（MC）
可靠度(U函数)

误差/%
输出门槛值

可靠度（MC）
可靠度(U函数)

误差/%

50
1
1
0.5
125

0.399 0
0.426 1

6.7

75
0.992 0
0.995 3

0.3
150

0.045 5
0.064 7

42

100
0.853 5
0.863 4

1.1
175

0.001 0
0.002 0
100

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
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× U函数方法

图 2 算例 1可靠性分析结果
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图 3 算例 1输出余量期望变化曲线

表 2 算例 2 MC和 U函数方法离散点可靠度对比

输出门槛值

可靠度（MC）
可靠度(U函数)

误差/%
输出门槛值

可靠度（MC）
可靠度(U函数)

误差/%

25
1

1.005 9
0.59
125

0.071 2
0.067 2
5.62

50
0.979 5
0.966 5
1.33
140

0.027 0
0.026 8
0.74

75
0.755 5
0.769 8
1.89
180

0.000 1
0.000 6
500

100
0.330 5
0.312 5

5.4
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（ 0.4 ≤ A ≤ 1），最大误差为 5.4%，基本达到工程要

求。误差产生的原因如算例一所述。由此可见，文

中方法能够处理极限状态函数为高度非线性的问

题，同时以较小的计算资源，获得可靠性分析结果。

图 5中输出响应余量期望变化曲线和图 3中的

趋势大致一致，结构响应余量期望随着输出门槛值

w 增大而减小，最后到 0。该指标反映结构完成既

定输出要求的任务储备能力大小，为选择合适结构

提供了依据。

3 结 论

将 μ 函数的思想用于结构可靠性分析，提出基

于 μ 函数的结构可靠性分析方法。通过对连续随

机变量进行随机离散化的处理，结合 μ 函数的定

义，建立了输入随机变量不确定性的 μ 函数模型，

同时对结构极限状态函数的代数运算法则对于 μ
函数运算进行研究，经过传递，得到输出不确定性

的 μ函数模型，根据 μ函数可靠性指标，完成可靠性

分析。算例计算结果表明，该方法结果准确，计算

成本大幅度减小。同时具有一定的工程适用性。

由于该方法可直接处理离散型数据，因此该方法处

理可靠性试验数据具有优势。 A(w) 变化曲线一定

意义上能反应结构输出的统计特征，如何对输出

分布进行研究，更多挖掘结构的信息是下一步工

作。
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