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Duffing 型电路由电阻、电容和非线性元件构

成，其电路方程是含有非线性项和驱动项的二阶微

分方程。该电路的输出信号呈现多种非线性现象，

在诸多领域有着广泛的应用。在利用 Duffing 型电

路等非线性电路系统进行加密通讯以及信息处理

时，与激光系统、人工神经网络系统等相比较，非线

性电路系统具有设计简洁，存储容量高以及抗干扰

能力强等优势 [1-3]。自 Pecora和 Carroll首先在电路实

验中发现了非线性现象，并提出了在实验上利用其

特性进行加密通讯以及信息处理方案以来 [4]，电路

中的非线性特性研究以其广泛的应用价值而备受

关注。另外，能够产生非线性现象的电路系统种类

也很多，如集成电路、数字滤波器、A/D 转换器以及

锁相环等。因此，在进行非线性特性的理论与应用

研究时，非线性电路系统成为人们首选的系统之

一，许多有价值的成果已被报道 [5- 9]。其中典型的

如，Cuomo 和 Oppenheim 设计了仿真 Lorenz 系统的

非线性电路，完成了 Cuomo-Oppenheim 电路的通讯

模拟实验 [10]；Volos等实现了两个相互耦合 Duffing型
电路的信号同步传输研究 [11]；Kyprianidis等报道了利

用主被动控制法设计两个双螺旋电路信号传输的实

验方案 [12]。

由电路系统产生的许多非线性现象具有一些

独特的基本特征。首先是对初始条件的微小变化

具有高度的敏感依赖性。只要初始条件略有差别

或微小的扰动都会使系统的最终状态出现明显的

差异。其次，具有伸长和折叠的特性。伸长是指系

统内部局部不稳定引起的点之间距离的扩大，折叠
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是系统整体稳定所形成的点之间距离的限制。三

是具有丰富的层次和自相似结构。同时，许多非线

性现象还具有分形结构，由分维数来描述其特征。

文中研究了 Duffing 型电路的非线性特性。首

先介绍了能够产生非线性现象的实验电路。依据

Kirchhoff电路原理，得到 Duffing型电路方程的一般

表示式。进一步通过编制 MATLAB 程序对 Duffing
型电路方程进行模拟仿真。模拟结果显示，Duffing
型电路系统能够呈现丰富的动力学行为，并且模拟

结果与实验结果一致。

1 Duffing型电路与输出特性

Duffing型电路的实验装置如图 1所示 [13]。

其中电路中的非线性元件由图 2构成。

在 实 验 中 Duffing 型 电 路 各 元 件 配 置 为 ：

R0 = 2.05 kΩ , R1 = 8.11 kΩ ，R2 = 5.248 kΩ , R3 = R5 =
1 kΩ，R11 = R12 = 0.557 kΩ , C2 = 105.9 nF，C 4 = 9.79nF，
V0 = 2 V ，f = 1.273 kHz。

利用 Kirchhoff节点电流和回路电压方程组，对

应图 1中电路元件，Christos等人推导出各元件电流

和电压之间关系，给出了标度变换后的 Duffing型电

路方程为

ì
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dx
dt

= y

dy
dt

= -εy - ax - bx3 + B cos ω t
（1）

其中，ε = 1
C2 ⋅ R2

，a = p ⋅ R0
C2 ⋅ C 4 ⋅ R3 ⋅ R5

，b = ε ⋅ R0
C2 ⋅ C 4 ⋅ R3 ⋅ R5

，

B = V0
C2 ⋅ C 4 ⋅ R3 ⋅ R5

，这里 p 是与电感通量相关的常数。

x 和 y 是与电压和电压的变化率相关的量。

实验测定，当参量 a = 0.25, b = 1,ε = 0.18,ω = 0.8，

B = 20 时，Duffing 型电路的输出信号呈现丰富的非

线性动力学行为。图 3显示了在上述参数下图 1所

示的 Duffing型电路的输出信号相图，它表示信号输

出在相空间 (x,y）中的轨迹。

2 Duffing型电路特性的仿真分析

编制 MATLAB 程序对 Duffing 型电路方程进行

模拟仿真，其流程图如图 4所示。
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图 1 Duffing电路的实验装置
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图 2 Duffing型电路中的非线性元件

图 3 Duffing型电路的输出信号相图

图 4 仿真流程图

t < 设置时间

赋初值 x0 , y0

赋参量值

t≥设置时间

输出 x , y

结束

调用 MATLAB 求解微分方程的程
序语句，由 x(t) ，y(t) 计算 x(t + dt) ，
y(t + dt)
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在仿真模拟过程中，保持 Duffing型电路方程的

参量值为实验测定值不变，调用 MATLAB 求解微分

方程的程序语句，通过输入不同的 Duffing型电路方

程变量的初始值，仿真模拟 Duffing型电路输出信号

的相图和系统变量输出信号随时间演化的波形图。

图 5是仿真模拟出的 Duffing型电路的相图。

由图可以看出，它与图 3 所示的实验测定的

Duffing 型电路的输出信号的相图性质完全一致。

系统从任一初始状态 x0 = 0.1 ，y0 = 0.1 出发，最终演

化到相空间的吸引子局域。轨线进入局域后，两条

距离非常近的轨线将发生指数分离而又不相交，并

且对初始条 件 依 赖 的 非 常 敏 感 。 与 该 相 图 对 应

的 Duffing 型电路变量输出信号随时间演化的波

形如图 6 所示。

另外，保持实验参量值不变，仅仅改变 Duffing
型电路系统的初始状态 x0 和 y0 的数值，仿真模拟

发现，系统变量输出信号随时间演化的波形将发生

改变。图 7和图 8分别给出 Duffing型电路系统的初

始状态 x0 = -0.5 , y0 = -0.5 以及 x0 = -1.5 , y0 = 0.5 时

变量输出信号随时间演化的波形。

可以看到，Duffing型电路系统对初始状态的改

变具有高度的敏感依赖性。初始状态略有改变会

使系统变量输出信号随时间演化的波形出现明显

的差异。

3 结 论

着重研究了 Duffing 型电路的非线性特性。以

Duffing型电路的实验为基础，在介绍 Duffing型电路

的动力学方程和参数的基础上，仿真模拟了 Duffing
型电路输出信号的相图和系统变量输出信号随时

间演化的波形图。数值模拟结果显示，Duffing型电

路系统能够呈现丰富的动力学行为，并且模拟结果

与实验结果一致。Duffing 型电路的非线性特性在
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图 6 变量输出信号随时间演化的波形

（ x0 = 0.1 , y0 = 0.1）
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图 7 变量输出信号随时间演化的波形

（ x0 = -0.5 , y0 = -0.5）
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图 8 变量输出信号随时间演化的波形

（ x0 = -1.5 , y0 = 0.5）
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控制以及工程领域有着广泛的应用。例如，利用

Duffing振子的随机共振效应进行微弱信号的检测；

利用 Duffing 型电路系统对初值的敏感性进行保密

通讯等。因此，研究 Duffing型电路的非线性特性有

着重要的理论意义和实用价值。进一步利用 Duff⁃
ing型电路进行信号的有效传输方案的设计与仿真

实现将是我们下一步的工作。
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