
近年来，国内外学者逐渐致力于探究网络与网

络之间的同步问题，即网络外同步，目前有大量有

关网络外同步的研究报道。如 Feng等人通过两种

不同控制方法，使时变延时耦合复杂网络达到外同

步[1]；Wu等人通过理论分析以及数值模拟实现了不

确定性复杂网络的指数外同步 [2]；除此之外，Sun等

人通过设计适当的自适应控制器实现了网络的内

外同步，并探讨了相同和不同耦合矩阵对同步性能

的影响[3]。

在实际的复杂网络中，由于外界的干扰会使网

络具有各种不确定性，如网络参数未知，网络中节

点连接形式未知等等。因此，关于两个或多个不确

定性网络之间同步问题的研究更具有实用性。为

此，Yang等人提出一种自适应耦合方法使神经网络

实现全局鲁棒同步，并对网络未知参数进行识别[4]。

文献[5]报道了通过构造一个简单的自适应控制器

的表达形式和未知参数的更新规则，从而使不确定

延时网络达到同步。另外，人们发现时变网络的同

步技术具有不可替代的独特优势和应用前景。为

此，文献[6]报道了利用常微分方法描述复杂网络的

动力学方程，并在此基础上设计一种简单的控制

器，从而实现了时变网络的牵制自适应同步；Pu等

人提出了具有非线性脉冲效应的时变神经网络的

全局指数同步方案 [7]；Dong等人研究了两种时变复
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杂网络，即固定拓扑结构和变结构的同步 [8]；在文

献[9]中，Hao等人着重针对具有噪声扰动的未知时

变耦合网络的随机同步问题进行了详细的探讨。

目前，关于离散型网络的内同步问题的研究逐

渐受到人们的关注[10-13]。但关于离散型网络的外同

步及其参数识别的讨论还相对较少。特别是离散

型不确定时变网络的参数识别及外同步问题尚未

得到充分研究。针对时间离散的时变复杂网络外

同步及其参数识别的问题进行了探讨。同步过程

中，不仅考虑了网络内部节点之间的耦合，还考虑

了网络与网络之间的耦合。根据 Lyapunov稳定性

原理，可以得出相应控制器的表达形式，而且在此

基础上还得出网络同步的更新规则。除此之外，在

网络达到同步状态的过程中网络未知参数也可被

随之识别出来。

1 复杂网络的同步原理

考虑一个离散的混沌系统

x(n + 1)=G(x(n)) = kx(n) + g(x(n)) （1）
其中，n 表示为离散时间序列，该系统的状态变量

可用 x(n)∈ Rm 描述，G:Rm →Rm ，k 是线性项系数。

将式（1）所表示的系统当做节点构成驱动和响

应网络，其状态方程可被表示成如下形式

xi(n + 1)= kxi(n) + g(xi(n)) +∑
j = 1

N

aij(n)xj(n) +

∑
j = 1

N

bij(n)yj(n) i = 1,2,...,N
（2）

yi(n + 1)= kyi(n) + g(yi(n)) +∑
j = 1

N

cij(n)yj(n) +

∑
j = 1

N

dij(n)xj(n) + ui [i = 1,2,...,N]
（3）

其中，ui 表示响应网络的控制器。驱动网络和响应

网络的时变内耦合矩阵在式（2）和式（3）中可分别表

示 为 A(n) =(aij(n)) N ×N 和 C(n) =(cij(n)) N ×N ；

B(n) = ( )bij(n)
N ×N 和 D(n) = ( )dij(n)

N ×N 则分别代表网络

的时变外耦合矩阵。若网络节点 i 与节点 j(i≠ j)
存 在 连 接 ，则 aij(n) > 0 ， cij(n) > 0 ；bij(n) > 0 ，

dij(n) > 0 ；否 则 ，aij(n) = 0 ，cij(n) = 0 ，bij(n) = 0 ，

dij(n) = 0 。

定义 1：若对于任意 i, j = 1,2,...,N ，xi(t) 和 yi(t)
满足

lim
t→∞ || yi(n) - xi(n) = 0 i = 1,2,...,N （4）
那么便可称网络（2）和网络（3）达到外同步

状态。

假设 1：对于任意的 xi(t) 和 yi(t) ，存在一个正常

数 L 满足下式

|| f (yi(n)) - f (xi(n)) ≤L || yi(n) - xi(n) （5）
基于复杂网络（2）和（3），误差演化关系 ei(n + 1)

可以表示成
ei(n + 1)= yi(n + 1)- xi(n + 1)=

k(yi(n) - xi(n)) + g(yi(n)) - g(xi(n)) +∑
j = 1

N

cij(n)yj(n) +

∑
j = 1

N

dij(n)xj(n) -∑
j = 1

N

aij(n)xj(n) -∑
j = 1

N

bij(n)yj(n) + ui

（6）
定理 1：假设定义 1和假设 1成立。通过下列自

适应控制器 ui 的形式以及反馈强度 ri(n + 1) 和耦合

矩阵元 aij(n + 1) ，bij(n + 1) ，cij(n + 1) ，dij(n + 1) 的更新

规则，可使网络（2）和（3）实现指数外同步，在此过

程中未知参数也可被识别出。
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ui = -∑
j = 1

N

c*yj(n) -∑
j = 1

N

d*xj(n) +∑
j = 1

N

a*xj(n) +

∑
j = 1

N

b*yj(n) - ri(n)ei(n)
aij(n + 1)= ± ( )1 - θ || xj(n) ⋅ exp(σ(n + 1) ⋅

||aij(n - a*) + a*

bij(n + 1)= ± ( )1 - β || yj(n) ⋅ exp(σ(n + 1) ⋅
||bij(n - b*) + b*

cij(n + 1)= ± ( )1 - v || yj(n) ⋅ exp(σ(n + 1) ⋅
|| cij(n - c*) + c*

dij(n + 1)= ± ( )1 -φ || xj(n) ⋅ exp(σ(n + 1) ⋅
||dij(n - d*) + d*

rij(n + 1)= ± ( )1 -Ψ || ei(n) exp(σ(n + 1) ⋅
|| ri(n) - r* + r

（7）

证明：构造网络的Lyapunov函数

V(n) =∑
i = 1

N

|| ei(n)exp(σn) +∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
θ ||aij(n) - a* +

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
β ||bij(n) - b* +∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
v || cij(n) - c* +

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
φ ||dij(n) - d* +∑

i = 1

N 1
Ψ || rj(n) - r*

（8）
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其中，a*，b*，c*，d*，r*为足够大的正常数；θ，β，ν，φ，ψ

为调节参量；σ为指数同步律。

可以进一步得到下列关系
ΔV = V(n + 1)- V(n) =
∑
i = 1

N

|| ej(n + 1)exp(σ(n + 1)) -∑
i = 1

N

|| ei(n)exp(σn) +
∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
θ ||aij(n + 1)- a* -∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
θ ||aij(n) - a* +

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
β ||bij(n) - b* -∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
β ||bij(n) - b* +

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
v || cij(n + 1)- c* -∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
v || cij(n) - c* +

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
φ ||dij(n + 1)- d* -∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
φ ||dij(n) - d* +

∑
i = 1

N 1
Ψ || ri(n + 1)- r* -∑

i = 1

N 1
Ψ || ri(n) - r*

（9）

将（6）式代入上式，可得

ΔV =∑
i = 1

N |

|
||kei(n) + g(yi(n)) - g(xi(n)) +∑

j = 1

N

cij(n)yj(n) +
|

|
||∑

j = 1

N

dij(n)xj(n) -∑
j = 1

N

aij(n)xj(n) -∑
j = 1

N

bij(n)yj(n) + ui ⋅

exp(σ(n + 1))-∑
i = 1

N

|| ei(n) exp(σn) +

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
θ ||aij(n + 1)- a∗ -

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
θ ||aij(n) - a∗ +∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
β ||bij(n + 1)- b∗ -

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
β ||bij(n) - b∗ +∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
ν || cij(n + 1)- c∗ -

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
ν || cij(n) - c∗ +∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
φ ||dij(n + 1)- d∗ -

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
φ ||dij(n) - d∗ +∑

i = 1

N 1
ψ || ri(n + 1)- r∗ -

∑
i = 1

N 1
ψ || ri(n) - r∗

可将式（10）进行拆分，可得

ΔV =∑
i = 1

N

kei(n) + g(yi(n)) - g(xi(n)) +∑
j = 1

N (cij(n) - c*)yj(n) +

∑
j = 1

N

c*yj(n) +∑
j = 1

N

dij(n - d*)xj(n) +∑
j = 1

N

d*xj(n) -

∑
j = 1

N (aij(n) - a*)xj(n) -∑
j = 1

N

a*xj(n) -∑
j = 1

N (bij(n) - b*)yj(n) -

∑
j = 1

N

b*yj(n) + ui -(ri(n) - r*)ei(n) +(ri(n) - r*)ei(n) ⋅
|
|
||

|
|
||exp(σ(n + 1))-∑

i = 1

N

ei(n) exp(σn) +

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
θ ||aij(n + 1)- a* -∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
θ ||aij(n) - a*) +

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
β ||bij(n + 1)- b* -

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
β ||bij(n) - b* +∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
v || cij(n) - c*) -

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
v || cij(n) - c* +∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
φ ||dij(n + 1)- d* -

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
φ ||dij(n) - d*) +∑

i = 1

N 1
Ψ || ri(n + 1)- r* -

∑
i = 1

N 1
Ψ || ri(n) - r*

设计网络控制器的形式为

ui = -∑
u = 1

N

c*yj(n) -∑
j = 1

N

d*xj(n) +∑
j = 1

N

a*xj(n) +

∑
j = 1

N

b*yj(n) - ri(n)ei(n) （12）
根据假设1，并选取适当的 L ，r∗ 值使

||k + L - r* exp(σ) - 1 < 0 （13）
同时令

∑
i = 1

N∑
j = 1

N

||a* - aij(n) || xi(n) exp(σ(n + 1))+

∑
I = 1

N∑
j = 1

N 1
θ ||aij(n + 1)- a* -∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
θ ||aij(n) -a* = 0

（14）

∑
i = 1

N∑
j = 1

N

||b* - bij(n) || yi(n) exp(σ(n + 1))+

∑
I = 1

N∑
j = 1

N 1
β ||bij(n + 1)- b* -∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
β ||bij(n) - b* = 0

（15）
∑
i = 1

N∑
j = 1

N

|| cij(n) - c* || yi(n) exp(σ(n + 1))+

∑
I = 1

N∑
j = 1

N 1
v || cij(n + 1)- c* -∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
v || cij(n) - c* = 0

（16）

∑
i = 1

N∑
j = 1

N

||dij(n) - d* || xi(n) exp(σ(n + 1))+

∑
i = 1

N∑
j = 1

N 1
φ ||dij(n + 1)- d* -∑

i = 1

N∑
j = 1

N 1
φ ||dij(n) - d* = 0

…………………………………………………（17）

（10）

（11）
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∑
i = 1

N

|| r* - ri(n) || ei(n) exp(σ(n + 1))+

∑
i = 1

N 1
Ψ || ri(n + 1)- r* -∑

i = 1

N 1
Ψ || ri(n) - r* = 0

（18）

即可得出耦合矩阵元和反馈强度的更新规则

为如下形式
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aij(n + 1)= ±(1 - θ) || xj(n) ⋅ exp(σ(n + 1)) ||aij(n) -a* + a*

bij(n + 1)= ±(1 - β) || yj(n) ⋅ exp(σ(n + 1)) ||bij(n) - b* + b*

cij(n + 1)= ±(1 - v) || yj(n) ⋅ exp(σ(n + 1)) || cij(n) - c* + c*
dij(n + 1)= ±(1 -φ) || xj(n) ⋅ exp(σ(n + 1)) ||dij(n) - d* + d*

ri(n + 1)= ±(1 -Ψ ) || ej(n) ⋅ exp(σ(n + 1)) || ri(n) - r* + r*
（19）

将自适应控制器 ui的表达形式以及耦合矩阵元

和反馈强度的更新规则代入式（11）中，则存在

ΔV≤0 （20）
由此得出，根据 Lyapunov 定理可得上述网络

（2）和网络（3）达到了网络外同步状态。

2 数值仿真模拟

选取声光混合型光学双稳态混合混沌作为仿

真模拟例子去验证上述网络同步性能。

声光混合型光学双稳态混沌系统的状态方程

表示形式如下

x(n + 1)=π(A - r sin2(x(n) - xB)） （21）
其中，参数A=0.5，xB = π 6 。

图 1所表示的是离散型声光混合型光学双稳态

混沌系统的最大 Lyapunov指数随参数 r的演化关

系。图 2所描述的是该系统随参数 r变化而变化的

分岔图。

从声光混合型光学双稳态离散型混沌系统的

最大 Lyapunov指数随参数 r的演化图中可看出，当

参数 r取值为 0.7时，该系统的最大Lyapunov指数为

正数，在此参数下系统处于混沌状态。基于图 2也

可得到，系统的振荡周期随着参数 r的变化而变化，

最终会呈现出混沌状态。

选取网络节点数N=10，声光混合型光学双稳态

混沌系统作为复杂网络（2）和（3）的节点构成网

络。其节点方程分别为
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xi(n + 1)=π(A - r sin2(xi(n) - xb) +
∑
j = 1

N

aij(n)xj(n) +∑
j = 1

N

bij(n)yj(n)
yi(n + 1)=π(A - r sin2(yi(n) - xb) +

∑
j = 1

N

cij(n)yj(n) +∑
j = 1

N

dij(n)xj(n) + ui

（22）

仿真模拟时，选取参量 r=0.7，a*=0.03，b*=0.03，c*=
0.24，d*=0.1，r*=0.05。调节参量 θ = 0.2，β = 0.025，v=
0.016，φ = 0.21，Ψ = 0.35 。指数同步律 σ = 0.004 。

图3为网络的同步误差ei（n）的演化图。
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从图中可得到，误差 ei（n）在初始阶段有一定程

度的振荡，但是经过短暂的时间之后，振荡逐渐减

小，直至 n=50时同步误差函数迅速收敛于零，此时

网络达到外同步状态。

如图 4所示，自适量 ri（n）在 n=25之前有明显的

波动，但之后逐渐趋于稳定值。图 5~图 8为时变耦

合项aij（n），bij（n），cij（n），dij（n）的演化图。

从图可得到，aij（n），dij（n）在经过短暂时间的振

荡之后，在网络达到外同步的同时，迅速趋于固定

值。相对于 aij（n）和 dij（n），bij（n）和 cij（n）振荡的趋势

较为缓慢，但最终也都趋于稳定值。

3 结 论

研究了光学时变网络的外同步及其参数识别

问题。通过利用 Lyapunov函数法和 Lipschitz条件

得出自适应控制器的表达形式和反馈强度以及耦

合矩阵的更新规则，从而得到了使网络达到外同步

的必要条件。在实现网络外同步过程的同时，网络

的未知参数也自动地被识别。理论分析表明，通过

调节参数 L 和 r∗ 可使 ||k + L - r∗ exp(σ) - 1 < 0 ，从而

使不确定时变网络的外同步得以实现。利用声光

混合型光学双稳态混沌系统为例对上述理论进行

数值模拟。首先，基于最大Lyapunov指数的演化图

和状态变量的分岔图得出该系统在参数 r取值为

0.7时呈现出混沌状态。然后，以声光混合型光学双

稳态混沌系统作为网络节点构成复杂网络来验证

上述推理结果的正确性。数值模拟结果表明，该离
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散型不确定时变网络的外同步的速率快，且同步性

能稳定。
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