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自 Pecora和 Carroll提出“网络同步”的概念以

来 [1]，作为一种重要并且典型的集体行为，复杂网络

的同步问题已在信息科学、生物系统、通信工程以

及自动控制等领域被广泛的研究[2-6]。目前，对于类

型不同、拓扑结构不同的复杂网络涌现出许多研究

成果，但是这些研究的对象主要针对单边网络，即

复杂网络的各个节点之间只存在一种性质的连接

方式，关于多重边网络的研究相对较少。而在实际

应用中，例如交通网络，通信网络，物流网络，人际

关系网等 [7]都是典型的多重边复杂网络，并且在连

接中常常会出现时滞现象，或者因为网络的不确定

性和复杂性而出现未知或不确定的参数[8-12]。因此，

多重边复杂网络的研究具有重要的现实意义。

自Gao等人分别对时滞和不含时滞的多重边复

杂网络的稳定性进行分析后 [13]，一些学者对于多重

边复杂网络的研究越来越深入。典型的工作如：

Jang等人介绍了一些简单的控制器与更新规则，完

成了具有耦合时滞的多重边复杂动态网络的自适

应同步。Hu等人进一步对局部和全局稳定性进行

了分析，提出了一些新的判据，以保证系统的牵制

同步，并且确定了耦合强度的大小，实现多重边网

络与一个固定节点的同步[9]。Li等人基于时间延迟

的不同性质的网络拆分方法将多重边复杂网络进

行拆分，结合自适应控制、牵制控制和周期间歇控

制的方法来设计控制器和脉冲控制器，从而实现复

杂网络的全局指数同步[10]。同时，Wang等人设计了
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一种非线性反馈控制器，将投影同步运用到具有时

变时滞的多重边复杂网络中 [14]。最近，Zhao等人利

用脉冲控制方法，研究了不确定多重边复杂网络的

指数与同步，并且解决了参数辨识问题[15]。Lei等人

根据多重边复杂网络的非线性特性，设计了一种新

的非线性控制器，得到函数投影同步，使多重边复

杂网络更好的应用于信息安全通信。然而，以往关

于多重边复杂网络的研究都集中于通过设计控制

器使网络达到同步，关于耦合同步与多重边网络的

结合研究的还很少。有些网络或系统在实现同步

的过程中实际条件可能不允许加入控制器。另外，

控制器的设计有时会很困难，这时需要通过网络或

系统之间自身的状态变量的关系来实现同步。并

且时滞现象和不确定因素在大多的复杂网络中常

常会同时存在。因此，关于多重边复杂网络的同步

还有很多前沿问题值得我们去深入研究。

基于以上的讨论，对量子光学中的 Jaynes-Cum⁃
ming模型构成的不确定多重边网络的耦合同步进

行研究。采用单向耦合的方式实现网络与目标系

统之间的同步，并且在此过程中确定了节点状态方

程中不确定参量和耦合系数的更新规则。采用任

意的拓扑结构进行连接，通过数值模拟验证了该同

步原理的正确性和有效性[16]。

1 同步原理

把网络中各个边传输速度的不同定义为性质

不同，以传输速度最快的或没有时滞的边和各节点

组成的网络为基准网络，称这个基准网络为零子网

络，即时滞 τ0 = 0 网络，剩余边中相对于零子网络有

相同时滞的边和各节点构成第 l(l = 0,2,…,m - 1) 个
子网络，这样，最后可以拆分成 m 个子网络。其随

机连接图如图1所示。

以图1为例对多重边网络进行说明：考虑含有5
个节点的复杂网络，假设网络中边的性质有 3种，其

中具有相同性质的边和 5个点就形成了一个子网

络，这样就得到了3个子网络。

根据文献[15]、文献[16]，考虑包含 N 个节点的

复杂动力学多重边网络，节点为参量不确定的 n 阶

混沌系统。根据上文多重边网络的拆分思想，其中

网络中边的性质有 m 种，拆分成 m 个子网络，则整

个网络节点的状态方程为

ẋi(t) =F(xi(t)) +G(xi(t))αi +σ0∑
j = 1

N

a(0)ijH0xj(t) +

σ1∑
j = 1

N

a(1)ijH1xj(t - τ1) +⋯+

σm - 1∑
j = 1

N

a(m - 1)ijHm - 1xj(t - τm - 1)
(i = 1,2…,N)

（1）

其中，τl(l = 0,2,…,m - 1) 为第 l 个子网络相对于零

子网络的时滞时间，常数 σl > 0(l = 1,2,…,m - 1) 为
第 l 个子网络的耦合强度；Hl(l = 0,2,…,m - 1) 为各

个节点状态变量之间的内部耦合函数，耦合矩阵

A(l) =(a(l)ij)N ×N(l = 0,2,…,m - 1) 表示第 l 个子网络的拓

扑结构。其中 a(l)ij 的定义如下：若节点 i 和节点

j(i≠ j) 之间有连接且连接数为 q ，则 a(l)ij = a(l) ji = q ，

否则

a(l)ij = a(l) ji = 0
a(l)ii = -∑j = 1, j≠ i

N a(l)ij = -∑j = 1, j≠ i

N a(l) ji

(i = 1,2…,N ; l = 1,2…,m - 1) （2）
当 m = 3时，其动态网络的状态方程为

ẋi(t) =F(xi(t)) +G(xi(t))αi +σ0∑
j = 1

N

a(0)ijH0xj(t) +

σ1∑
j = 1

N

a(1)ijH1xj(t - τ1) +

σ2∑
j = 1

N

a(2)ijH2xj(t - τ2) + ki(xi(t) - s(t))
（3）

其中，ki 是网络与系统之间的耦合项系数，其更新

规则表示为

k̇i = -φi[(ki + Li)ei(ki + Li)-1]T ei -σ0φi ⋅
[∑
j = 1

N

a(0)ijH0 s(t)(ki + Li)-1]T ei -

σ1φi[∑
j = 1

N

a(1)ijH1xj(t - τ1)(ki + Li)-1]T ei -

σ2φi[∑
j = 1

N

a(2)ijH2xj(t - τ2)(ki + Li)-1]T ei

（4）
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图1 随机连接
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定义同步目标为

ṡ(t) =F(s(t)) +G(s(t))α （5）
其中，s(t) 是系统节点方程 ẋi(t) = f (xi(t)) 达到同步的

解；α是系统的不确定参量，其表示为

α̇ = θiG
T (s)ei （6）

定义误差为
ei(t) = xi(t) - s(t)
ei(t - τ1) = xi(t - τ1) - s(t - τ1)
ei(t - τ2) = xi(t - τ2) - s(t - τ2)

（7）

那么将式（3）、式（5）代入式（7）得
ėi = ẋi - ṡ =
F(xi) +G(xi)αi -F(s) -G(s)α +σ0∑

j = 1

N

a(0)ijH0xj(t) +

σ1∑
j = 1

N

a(1)ijH1xj(t - τ1) +σ2∑
j = 1

N

a(2)ijH2xj(t - τ2) + kiei

（8）
构造Lyapunov函数方程为

V(t) = 12∑i = 1

N

eTi ei + 12∑i = 1

N 1
θi

(α -αi)T (α -αi) +
12∑i = 1

N 1
φi

(ki + Li)T (ki + Li) +∑
i = 1

N

ri∫t - τ1t

eTi (η)ei(η)dη +

∑
i = 1

N

μi∫t - τ2t

eTi (η)ei(η)dη
其中，θi ，φi 为调节参量；μi ，Li 为大于零的常量；

∑
i = 1

N

μi∫t - τ2t

eTi (η)ei(η)dη是网络连接中时滞项的干扰误差。

将式（9）展开并将式（5）、式（6）、式（8）分别代

入得

V̇ (t) =∑
i = 1

N

eTi ėi +∑
i = 1

N 1
θi

(α -αi)α̇T +∑
i = 1

N 1
φi

(ki + Li)k̇T
i +

∑
i = 1

N

ri(eTi ei - eTi (t - τ1)ei(t - τ1)) +

∑
i = 1

N

μi(eTi ei - eTi (t - τ2)ei(t - τ2)) =

∑
i = 1

N

eTi (F(xi) +G(xi)αi -F(s) -G(s)αi) +∑
i = 1

N

eTi G(s)(αi -α) +

∑
i = 1

N 1
θi

(α -αi)α̇T +∑
i = 1

N

eTi σ0∑
j = 1

N

a(0)ij H0ej(t) +

∑
i = 1

N

eTi σ0∑
j = 1

N

a(0)ij H0 s(t) +∑
i = 1

N

eTi σ1∑
j = 1

N

a(1)ij H1xj(t - τ1) +

∑
i = 1

N

eTi σ2∑
j = 1

N

a(2)ij H2xj(t - τ2) +∑
i = 1

N

eTi (ki + Li)ei -

∑
i = 1

N

eTi Liei +∑
i = 1

N 1
φi

(ki + Li)k̇T
i +∑

i = 1

N

rie
T
i ei +∑

i = 1

N

μie
T
i ei -

∑
i = 1

N

rie
T
i (t - τ1)ei(t - τ1) -∑

i = 1

N

μie
T
i (t - τ2)ei(t - τ2)

利用 Lipschitz条件，即对于实数 εi > 0 ，下列关

系成立

 f (xi,αi) - f (s,αi) ≤εi xi - s （11）
代入式（10），Lyapunov函数可表示为

V̇(t) ≤∑
i = 1

N

eTi (εiei - Liei + riei + μiei +σ0∑
j = 1

N

a(0)ij H0ej(t)) -

∑
i = 1

N

rie
T
i (t - τ1)ei(t - τ1) -∑

i = 1

N

μie
T
i (t - τ2)ei(t - τ2) =

∑
i = 1

N

eTi Pei -∑
i = 1

N

rie
T
i (t - τ1)ei(t - τ1) -∑

i = 1

N

μie
T
i (t - τ2)ei(t - τ2)

（12）
若使 P 负定，则存在 V̇≤0 。根据 Lyapunov理

论，网络与目标系统之间实现混沌同步，并且识别

了目标系统中的不确定参量。

2 数值模拟与分析

以量子光学中的 Jaynes-Cumming模型作为网

络节点进行仿真模拟，对以任意拓扑结构连接的网

络的同步原理进行检验，节点和目标系统的动力学

方程可分别表示为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ẋ1 = - x2
ẋ2 = x1 +Ex3
ẋ3 = -Ex2
Ë +E = βi ẋ2

（13）

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ṡ1 = - s2
ṡ2 = s1 +Es3
ṡ3 = -Es2
Ë +E = βṡ2

（14）

其中，E 为电磁场强度；βi 为确定量；β 为不确定

参量，与上文中的 αi 和 α 相对应。当 E = 10-6 ，

βi = 1时，则该系统的混沌吸引子如图2所示。
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图2 混沌吸引子

田静等：Jaynes-Cumming光学模型多重边网络同步数值模拟

（9）

（10）
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根据式（4）、式（6）可以确定耦合系数和不确定

参量的更新规则表示为

k̇i = -φi[ ](e1i)2 +(e2
i )2 +(e3

i )2 +(e4
i )2 +(e5

i )2 -

σ0φi

ki + Li

æ

è
ç

ö

ø
÷∑

j = 1

N

a(0)ijH0 s(t)
T

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷
e1i
e2
i

e3
i

e4
i

e5
i

-

σ1φi

ki + Li

æ

è
ç

ö

ø
÷∑

j = 1

N

a(1)ijH1xj(t - τ1)
T

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷
e1i
e2
i

e3
i

e4
i

e5
i

-

σ2φi

ki + Li

æ

è
ç

ö

ø
÷∑

j = 1

N

a(2)ijH2xj(t - τ2)
T

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷
e1i
e2
i

e3
i

e4
i

e5
i

（15）

β = θi( )s1 +Es3 e5
i （16）

在仿真模拟过程中，取 τ1 = 0.01 ，τ2 = 0.02 ，

ν = 1 网络节点的各参量的取值不变：φi = 0.5 ，

Li = 0.5，θi = 1，σ0 =σ1 =σ2 = 1。

各 节 点 变 量 的 初 值 为 ：k1 = 0.7 ，k2 = 0.9 ，

k3 = 0.5，k4 = 0.4 ，k5 = 0.6 ，β = 0.6 。

图 3~图 7显示了节点间误差变量随时间变化

的结果。
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当 N = 5 时，选择任意拓扑结构进行连接，则根 据图1可以得到耦合矩阵为

A0 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
-1 0 0 1 00 -1 0 0 10 0 0 0 01 0 0 -1 00 1 0 0 -1
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ê

ê
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图中可以看出，复杂网络在加入单向耦合后，

虽然误差变量 ei 的初值相差很大，但是随时间的变

化很快趋于零，当时间 t = 30 时，误差已趋于零，即

复杂网络实现耦合同步。图 9所示是各节点方程的

状态变量随 t 的变化。由图可知，在加入单向耦合

后，各节点相应的状态变量经过短暂的时间变化

后，各个节点的状态变量的变化轨迹变为一致。

由图 9可以看出，基于式（15）的更新规则，耦

合系数 ki 在短暂的时间内从最初的任意给定值逐

渐趋于定值，最后保持不变，说明在此过程中耦合

系数 ki 得以识别。图 10显示了不确定参量 β 随时

间的变化规律。

在更新规则式（16）中误差 e5
i 可以取 i = 1⋯5

五个变量分别代入进行参量识别，分别得到五条不

确定参量 β 随时间变化的曲线。这里仅代入 i = 1
的误差变量 e5

1 进行说明，图中可以看出，不确定参

量 β 最后趋于给定值 βi = 1，β 得以识别。

基于上述分析，误差变量 ei 趋于零，不确定参

量和耦合系数也得以识别，因此可以确定复杂网络

与目标系统之间达到了耦合同步。

3 结 论

通过采用单向耦合的方式实现了由量子光学

Jaynes-Cumming模型构成的不确定多重边网络与目

标系统之间的耦合混沌同步。基于 Lyapunov理论，

确定了不确定参量和耦合系数的更新规则。结果

表明，对给定的多重边复杂网络加入单向耦合，经

过短暂的一段时间的演化后，网络各节点与目标系

统之间的误差逐渐趋于零，复杂网络中的各个节点

的状态函数的轨迹也趋于一致，说明网络与目标达

到完全同步。各参量通过选取不同的初值进行仿

真模拟，以一个节点的误差量为例，对不确定参数

和耦合系数进行识别，通过图像可以发现，经过短

暂时间后它们趋于定值不变，可以认为不确定参量

和耦合系数得以识别，同时证明了理论分析的正

确性。
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