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在光测数据的拟合与补点、野值辨识与剔除的

合理性检验中，目前多采用多项式去逼近飞行目标

航路轨迹，从而带来较大的截断误差 [1]，若用分段多

项式逼近，则严重影响了航迹的光滑性与完整性。

而采用样条拟合在解决数据逼近问题将比用多项

式逼近取得更好的结果，对于提高数据处理精度也

起到了不错的效果。

构造一个函数的关键是要估计出该函数的各

项系数，也就是参数的估计。工程中应用较多的仍

然是最小二乘估计，但实际工程中，往往因为光测

数据的相关性，导致估计系数矩阵存在一定的列相

关，即系数矩阵存在一定病态，从而影响了最小二

乘估计的收敛性和精度 [2]。另外，新获得一个测量

数据时，若想重新确定拟合多项式，所有工作都要

从头开始，使得本次估计和前面的估计结果无任何

关系，即估计之间缺乏连续性和继承性。目前，追

求估计方法的递推性，是理论研究和工程实际刻

意解决的一个问题 [3-4]，也是提高估计速度、减少计

算机内存的需要。

文中将从 Kalman滤波递推思想出发，构造样条

函数拟合的递推计算方法，以期减少截断误差，提

高计算精度和速度。

1 样条函数的递推最小二乘计算

如前所述，样条函数能有效解决截断误差问

题，但在拟合过程中，目前仍然使用的是逐点求解

的方法，极大地影响了计算速度和应用效果。如果
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建立具有递推性质的样条拟合方法，是目前工程实

际中急需解决的问题之一。

1.1 最小二乘的递推改进

设观测模型为

yi = β1xi,1 + ⋯ + βmxi,m + ei i = 1,2,⋯,n （1）
且 E[ei] = 0,D[ei] = σ2

i ,E[ei e j] = 0, i≠ j ; 现记
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于是有 Yn = Hn β + En ，且
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现在问题是获得 n 次观测后得到了系数 β 的

估计 β̑n ，假若又获得了一个新的观测 yn + 1 后，如何

重新估计系数 β̂n + 1 ？不妨设

yn + 1 = β1xn + 1,1 + ⋯ + βm xn + 1,m + en + 1 （4）
记 Mn + 1 = [xn + 1,1,xn + 1,2 ,⋯,xn + 1,m] ，则式（4）可写为

yn + 1 =Mn + 1 β + en + 1 （5）
即在进行了 n + 1次观测之后，β 的估计为 β̂n + 1

β̂n + 1 = [ ]H T
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现在考虑式（6）的递推形式。利用矩阵和向量

的分块表示，式（6）可为
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即 β̂n + 1 = β̂n + ( β̂n + 1 - β̂n) ，于是
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该式右端需要对 m × m 阶矩阵求逆，在未知参

数向量维数增大时，计算是不方便的。现根据分块

矩阵求逆引理 [5]，设 :
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于是得最小二乘的递推式如下

β̂n + 1 = β̂n + Kn (yn + 1 -Mn + 1 β̂n) （14）
KnPnM
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-1 =
Pn - KnMn + 1Pn = (I - KnMn + 1)Pn

（16）
和传统的二乘方法比较，显然递推最小二乘估

计方法简便易行，且节省内存。当获得新的观测数

据后，可在前一步基础上递推得到未知参数的新的

估计，计算速度得到明显提高。

1.2 样条拟合的递推计算

光电经纬仪测量数据是等间隔采样的，因此利

用样条函数特别是 B样条函数拟合是方便的，现在

给出具体的构造方法。

设有一组观测数据 : ( )t1,y1 , ( )t2 ,y2 ,⋯, ( )tm ,ym

yi = f (ti) ( )i = 1,2,⋯,m
记 a = min{ }ti ,b = max{ }ti
样条函数最小二乘拟合问题是在空间 Sn( )Δ

中 ，找 对 于 f ( )x 关 于 范 数  ∙ 的 最 佳 逼 近 ，即 找

…（10）
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S( )x ∈ Sn( )Δ 使

 f ( )x - S( )x = min
S′∈ Sn( )Δ  f ( )x - S′( )x ……（17）

Sn( )Δ = Span{ }B0( )x ,B1( )x ,⋯,Bn( )x ……（18）
即对任何 S( )x ∈ Sn( )Δ ，都能表示为

S( )x =∑
i = 0

n

βi Bi( )x （19）
理论证明已知[5]，S( )x 是 Sn( )Δ 中对 Y = { }y1,y2 ,⋯ym

T

的离散最佳逼近的充要条件是 S( )x - yk( )k = 0,1,⋯,m 与

所有的 Bi( )x ( )i = 0,1,⋯,n 正交，即

S( )x - yk ,Bi = 0 ；k = 0,1,⋯,m ；i = 0,1,⋯,n
…………………………………………………（20）

因此，求 S( )x 的问题，实际上就是求 B 样条总

数的系数 βi ，即求式（19）使

∑
j = 0

n

Bi,Bj βj = Bi,yk i = 0,1,⋯,n …（21）
式（21）解的唯一性有定理保证 [6]。

现设 yi = β1B1( )ti + ⋯ + βm Bm ( )ti + ei i = 0,1,⋯,n
其中，ei 满足 E[ei] = 0,D[ei] = σ2

i ,E[ei e j] = 0, i≠ j 的假设。

在拟合区间内很容易给出 B 样条函数 [7]的节点

和递推公式 [8]，以求出 Bi(x)(i = 0,1,⋯.n) ，此部分不再

赘述。由此，可利用式（14），式（15）递推求得拟合

多项式系数的估计值 β̂ 。

2 应用结果说明

现用某次任务中光电经纬仪测得的数据双站

交会处理后，对所提出的方法和传统的算法做比较

分析。测量数据的时间段为 30 s（不含特征段），采

样频率每秒 10点，其间含有丢点和野值。图 1表示

一条三阶多项式拟合处理后的估值与测量值之差，

显然误差较大。图 2是分三段用不同的三阶多项式

拟合后的差值图。可见误差得到了明显改善，但三

个多项式接头出现拐点，影响了目标飞行航迹的光

滑性。图 3是用三阶 B样条函数对整段数据采用递

推拟合计算的差值图，效果是显而易见的。

在利用 B 样条递推计算时，应注意如下三个问

题 :（1）递推初值 β̂0 和 P0 的确定可利用开始几个观

测数据，例如在 t1，t2，…，tn（n 不一定太大，只需保

证 H T

n Hn 可逆即可 [9-10]）时刻已得到观测值，则可得到

下式

β̂n = PnH
T

n R
-1
n yn 和 Pn = [ ]H T

n R
-1
n Hn

-1
……（22）

以 β̂n ，Pn 作为递推运算的起始条件，即令

β̂0 = β̂n ，P0 = Pn 。 往 后 的 计 算 就 可 利 用 式

（14），式（（15）进行。（2）为了改善拟合效果，对原始

数据最好先进行野值的剔除处理 [1，7]，当然，文中方

法曾经亦作为野值处理的一种方法在任务中加以

应用，效果亦可。该方法的最大价值在于快速求出

较高精度的拟合观测值，用以确定目标飞行航迹和

精度分析。（3）关于拟合段落的确定。经实际任务

检验，在用样条函数拟合计算时，时间段落不能无

限长，在平稳段可适当长一些，但一般取 20~40 s为
宜。在特征段则以不超过 20 s为好。

另外，在样条函数的三类边值条件中 [2]，取一类

即可满足精度要求。

表 1是对某特征段附近数据的两种方法截断误

差比较结果。多项式的推断误差均用理论航迹做

了补偿处理，但极大影响了计算速度，而且使实测

数据在特征段失去了真实性。而用样条函数拟合

计算，则不会出现此类现象。
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和外磨工件，由于不同加工方式同一表面粗糙度对

比度、平均值、方差数值不同，平磨工件数值比外磨

工件数值大。同时偏度和峰值也存在一些差异，且

平磨工件比外磨工件波动大。这为远距离探测金属

物体表面粗糙度和加工工艺提供一种途径。
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3 结 论

实际应用结果证明，利用传统方法仅计算位置

和速度 6 个参数时，m 个采样点就需计算 6 m 个参

数。而用文中方法，则可以把较长时间段的位置和

速度参数集中处理，建立估计航迹参数的拟合模

型，极大地减少了计算量，同时也提高了其速度和

精度。同时运用该方法，可以精确地估计拟合出飞

行目标的航迹数据，为经纬仪提供引导，确保了经

纬仪在丢失目标的情况下，通过自引导和互引导方

式及时准确地捕获目标，故可在光电经纬仪的跟踪

测量中得到推广应用。

参考文献

[1] 刘利生 .外弹道测量数据处理 [M]. 北京 : 国防工业出版

社，2000.

[2] 祝转民 . 外测数据的自适应样条滤波与精度估计 [D].
长沙：国防科技大学，1997.

[3] 雍 L ，索德斯图姆 T. 递推辨识的理论与实践 [M]. 田立

生，译 . 北京 : 科学出版社，1989.
[4] 祝转民 .外弹道测量数据野值的递推辨识 [J].飞行器测

控学报，2001，20（3）.
[5] A kaike H1. F iltering auto regressive model for predicat

ion[J] INST Statist Moth，1969: 21.
[6] Parzen E1 some recent advance in time series modeling[J].

IEEE Trans1 Auto-control，1974（19）: 723-730.
[7] 王省富 .样条函数及其应用 [M]. 西安：西北工业大学出

版社，1998:3-12．
[8] 王峰 . 一种新型插补算法的研究与开发 [D]. 太原：华北

工学院机，2001．
[9] Boehm W. Inserting new knots into B- spline curves[J]．

Computer Aided Design，l980，l2（4）：l99-201．
[10] 王朝瑞，史荣昌 . 矩阵分析 [M]. 北京 : 北京理工大学出

版社，1987.

表 1 多项式拟合与样条拟合在特征段附近的截断误差

时间/s
多项式之差/m
样条函数之差/m

117.5
1.223
0.024

118.5
4.451
0.309

119.5
8.536
0.768

120.5
13.347
1.156

121.5
21.490
1.345

122.5
14.341
1.075

123.5
9.418
0.835

124.5
4.131
0.578

125.5
1.756
0.116
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