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在激光领域，激光信号的反同步是一个有趣的

现象。通常情况下，反同步是指在控制器的作用

下，响应系统的状态变量与驱动系统的状态变量幅

度相同，但符号相反的现象 [1-5]，它在各个领域都有

广泛的应用。在保密通信中，人们发现当驱动系

统只有一个时，这种通信系统相对容易被攻击或

解码 [6-7]。解决的方法是将驱动系统分成两个或两

个以上驱动系统，可以极大地提高抗破译能力。这

种两个或两个以上的驱动系统和响应系统之间的

同步称之为组合同步[8-12]。目前，已分别研究了反同

步与组合同步问题，但研究三个及以上系统的组合

反同步问题并不多见，仍然具有挑战性 [13-17]。

文中基于 Lyapunov稳定性定理，通过构造 Ly⁃
apunov 函数，实现了受激喇曼散射激光器系统和

Rossler系统为驱动系统，NH3激光器系统为响应系

统的信号反同步，并通过数值仿真验证了组合反同

步原理的正确性。

1 同步原理

受激喇曼散射激光器系统、Rossler系统和NH3

激光器系统是三个不同的混沌系统。受激喇曼散

射激光器系统的动力学方程描述为
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ẋ1 = -a1x1 - 9( )x1 + x3 x2
2

ẋ2 = -b1x2 + 5( )x2
1 - x2

3 x2
ẋ3 = -c1x3 + ( )x1 + x3 x2

2

（1）

其中，a1 b1 c1 是常数；当 a1 = -1,b1 = 2.06,c1 = 1.0
时，系统（1）具有混沌行为。

Rossler系统的动力学方程为
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ẏ1 = -y2 - y3
ẏ2 = a2y2 + y1
ẏ3 = -c2y3 + y1y3 + b2

（2）

其中，a2 b2 c2 是常数；当 a2 = 0.2, b2 = 0.2,c2 = 5.7
时，系统（2）具有混沌行为。

NH3激光器系统的状态方程由下式给出
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ż1 = -a3( )z1 - z2
ż2 = b3 z1 - z2 - z1z3
ż3 = -c3 z3 + z1z2

（3）

其中，a3 b3 c3 是常数；当 a3 = 1.425 3 b3 = 40
c3 = 0.277 8时，系统（3）处于混沌状态。

假设受激喇曼散射激光器系统和Rossler系统

作为驱动系统，NH3激光器系统作为响应系统，将

NH3激光器系统变形如下式[18]

ì
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ż1 = -a3( )z1 - z2 + u1
ż2 = b3 z1 - z2 - z1z3 + u2
ż3 = -c3 z3 + z1z2 + u3

（4）

其中，u1 u2 u3 是设计的控制器。

定义误差状态变量为

ì
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e1 = γ1z1 +α1x1 + β1y1
e2 = γ2 z2 +α2x2 + β2y2
e3 = γ3 z3 +α3x3 + β3y3

（5）

则有以下误差系统
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ė1 = -a3e1 + γ1a3
γ2

e2 + f + γ1u1

ė2 = -e2 - γ2
γ1γ3

e1e3 + γ2
γ1γ3

( )α1x1 + β1y1 e1 +
γ2
γ1γ3

( )α3x3 + β3y3 e3 + g + γ2u2

ė3 = -c3e3 + γ3
γ1γ2

e1e2 - γ3
γ1γ2

( )α2x2 + β2y2 e1 -
γ3
γ1γ2

( )α1x1 + β1y1 e2 + h + γ3u3

（6）

其中

f = a3( )α1x1 + β1y1 - γ1a3
γ2

( )α2x2 + β2y2 -
9α1( )x1 + x3 x2

2 - a1α1x1 - β1y2 - β1y3

（7）

g = ( )α2x2 + β2y2 - γ2
γ1γ3

( )α1x1 + β1y1 ( )α3x3 + β3y3 +
γ2b3 z1 - b1α2x2 + β2a2y2 + 5α2( )x2

1 - x2
3 x2 + β2y1

………………………………………………（8）
h = c3( )α3x3 + β3y3 + γ3

γ1γ2
( )α1x1 + β1y1 ( )α2x2 + β2y2 -

c1α3x3 +α3( )x1 + x3 x2
2 - c2 β3y3 + β3y1y3 + β3b2

……………………………………………（9）
设计控制器的形式如下

u1 = - 1
γ1

f

u2 = - 1
γ2
é
ë
ê
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û
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γ1a3
γ2

v1 - ( )a3 - 1 v2 + γ2
γ1γ3

( )α3x3 + β3y3 v1 + g

u3 = - 1
γ3
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( )1 - c3 v3 + γ3( )a3 - 1
γ2

1a3
v2
1 + æ

è
ç

ö
ø
÷

γ3
γ1γ2

- γ2
γ1γ3

⋅

[ ]v1 - ( )α1x1 + β1y1 v2 ⋅ γ3
γ1γ2

( )α2x2 + β2y2 v1

ü
ý
þ

γ3( )a3 - 1
γ2

1a3
( )α1x1 + β1y1 v1 + h

-

其中，v1 = e1 ；v2 = e2 - γ2( )a3 - 1
γ1a3

v1 。

令 v1 = e1 ,它对时间求导数为

v̇1 = ė1 = -a3e1 + γ1a3
γ2

e2 + f + γ1u1 =
-a3v1 + γ1a3

γ2
e2 + f + γ1u1 （11）

其中，把 e2 =α1( )v1 看作是一个虚拟的控制器，为了使

v1 子系统稳定，可以定义第一部分Lyapunov函数为

V1 = 12 v2
1 …………（12）

则 V̇1 = v1 v̇1 =
v1
æ
è
ç

ö
ø
÷

γ1a3
γ2

α1( )v1 - a3v1 + v1( )f + γ1u1 （13）
为 了 使 V̇1 负 定 ，令

γ1a3
γ2

α1( )v1 - a3v1 = -v1 ；

f + γ1u1 = 0 ，则 α1( )v1 = γ2( )a3 - 1
γ1a3

v1 ；u1 = - 1
γ1

f ，所以

V̇1 = -v2
1 < 0 。

由于 V̇1 是负定的，所以 v1 子系统是渐进稳定

的。考虑到虚拟控制器 α1( )v1 是估计的，则 e2 和

α1( )v1 的误差可以表示为 v2 = e2 -α1( )v1 ，因此有

v̇1 = -a3e1 + γ1a3
γ2

e2 + f + γ1u1 = γ1a3
γ2

v2 - v1 （14）

（10）
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因为 v2 = e2 -α1( )v1 ，所以将 v2 对时间求导数得

v̇2 = ė2 - α̇1( )v1 =
γ2
γ1γ3

[ ]v1 - ( )α1x1 + β1y1 e3 - γ1a3
γ2

v1 - v2 （15）
当 -a3v2 + γ2

γ1γ3
( )α3x3 + β3y3 v1 + g + γ2u2 = - γ1a3

γ2
v1 -v2

时，可以推导出 u2 的表达式并可以得到 ( )v1,v2 子系

统如下
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v̇1 = γ1a3
γ2

v2 - v1
v̇2 = γ2

γ1γ3
[ ]v1 - ( )α1x1 + β1y1 e3 - γ1a3

γ2
v1 - v2

（16）

令 e3 =α2( )v1,v2 ，为了使 ( )v1,v2 子系统稳定，可

以定义第二部分Lyapunov函数为

V2 = V1 + 12 v2
2 （17）

则式（17）对时间的导数为

V̇2 = V̇1 + v2 v̇2 =
-v2

1 - v2
2 - γ2v2

γ1γ3
[ ]v1 - ( )α3x3 + β3y3 α2( )v1,v2 （18）

如果令 α2( )v1,v2 = 0 ，则 V̇2 = -v2
1 - v2

2 < 0 ，表明

( )v1,v2 子 系 统 渐 进 稳 定 。 同 样 的 方 法 ，假 设

v3 = e3 -α2( )v1,v2 ，然后可以得到

v̇3 = ė3 - α̇2( )v1,v2 =
-v3 + γ2

γ1γ3
[ ]v1 - ( )α1x1 + β1y1 v2 （19）

- c3v3 + γ3
γ1γ2

v1v2 + γ3
γ1γ2

γ2( )a3 - 1
γ1a3

v2
1 - γ3

γ1γ2

( )α2x2 + β2y2 v1 - γ3
γ1γ2

( )α1x1 + β1y1 v2 - γ3
γ1γ2

(α1x1 +

β1y1) γ2( )a3 - 1
γ1a3

v1 + h + γ3u 3= -v3 + γ2
γ1γ3

[v1 - (α1x1 +
])β1y1 v2 时，可以推导出 u3 的表达式，并得到 ( )v1,v2,v3

子系统如下
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v̇1 = γ1a3
γ2

v2 - v1
v̇2 = γ2

γ1γ3
[ ]v1 - ( )α1x1 + β1y1 v3 - γ1a3

γ2
v1 - v2

v̇3 = -v3 + γ2
γ1γ3

[ ]v1 - ( )α1x1 + β1y1 v2

（20）

定义第三部分Lyapunov函数为

V3 = V2 + 12 v2
3 （21）

则

V̇3 = V̇2 + v3 v̇3 = -v2
1 - v2

2 - v2
3 ……………（22）

由于 V̇3 < 0 ，由Lyapunov稳定性理论知 ( )v1,v2,v3

子系统是渐进稳定的。通过下面的定义：v1 = e1 ；
v2 = e2 -α1( )v1 = e2 - γ2( )a3 - 1

γ1a3
v1 ；v3 = e3 -α2( )v1,v2 = e3 。

当 t→∞ 时，e1 → 0 ；e2 → 0 ；e3 → 0 ，这意味着驱动

系统和响应系统达到组合的反同步。

2 仿真结果

在这一部分中，通过给出的数值模拟来验证所

提出方法的有效性。两个驱动系统受激喇曼散射

激 光 器 系 统 和 Rossler 系 统 的 初 值 分 别 取 为

x1( )0 = 1 ； x2( )0 = 1 ； x3( )0 = 1 ； y1( )0 = -6 ；

y2( )0 = 5 ；y3( )0 = -10 。其中两系统的参数分别为

a1 = -1 ；b1 = 2.06 ；c1 = 1.0 ；a2 = 0.2 ；b2 = 0.2 ；

c2 = 0.2 。此时两驱动系统均处于混沌状态，则驱动

系统的相图如图 1、图 2所示。响应系统的初值取为

z1( )0 = 2.0 ；z2( )0 = 2.0 ；z3( )0 = 2.0 。其中该系统的

参数分别为 a3 是 Prantl数；b3 是激光器的泵浦；c3
是几何因子。当 a3 = 1.425 3 ；b3 = 40 ；c3 = 0.277 8 ,
系统（6）的混沌吸引子如图3所示。

两个驱动系统与一个响应系统的组合反同步

过程如图 4所示。表明由于两个驱动系统和一个响

应系统所取的初值不同，所以这三个混沌系统的状

态变量曲线在初始阶段有明显的不同，并且两个驱

动系统状态变量之和的曲线图和响应系统状态变

量的曲线图随时间的变化总是关于状态变量为零

3
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-3 0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 1（
t）

x2（t）

图1 受激喇曼散射激光器相图
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0
-10y2（t） -20-10 -5 0 5 10 15

y 3（
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图2 Rossler系统相图
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时对称。也就是说，响应系统中所有状态变量的轨

迹与两个驱动系统所有状态变量之和的轨迹严格

的相反。随着时间的无限延长，两个驱动系统状态

变量之和的曲线图和响应系统的曲线图都会严格

的关于状态变量为零时对称，不会有任何变化。同

时，两系统状态变量的误差曲线如图5所示。

从图 5可以看出，因为受激喇曼散射激光器系

统，Rossler系统作为驱动系统和NH3激光器系统作

为响应系统是三个异结构混沌系统，三个异结构的

混沌系统所取的初值不同并且随时间的演化而具

有不同的特性。所以，状态变量的误差 ei(t) 随时间

的演化在初始阶段有明显的差异。但在选取适当

的控制器，经过一个短暂的时间后，两个驱动系统

和一个响应系统所有的状态变量之间的组合反同

步误差曲线很快地并且稳定地收敛到零，不管怎么

延长演化时间，驱动系统与响应系统的所有变量的

组合反同步误差曲线都趋于零，即两个驱动系统和

一个响应系统达到混沌组合反同步状态。

3 结 论

研究了受激喇曼散射激光器系统和Rossler系
统为驱动系统，NH3激光器系统为响应系统的反同

步问题。研究结果表明，两个驱动系统的各变量之

和随时间的演化曲线和响应系统的各变量随时间

的演化曲线幅值相同，符号相反。在控制器的作用

下，它们之间的误差变量在时间接近 5 s时随时间

的演化曲线趋于零，即这三个系统达到组合反同步

状态。
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