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近年来，非线性现象得到人们的普遍关注[1-4]。光

学中的非线性现象在激光器研制出后，就在实验上

观察到。同时，Grazyuk和Oraevski研究均匀加宽单

模环形腔激光器的特性时，发现激光动力学方程存

在随时间变化的随机解。Haken在研究激光器的稳

定性的基础上，建立了描述均匀加宽激光器的

Lorenz-Haken方程，使激光混沌特性的研究得到了进

一步发展。在此之后，Casperson系统性地研究了非

均匀加宽激光器的不稳定性。Ikeda建立了研究光学

双稳态不稳定性的 Ikeda方程，证实了在光学双稳态

系统中存在混沌[5]。Gibbs等人利用光电混合型光学

双稳态系统进行了混沌观测[6]。此后，出现了众多的

关于光学双稳态混沌的研究结果。Arecchi等人通过

调制激光器光学腔内损耗，进行了CO2激光器产生混

沌的实验观测。Weiss等人利用He-Ne激光器进行了

多种途径通向混沌的实验研究[7]。Weiss等人设计了
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参量下的动力学行为进行简单的分析与讨论。结果表明，当系统参数大于分支点处的取值时，系统变为不稳定的，从而进入混沌

状态。
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NH3激光器，证实了Haken的理论研究结果[8]。迄今，

非线性光学以及光学混沌已成为现代科技研究的热

点。因此，对其研究具有重要的理论意义和实用价

值。

均匀加宽单激光器的Maxwell-Block方程，通过变

换可转化为Lorenz方程形式，即均匀加宽单激光器的

Lorenz-Haken方程，亦称之为单模激光 Lorenz系统。

它能够呈现极其复杂和丰富的动力学行为。文中通

过对该模型的数值模拟，分析可能出现的非线性

效应。

1 不同参量下单模激光Lorenz系统的相图

利用Einstein的自发辐射系数、受激辐射和受激

吸收系数，分别表示自发辐射几率、受激辐射和受激

吸收几率，研究光和原子之间相互作用过程中能级

上原子数的变化速率和光子数的变化速率构成的方

程组，来说明激光器的特性[9]。其中激光为经典电磁

场，服从Maxwell方程组，工作物质原子的运动服从

量子力学规律。

单模运转均匀加宽激光器的Maxwell-Block方程

为[10]
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式中，E 、D 、P 分别为激光的电场强度、反转粒子数
密度、宏观电极化强度；γc 表示光场的衰减速率；γ⊥
表示宏观电极化强度的迟豫速率；γ // 是原子能级上

粒子数衰减速率；D0 是在激光没有出现时，由激光

器的激发源非相干激发或其他手段产生原子能级上
粒子数的稳定值；式中 α 的形式如下

α =
Nμωc

2ε0
（2）

式中，N 为工作物质的原子数密度，μ 是工作物质原

子跃迁电偶极矩的模数，ωc 为腔的共振频率，ε0 为

介电系数。

为将其化为 Lorenz方程形式，先求其定态解。

令 Es 、Ps 、Ds 分别为 E 、P 、D 的定态解，即
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由上式进行求解可以得到
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令 λ =
D0

Ds
- 1 = r - 1，r =

D0

Ds
，σ =

γc

γ⊥
，b =

γ //

γ⊥
，

τ = γ⊥t ，x = bλ E
Es

，y = bλ P
Ps

，z =
D -D0

Ds
，考虑到

式（4），就能得到下式的Lorenz-Haken方程
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（5）

方程组式(5)的定态解 ( )x0,y0,z0 由下式给出
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………………………（6）

为了进一步确定系统失稳后进入混沌态的分支

点，对上面方程组进行线性稳定性分析。

设 x',y',z' 是定态解附近的小扰动，代入式（5）并
且保留其线性项，得到扰动性方程组
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其本征行列式为
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y0 x0 -b -ω
= 0 （8）

即 ω3 +(σ + b + 1)ω2 +(r +σ)bω + 2bσ(r - 1)= 0（9）
根据稳定性理论，当上述三次方程中的一对复

根变为纯虚数时，也就是本征值 ω = ±iλ 的时候，恰

恰就是系统进入混沌状态的分支点，现将 ω 代入上

式中，并且令其中的实部和虚部分别相等，便得到

rc =σ σ + b + 3
σ - b - 1 （10）

σ - b - 1 > 0 （11）
式中，rc 是一个分支点，当参数 r 取值大于分支点处

的取值时，系统变为不稳定的，从而进入混沌状态。

下面编制MATLAB程序，利用计算机仿真模拟

不同参量下激光 Lorenz 系统的相图。首先是

σ = 10,r = 28,b = 8/3的相图1。
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这个三维相图，生成图像犹如一只蝴蝶，但是很

不对称，左边的翅膀看起来小一些，更趋近于圆形，

而右边的，就更大一些呈椭圆形。

为更明显地看出其中的差异，给出投影到三个

平面上的二维图2、图3和图4，这样可以更全面地了

解混沌状态下Lorenz相图的图样和特性。

以上是进入混沌状态下的相图。假如 σ 和 b 不

变，给出 r = 8时的三维相图5。

在这个相图中可以很明显地看出一个变化量下

只有一个对应的解，也就是说当 b = 8的时候是处于

稳定状态的。整个图像呈现一个螺旋状的单线。也

就是说 b = 8的是处于小于分支点的区域内的。

下面再给出一个 r = 35情况下的相图6。这个图从

正面的角度去观察比 r = 28的情况下的三维相图更对

称一些。也就是说，在不同的参量下，方程的解是不同

的，也许只有一个解，也许有两个，甚至更多直到无限

程世红等：不同参量下单模激光系统的特性研究
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个解。那么在不同的情况下所形成的相图也是截然不

同的，在小于分支点的情况下图像就会简单很多，大于

分支点就非常复杂。而且是先在图像的一只翅膀上绕

着稳定态旋转，然后跳跃到另一只翅膀上的另一个稳

定态旋转，然后再跃回第一只翅膀上，就这样反复循环

下去。但是，仔细观察便会发现，无论曲线怎么跳跃怎

么旋转都是始终不会相交的；另外，在一只翅膀上环绕

多少圈再跳跃到另一只翅膀上也是无规则的。这是混

沌吸引子的特性。

2 结 论

简述了单模激光 Lorenz系统模型。然后利用

Matlab软件编制计算程序，对单模激光系统模型进行

仿真模拟。给出不同参量下激光系统的相图。并结

合仿真模拟的图像，展示参量变化对系统动力学行

为的影响。研究结果表明，当系统参数大于分支点

处的取值时，系统变为不稳定的，从而进入混沌状

态。在混沌区域，不同参数值下的相图是不同的，图

形曲线犹如蝴蝶的翅膀，先在一只翅膀上绕着稳定

态旋转，然后跳跃到另一只翅膀上绕着稳定态旋转，

反复循环不相交，形成混沌吸引子。
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