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对淹没在噪声中的正弦信号进行频率估计是信

号处理中的经典课题，在雷达、通信、声纳、电子对

抗、电力谐波检测和振动信号处理等领域都有着广

泛的应用，其中在通信领域，测定所截获无线电信号

的频率是通信侦察的基本任务, 快速、高精度是测频

技术追求的目标。目前国内外已经提出了不少方

法，主要分为时域、频域和时-频分析方法等，但在频

域上获取频率信息要比在时域上采用测平均频率的

方法具有更强的抗噪声性能。文献[1]给出的最大似

然估计算法（maximum likelihood, ML）能够达到Cram⁃
er Rao下限（CRB），被称为最优估计算法，但需要进

行一维搜索，计算量大、无法实时处理。文献[2]给出

的频率估计算法是对ML算法的一种近似解，性能接

近CRB，但在低信噪比时出现解的发散现象，计算量

也较大，不易硬件实现。

基于离散傅里叶变换（DFT）的谱分析法采用快
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速傅里叶变换（FFT），运算速度快，适合实时信号处

理，在工程实际中得到了广泛的应用，但FFT运算只

能对有限点序列进行处理，不可避免的造成能量泄

露，同时存在栅栏效应，当信号频谱峰值谱线不能与

主瓣的中心重合时,信号真实频率落于主瓣内的两根

谱线之间，便会产生较大的频率测量误差。目前国

内外学者提出了包括比值法（又称插值法）在内的离

散频谱校正理论与技术，比值法根据频谱校正所采

用FFT谱线的多少，可分为两谱线比值法和三谱线比

值法两大类[3]。其中两谱线比值法主要有Rife算法、

Grandk 算法、Quinn 算法、复比值校正法和修正 Rife
算法（M-Rife算法）[4]；三谱线比值校正法有复合复比

值校正法、Vetterling算法、Voglewede算法和 Jacobsen
算法。Rife算法和Quinn算法都是首先通过FFT幅度

谱索引峰值谱线位置，然后利用峰值谱线和次大值

谱线来估计频率的[5-6]，但当用FPGA硬件实现时，由

于求幅度谱的复数取模运算需要用CORDIC算法对

输入向量不断地旋转和缩放来逼近精确解，影响了

FPGA运行速度[7]。文献[8]提出了一种基于FFT系数

实部的频率插值算法，只通过3个DFT变换系数的实

部构造频率修正项，计算量小，易于硬件实现；但当

峰值谱线的相位接近于 ±π/2 时，实部序列很小，在

噪声干扰下，峰值谱线索引容易出错，并且频偏计算

误差较大，需要改进。针对基于FFT系数实部的频率

插值算法在峰值谱线的相位接近于 ±π/2 时误差较

大的问题，提出了一种结合FFT系数实部和虚部的频

率估计算法。

1 算法分析

1.1 频率插值算法原理与分析

设正弦信号序列 y(n)为

y(n) =A cos(2π f0n fs +ϕ) （1）
其中，A 、f0 和 ϕ 分别是信号的幅度、频率和初相，

fs 为采样频率，N为采样长度，n= 0~N- 1。长度为

N 的序列 y(n) ，相当于由无限长序列加窗函数为

w(n) = 1（n= 0~N- 1）的矩形窗截断所得。矩形窗

函数的离散傅里叶变换W(k)为

W(k) = sin(πk)
sin(πk N ) e

-jπk(N-1) N
（2）

其中，k=0~N- 1。对 y(n)做N点DFT得离散频谱

Y(k)，由于实序列DFT的对称性，可忽略负频率成分

的影响，只考虑离散频谱的前N/2点，设Re（x）表示取

x的实部，则FFT系数的实部 Re(Y(k))为

Re(Y(k)) = A2 [
sin(π(k- k0))
sin(π(k- k0)/N)

] ⋅

cos(ϕ-π(k- k0)(N-1)/N)
（3）

其中，k0 为信号在频谱上对应的离散频率。由于

DFT存在栏栅效应，当输入信号频率没有与离散谱线

重合时，信号真实频率落于主瓣内的两根谱线之间，

直接用FFT运算的峰值谱线位置估计信号频率时，存

在 频 率 估 计 误 差 ，其 误 差 范 围 为 [ -fs/(2N) ,
fs/(2N) ]。 记信号频谱中峰值谱线序号为m，峰值谱

线 Re(Y(m))及其对应相位Φ(m)分别为

Re(Y(m)) = A sin(πδ)
2πδ/N

cos(ϕ+ δπ(N-1)/N) （4）
Φ(m) =ϕ+ δπ(N- 1)/N （5）

其 中 ，δ 为 无 量 纲 频 率 偏 移 量 ，简 称 频 偏 ，

δ= k0 -m 。 当 N>> 1 时 ， 1/N→ 0 ，

(N-1)/N→1，由式（3）和式（5）可知，峰值谱线左右

两侧相邻的谱线的实部可表示为

Re(Y(m- 1)) = A sin(πδ)
2π(1+ δ)/N

cos(Φ(m)) （6）
Re(Y(m+ 1)) =- A sin(πδ)

2π(1- δ)/N
cos(Φ(m)) （7）

利用峰值谱线与其相邻的次大值谱线系数实部

之比构造插值多项式，该方法估计的频偏 δ 为

δ=

ì

í

î

ïï
ïï

δ1= - Re(Y(m+ 1))
(Re(Y(m)) -Re(Y(m+ 1))) [δ1 > 0],[δ2 > 0]；

δ2 =
Re(Y(m- 1))

(Re(Y(m)) -Re(Y(m- 1))) 其他

（8）
通用的频率校正公式为

f0 =(m+ δ) fs/N （9）
该算法的优点是方法简单，仅利用FFT系数实部

来索引峰值谱线的位置，并进行频率插值，避免了求

信号幅度谱的复数求模运算和Quinn算法的复数除

法运算，大大减小了计算量，易于硬件实现。

由 式（4）~ 式（7）可 知 ，Y(m) 、Y(m- 1) 和

Y(m+ 1)实部的大小与峰值谱线的相位 Φ(m)有关，

该算法在峰值谱线的相位Φ(m)接近于 0或 π时，频

率校正精度较高，但当峰值谱线的相位Φ(m)接近于

±π/2 时，信号频谱分布与 FFT系数的关系如图 1所

示，FFT系数实部序列幅度很小，接近于零，在噪声干
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扰下，根据实部序列索引的峰值谱线位置容易出错，

计算的频偏 δ 误差也较大，此时频率估计精度较低。

1.2 改进的算法

在峰值谱线的相位 Φ(m)接近于 ±π/2时，信号

频谱与FFT系数的关系如图1所示，DFT实部序列幅

度很小，此时实部序列幅度最大值谱线并不能与幅

度谱最大值谱线重合，而DFT系数的虚部序列的幅

度与幅度谱很接近，并具有完全相同的峰值谱线位

置；通过调整信号的初相 ϕ ，并保持频偏 δ 不变，在

幅度谱峰值谱线的相位 Φ(m)接近于 0 或 π时，FFT
系数分布如图2所示，DFT系数实部序列的幅度与幅

度谱很接近，具有完全相同的峰值谱线位置，而DFT
系数的虚部幅度接近于0时，其幅度最大值位置并没

有与幅度谱峰值谱线重合；当频谱峰值谱线的相位

Φ(m)在其他区域时，频偏 δ 保持不变，DFT系数的实

部和虚部序列与幅度谱具有相似的特征，其幅度相

对于幅度谱都有一定比例的缩小，此时的FFT系数分

布如图3所示。

由图1~图3分析可知，仅仅通过实部序列或虚部

序列并不能准确地索引出峰值谱线的位置。当通过

实部和虚部序列索引出对应的峰值谱线位置相同

时，对应谱线也是信号幅度谱的峰值谱线；但当幅度

谱峰值谱线的相位Φ(m)在 0、π或 ±π/2 附近时，在

噪声干扰下，实部和虚部序列对应的峰值谱线位置

可能不同，当 cos(Φ(m))大于 sin(Φ(m))时，实部序列

幅度比虚部大，具有更强的抗噪声干扰能力，实部序

列的峰值谱线就是幅度谱的峰值谱线，反之，当

cos(Φ(m))小于 sin(Φ(m))时，虚部序列的峰值谱线就

是幅度谱的峰值谱线。

文献[8]已经推导了基于FFT系数实部的频率插

值的公式，利用虚部序列进行频率插值的方法和其

类似，Im(x)表示取 x的虚部。信号 y(n)的FFT系数

的虚部序列 Im(Y(k))为

Im(Y(k)) = A2 [
sin(π(k- k0))
sin(π(k- k0)/N)

]sin(ϕ-

π(k- k0)(N- 1)/N)
（10）

当 δ> 0 时，主瓣内的次大值谱线在峰值谱线右

侧，峰值谱线与次大值谱线相位相差约为 π ，当

N>>1时，sin(Φ(m+ 1)) = -sin(Φ(m)) ，构造次大值

谱线与峰值谱线系数虚部的比值

Im(Y(m+ 1))
Im(Y(m)) =- |Y(m+ 1)|

|Y(m)| =- δ
1- δ （11）

此时频偏 δ 为

δ= -Im(Y(m+ 1))
Im(Y(m)) - Im(Y(m+ 1)) （12）

当 δ<0时，主瓣内的次大值谱线在峰值谱线左

侧，同理可得此时频偏 δ 为

δ= Im(Y(m- 1))
Im(Y(m)) - Im(Y(m- 1)) （13）

因此利用FFT系数虚部估计的频偏 δ 可表示为

δ1 =-
Im(Y(m+ 1))

(Im(Y(m)) - Im(Y(m+1))) δ1 > 0 , δ2 > 0
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δ2 =
Im(Y(m- 1))

(Im(Y(m)) - Im(Y(m- 1))) … （14）
当 次 大 值 谱 线 在 峰 值 谱 线 右 侧 时 ，

Im(Y(m+ 1))/ Im(Y(m)) < 0 ，Im(Y(m- 1))/ Im (Y(m))
> 0 ，因此 δ1 > 0 , δ2 > 0 ；反之当次大值谱线在峰值谱

线左侧时，δ1< 0 , δ2 < 0 。反过来可以根据 δ1和 δ2的
取值来判断插值方向。

由式（3）和式（10）可知，Y(m) 、Y(m-1) 和
Y(m+1)实部与虚部的大小与峰值谱线的相位Φ(m)
有关，当 cos(Φ(m))大于 sin(Φ(m))时，实部序列幅度

比虚部序列大，为了减小噪声的影响，可利用实部序

列进行频率插值；反之当 cos(Φ(m)) 小于 sin(Φ(m))
时，可利用虚部序列进行频率插值。

综合所述，新算法实现流程如图4所示。

2 算法仿真与性能分析

为了分析上述算法的频率估计精度，在计算机

上进行了Monte Caro仿真。对式（1）定义的正弦信号

迭加了实部与虚部相互独立、方差为 σ2 的零均值高

斯白噪声。仿真参数设置为：信号幅度A为1，初相 θ

为0，采样频率 fs =128 kHz，数据长度N=128点，则信

号的信噪比为SNR= A2/2σ2 。根据参数估计理论，在

给定数据长度和信噪比的前提下，AWGN 背景下信

号参数的任意无偏估计均方根误差不会小于一个下

限：Cramer Rao下限（CRB）。在信号频率不接近 0或

fs 2 、初相未知的情况下，实正弦信号频率估计误差

的均方根误差下限（CRB）为[9]

σCRB = 6fs
2 (4π2 N ⋅SNR ⋅(N- 1)2) （15）

为了方便与FFT本身的频率分辨率 Δf 对比，设

定归一化频率估计的误差为 σ=( fr - f0)/Δf ，其中，

fr 是估计的频率，记所有样本归一化频率误差的均

方根值为 σRMSE 。在信号频率 f0 为[24 kHz, 25 kHz]
的区间上等间隔的取100频率点，即一个频率分辨率

间隔内，对每个频率点做 1 000次实验，文献[8]中的

基于 FFT 系数实部的频率插值算法在信噪比为-3
dB、0 dB和3 dB时的频率估计均方根误差 σRMSE 如图

5所示，Rife算法与改进的算法的频率估计均方根误

差 σRMSE 如图6所示。开始

时域信号y（n）做FFT
索引| |Re(Y(k)) 的峰值谱线位置m_re
索引| |Im(Y(k)) 的峰值谱线位置m_im

m_re等于m_im
Y

N

峰值谱线位置m_max=m_re
Y N
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峰值谱线位置m_max=m_in

Y N
| |Re(Y(m-max))＞
| |Im(Y(m-max))

利用实部序列计算频偏 利用虚部序列计算频偏

频偏代入频率校正公式

结束

| |Re(Y(m-re))＞
| |Im(Y(m-in))

图4 改进算法流程框图
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从仿真结果可以看出，归一化频率误差的均方

根 σRMSE 基本上关于频偏 δ =0.5对称，故只分析频偏

δ 在0~0.5区间上的变化情况。基于FFT系数实部的

频率插值算法在频偏 δ 小于 0.25时，频率估计精度

较高，而 δ 大于 0.25时，频率估计误差明显增大，甚

至出现误差大于 40 个频谱分辨率 Δf 的情况；这是

由于在频偏 δ 小于0.25时，峰值谱线相位Φ(m)在[0,
π 4 ]上，实部序列大于虚部序列，具有较强的抗干扰

能力，精度较高；而频偏 δ 大于0.25时峰值谱线相位

Φ(m) 在[ π 4 , π 2 ]上，实部序列较小，在噪声干扰

下，精度较低，并且随着 cos(Φ(m))的减小，误差逐渐

增大。Rife算法在频偏 δ 接近 0.5时，误差接近频率

估计误差下限，在频偏 δ 小于 0.2时，频率估计误差

较大，这是由于在噪声干扰下，插值方向错误造成

的。改进的算法与以上两种算法相比，在整个频段

上具有更高的频率估计精度，特别是在相同信噪比

的情况下与基于 FFT 系数实部的频率插值算法相

比，改善了受噪声影响较大的频段，性能提高明显；

随着信噪比的提高算法的频率估计精度也有所提

高，在 SNR=3 dB 时，整个频段上归一化频率估计误

差均方根小于 0.02，接近频率估计误差下限 CRLB，
所以改进的算法是一种性能更优的算法。

3 结 论

在分析基于FFT系数实部的频率插值算法的基

础上，通过选取 FFT系数实部与虚部中幅度较大的

序列进行频率插值，由此得出了一种新的频率估计

算法。仿真实验表明，改进的算法计算量小，易于硬

件实现，比基于 FFT系数实部的插值算法具有更高

的频率测量精度，可以应用于通信、雷达等需要频率

测量的场合。
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（a）SNR= -3 dB
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（c）SNR= 3 dB
图6 当SNR= -3 dB、0 dB和3 dB时Rife算法

和改进算法的均方根误差
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