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·信号与信息处理·

基于方向性小波变换的图像稀疏修复

宁本德 1，屈小波 2，陈 忠 1

(1.厦门大学电子科学系，福建 厦门 361005；2.厦门市半导体照明检测认证中心，福建 厦门 361005)

摘 要:图像修复有着重要的应用价值，稀疏表示作为前沿的信号处理方法，也已经使用在图像修复中。但是，传统方法在
稀疏图像的时候利用的是预先给定的图像基，不能自适应图像，因此稀疏表示能力有限。文中提出从参考图中估计出图像的最

佳几何方向使得稀疏变换能自适应图像几何信息，提供更稀疏的图像表示方法。稀疏修复通过最小化 ℓ1范数模型进行求解。
实验结果表明，所提方法较传统的二维小波变换可以更好地保留图像中边缘和纹理，获得更高的峰值信噪比。
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Abstract：Image inpainting plays an improtant role in application area. As an advanced signal processing
method, sparse representation has been used in image inpainting. However given image bases are adopted in trad⁃
tional methods at the process of inpainting sparse images, it has no adaptive capability and sparse representation
capability is limited. The best geometry direction is estimated according to reference images so that sparse trans⁃
form is adaptive to geometry informations of images. And a representation method of sparser images is provided.
Sparse inpainting is calculated by a minimized norm model such as l1 . Experimental results show that edges and
texture in images are preserved more perfectly comparing with traditional 2D wavelet transform methods. So
higher peak signal to noise ratio is got.
Key words: image inpainting; sparse representation; geometric direction; directional wavelet

图像修复是图像处理中一个很重要的问题，在 (0,1) 组成的掩码矩阵（数值0表示像素丢失）。图像
光学图像、SAR图像和医学影像中都有广泛应用。 修复的目的就是从受损图像 y中修复出 x。
图像在获取、传输和存储过程的一系列处理，会造成 图像修复方法主要包括基于偏微分方程的算
信息丢失或受到噪声污染，从而使图像质量降低。 法[1]，基于样例的图像修复算法[2]和基于稀疏变换的
图像降质的问题可以定义为 图像修复算法[3]等。基于偏微分方程的算法，是通过

y=Ax+ η （1）
从已知区域扩散图像信息到丢失区域来修复图像，该

其中，y为观测到的图像，x为源图像，η一般为高 方法缺点是修复纹理和较大区域时会造成模糊[4]。基
斯白噪声。对于文中讨论的像素丢失问题，A是由

于样例的图像修复算法主要针对破损区域较大的情
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况，从图像的已知区域复制图像块来填补丢失区域，

然而这一算法复杂度高、耗时长[5]。
目前，稀疏表示在图像处理中发挥了重要作

用。基于稀疏表示的图像修复算法，假定图像在某

一变换的稀疏性来正则化重建的图像，实现图像修

复。一般来说，更加稀疏表示图像可以降低修复误

差。小波变换作为稀疏图像的重要手段已经在稀疏

图像处理中广泛应用。但是，传统小波变换提取的

方向性信息有限，小波基都是预先给定的。自适应

方向的Bandelet变换[6]和及其改进形式的基于块的
方向性小波（patch-based directional wavelets，PBDW）
[7]在变换中引入图像的几何方向信息，自适应稀疏表
示图像。PBDW在MRI图像的稀疏重建中[7] 可以比
典型的MRI稀疏重建方法更好地抑制噪声和保

，

留边

缘。文中主要探讨PBDW变换在丢失像素修复中的
应用。

1 PBDWS及图像修复中的应用

基于小波变换的多尺度分解能稀疏表示图像的

分段光滑特性[8] 该特性也经常存在于图像的平滑渐变
区域。把PBDW放

，

在二维平移不变小波（shift-invari⁃
ant discrete wavelet transform, SIDWT）域中，并称这种
方法为PBDWS。PBDWS来源于Bandelet变换[9] 不同
之处是 PBDWS采用冗余小波变换而且不进行图像

，

块的四叉树合并。由于不进行四叉树，每个块都会

估计出方向，冗余度比较高，可能更利于图像修复。

前期研究表明，在欠采样的MRI稀疏重建中，基于PB⁃
DWS的最小化 ℓ0范数可以比基于PBDW的最优化 ℓ1
范数可以更好地保留图像边缘和抑制欠采伪影[10]。
文中主要讨论 PBDWS在图像丢失像素修复中的
应用。

令ΦT 表示对图像 x的二维正向小波变换，定义
Rj为把图像 x的小波系数ΦT x分成块的算子，这样

第 j个图像块 ( j=1,⋯,J )的小波系数可以表示成
bj =RjΦT x ( j=1,2,⋯,J ) （2）
现令候选方向集为 θ= {θ1,θ2,⋯θd⋯,θD}，将第

j个块的小波系数沿着某一个方向 θd 重新排列后，
再进行一维正交Haar小波变换，该过程可表示成
c
θ
d =ΨT P(θ )bj （3）

SI
j

DWT域内第
d

j 个块的最佳几何方向 wj 可通

过 S个小波系数的最小逼近误差来估计

ŵj = argmin c
wj S c （4）

其中，cj ( )
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wj S 表示取Haar小波系数 cwj中绝对值最大
的 S个系数。对于图像 x，它在PBDWS变换域中的
系数表示为
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⋮ ⋮êê úú êê úúŵjc=
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现在将

J

PBDWS变换应用到图像修复中，修复后
的图像可以用下式解出

x̂= argminBW x + 2λ y-Ax （6）
x 1

2
2

其中，  表示 ℓ1范数并用于约束 BW x的稀疏性，⋅
1

  表示 ℓ2范数并用于权衡修复图像与采集图像数⋅
2

据的一致性程度，正则化参数 λ用于权衡稀疏性与数
据一致性。

在式（3）中，因为图像像素是部分缺失的，所以
没有完整的图像来估计方向 ŵj，找一个合适的参考

图像来估计 ŵj是一个开放性问题。文中采用传统

稀疏修复方法的结果作为参考图像。为求解式（5），
采用交替连续算法（alternating and continuation algo⁃
rithm）[11] 对于基于图像块的重建算法流程请见文
献[12]。对于

，

文中像素丢失的修复问题，主要的差别

就在于 AT A是一个 N ×N 的对角阵，其中非对角线
元素均为0，对角线的元素为1表示像素可用，对角线
的元素为0表示像素丢失。
2 实验仿真

为了验证算法的有效性，分别采用图像 Lena
（256×256）、House（256×256）作为样本进行实验对
比。为了评价图像修复质量，除了对比视觉效果外，

还采用峰值信噪比（peak signal-to-noise ratio, PSNR）
作为客观评价指标。

假定两幅 M ×N 的灰度图像分别是 x͂和 x̂，其
中 x̂是修复结果，x͂是真实图像。他们的均方误差
（mean squared error, MSE）定义为

MSE= 1 ∑
m=

M-1

∑
n=

N-1

[x̂(m,n) - x͂(m,n)]2 （7）MN

图像 x̂的PSNR定
0

义为
0
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PSNR=10 × lgæMAXI2 = 20 × lgæ MAXI （8）MSE MSE

其中，MAXI 为图像 x̂的最大可能像素值。当图像
像素值为[0,255]时，MAXI 为 255；当图像像素为[0,
1]时，MAXI为1。

在图像修复问题中，掩码矩阵 A有两种形式，一
种是随机丢失矩阵，另外一种是图片文字掩码（或划

痕）等。针对这两种典型情况，分别在图1~图3中进

ö
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ø

çç
è

ö
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è

行仿真对比。因为 SIDWT的修复结果较好，选用
SIDWT的修复图像来估计PBDWS的几何方向。
图 1和图 2的两张图片都采用了 35%的丢失率，

可以看到 SIDWT和离散小波变换（discrete wavelet
transform, DWT）算法修复的图像均丢失部分信息，尤
其在边缘处出现了较多像素缺失，而PBDWS算法修
复的图像保留了完整的细节和纹理。图3b是文字掩
码的图片，可以看到SIDWT和DWT算法进行修复的

（a）原图 （b）丢失35%的图

（c）DWT修复图像 （d）SIDWT修复图像 （e）PBDWS修复图像
图1 Lena的随机丢失修复结果

（a）原图 （b）丢失35%的图

（c）DWT修复图像 （d）SIDWT修复图像 （e）PBDWS修复图像
图2 House的随机丢失修复结果
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（a）原图 （b）受损图

（c）DWT修复图像 （d）SIDWT修复图像 （e）PBDWS修复图像
图 3 Lena的文字掩码修复结果

表1 不同稀疏变换修复结果的PSNR

算法
图1

图像

图2 图3
DWT 29.42 32.06 38.91

SIDWT 32.56 35.78 42.72
PBDWS 34.15 38.05 43.13

图像不能够重现细节，甚至在平坦区域也出现了信

息的损伤，而 PBDWS算法比较好地克服了这个问
题。PBDWS算法的PSNR相较于前两者有了较大的
提高。

3 总结与讨论
将方向性小波应用在丢失像素图像的稀疏修复

中，通过从传统稀疏修复结果中估计出图像几何方

向实现对图像的自适应稀疏表示。实验结果表明，

所提方法修复得到的PSNR高于传统二维小波变换，
能更好地保留了图像细节和纹理。在未来的工作

中，结合总变分方法或使用 ℓ0范数代替 ℓ1范数，有
望进一步提高图像修复质量。
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