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在三维场景的动态交互过程中，常常遇到三维

模型网格数目过大而使场景的渲染速度过慢的情

况。为实现流畅而逼真的三维效果，通常需要将场

景中的三维模型进行网格简化，以达到计算机渲染

速度和场景展现效果的最佳平衡。目前已经有很多

国内外学者对这一领域进行了研究，概括来讲，网格

简化方法主要有两大类：一类是以逼真程度为首要

条件的简化方法。这种方法要求经过简化的模型外

观要达到特定的视觉逼真效果，在保证视觉效果的

前提下对网格中的面片数进行尽可能多的简化。这

一“视觉逼真效果”通常由简化前后模型之间的误差

来进行定量评价。另一类是以简化误差代价为首要

条件的简化方法。这种方法给定简化后的网格数

目，要求以最小的误差代价来实现三维网格的简

化。但是实际应用中这一方法无法保证视觉效果的

逼真程度，并且达到最优化的误差代价相对而言也

比较困难。

文中主要研究以视觉效果为首要条件的网格简

化方法及其误差评价方法。首先对网格简化方法进

行了分类研究，然后研究定量评价误差的方法，最后

采用顶点对收缩方法，并结合QEM算法对模型进行

简化。
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摘 要：由于计算机在处理大规模三维网格的过程中会出现严重的延迟，影响场景显示的视觉效果，主要研究了以视觉效果

为首要条件的三维网格模型简化方法及QEM算法。首先，对网格简化方法进行了分类；其次，给出了网格简化的误差评判方法；

最后，基于OpenGL，采用顶点对收缩方法，并结合QEM算法进行了实现。模型简化了93.7%时，仅用时111.78 ms，同时保证了输

出网格的视觉效果。
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1 网格简化方法

1.1 边折叠方法

Hoppe[1]首先提出用边折叠的方法来对三维网格

进行简化。这种方法将一条边折叠为一个顶点，整

个网格模型因此减少一条边和其所连接的所有三角

形。Hoppe的边折叠方法是可逆的，其可逆过程称为

顶点分裂，整个网格模型会增加一条边和相应的三

角形。

边折叠方法提出以来已经得到广泛应用，主要

可以将这些应用分为两类，即半边折叠和全折叠。

半边折叠方法是指在边折叠的过程中，新的顶点位

置选在边的两个顶点上，即 va或者 vb。而全折叠方法

中的折叠顶点可以是通过计算得出的新的顶点位

置。通常所说的边折叠方法是指全折叠。

相对于半边折叠而言，全边折叠方法在确定新

顶点位置上有着更灵活的可选择性，因此其所实现

的网格简化效果比半边折叠更逼真。然而半边折叠

也有着全边折叠无法替代的优点：半边折叠所产生

的网格是原模型的一个子集，因此简化过程中没有

新的顶点产生，比全边折叠方法更节省空间资源；同

时半边折叠所需处理的三角形数目也少于全边折

叠，这使半边折叠在简化过程中效率更高。

边折叠方法的优点是应用简单，但是在实现的

过程中需要注意：（1）网格的重叠：网格重叠是指在

边折叠的过程中产生的缝隙或网格的叠加。可以在

编程实现中对每次折叠都计算相应三角形法向量的

变化，如果出现网格重叠，其法向量通常会有大于

90°的变化，视觉上会出现纹理错乱的现象。（2）拓扑

的不连续：通常一条边（va, vb）由两个三角形所共用，

因此与其端点 va, vb同属同一三角形的邻接顶点有1~
2个。但当网格中有如图 1所示的拓扑结构时（一条

边的邻接三角形多于两个），边折叠操作之后就会产

生网格拓扑结构的错乱。图 1a为原网格结构，进行

边折叠后形成图1b中的非流线形结构。多数算法是

无法对非流线形结构进行网格简化的，因此在边折

叠的过程中要避免产生拓扑结构的变化。

1.2 顶点对收缩方法

顶点对收缩方法[2-4]将两个无边连接的顶点进

行折叠，也称为虚拟边折叠方法（如图2）。这一方法

可以将未连接的部分连接起来，并粘合网格中的

空洞。

对于一个有N个顶点的网格，顶点对收缩方法的

时间复杂度将为O(n2)。为降低时间复杂度，Garland
做了卓有成效的工作。他所提出的算法中首先设定

了两个顶点的距离阈值δ，距离小于δ的两个顶点是有

效顶点，在算法中仅对有效顶点进行收缩操作。当

δ=0时，顶点对收缩方法成为边折叠方法。

1.3 三角形折叠方法

三角形折叠方法将一个三角形(va,vb,vc)折叠到一

个顶点 vnew[5，6]。vnew可以是 va ,vb ,vc中的一个顶点，或

者是通过计算得到的一个新的顶点位置。三角形折

叠方法可以看做是两次边折叠操作，其优点在于，将

网格以三角形为单元进行存储，其结构没有边存储

那样复杂，因此所需要的存储空间较小；但实际应用

中，三角形折叠所得到的网格粒度相对边折叠要

粗糙。

1.4 细胞折叠方法

细胞折叠方法将整个网格分为小的细胞单元，

并将每个细胞中的顶点都进行折叠操作，最终的结

果则是：每个细胞中都只有一个顶点或一条边。这

一过程无法保持原网格的拓扑结构，简化后网格的

分辨率层级则由细胞分割的细致程度决定。

细胞折叠方法的优势在于其同时简化了网格的

几何结构和拓扑结构，有着良好的鲁棒性且较容易

Vnew

Vb

边折叠

（a）原网格结构 （b）非流线结构

图1 边折叠操作引起的拓扑错乱

Va

Vb

Va

Vnew
顶点对收缩

顶点分裂

图2 顶点对收缩操作
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编程实现。然而，当网格的位置和角度发生变化时，

即视点位置发生变化时，由于网格细胞的分割也随着

变化，因此网格简化的输出结果也会不同；同时若网

格中存在空洞，若空洞位于细胞边缘，这一空洞将会

被放大，而若出现于细胞内部，简化后则会消失。细

胞折叠方法因此有着很大的不确定性。

1.5 顶点删除方法

顶点删除方法中一次操作删除一个顶点及其所

连接的边以及三角形，然后将产生的空洞进行三角化

(如图 3)[7，8]。这一方法中三角化空洞的过程有很多

方法，其中一种即是半边折叠法。因此顶点删除方法

可以看做是半边折叠方法的一个拓展，只是多了一个

三角化网格的过程。

对一个凸面的三角化，其可能的方法有几种[9]，
在网格的离散优化中可以从这些方法中选择一种。

c（i）= 1
i+1 ×

æ
è
ç

ö
ø
÷

2i
i

= 1
i+1 ×

（2i)!
i!(2i- i)! =

1
i+1 ×

(2i)!
i!i! =

(2i)!
(i+1)!i!

1.6 面片融合方法

这一方法最早由Hinker和Hansen[10]提出。这一

方法的思想是将距离较近的共面多边形和邻接多边

形融合为一个大的多边形，再将这一大的多边形进行

三角化。这一方法的过程与顶点删除方法类似，但比

顶点删除方法更具操作性。因为面片融合方法并不

局限于三角形网格结构，可以同时删除多个顶点并融

合网格中的空洞。许多学者都对这一方法进行了研

究，如文献[11]以及文献[12]的网格面融合等。

1.7 通用几何替代方法

这类方法将网格中的一个面片集以另一个较简

单的面片集来代替，并保持其边界拓扑结构不变。文

献[13]提出的多元三角化算法（multi-triangulation）就

是这一思想的具体应用。将这一方法称为“通用”几

何替代法，是因为面片集的替代过程包含了边折叠、

顶点删除等多种算法，也包含了三角形中边的翻转。

边折叠和边翻转操作足够适应所有的网格简化方法，

因此这一方法也有着广阔的实际应用空间。

2 网格简化误差评判

三维网格简化之后与原网格有着一定的差别，可

以接受的是使网格尽量简单但仍保持了模型外观的

算法。误差评判主要用于对网格简化过程进行优化

以及确定网格的简化质量。

网格简化误差的评价方法有很多，主要有以下几类：

2.1 几何误差

在计算机图形学中，三维网格中的顶点以三维坐

标来表示，网格简化减少了顶点数目，也改变了网格

中面片的形状。在简化过程中对三维几何误差加以

度量可以将这一过程所产生的偏差最小，尽可能的保

持与原网格一致的外观。

几何误差评判算法大概可以分为这样几类：计算

点到点距离的误差[14，15]，点到平面距离的误差[2，16]，
点到表面距离的误差[1]，以及表面到表面的距离误差

评判算法[17]等。

几何误差的实质是求简化前后网格中对应顶点

之间的距离。两点之间的几何距离又称为欧氏距离，

点p1= (x1, y1, z1) 与点p2= (x2, y2, z2)之间的距离

Dis= (x1- x2)2 +(y1- y2)2 +(z1- z2)2 （1）
但几何误差的度量过程中多需考虑两个平面之

间的距离。平面可以看做是由无数个点构成的集合，

然而逐点计算需要消耗大量的时间空间资源，因此在

实际工程中可以将平面上的点划分为有限个子集，通

过计算对应子集之间的最优距离来找到平面间距。

常用的距离主要有：

(1) Hausdorff距离

Hausdorff距离在图像处理、表面建模和其他工程

应用中有着广泛的应用。对于给定的两个点集A和

B，Hausdorff距离是A和B中对应点的最小距离的最

大值，即对于点集A中的每一个点都在B中找到距离

最近的点，反之亦然。计算出这些点对之间的距离，

其中的最大值就是点集 A和 B之间的 Hausdorff 距

顶点删除 面片三角化

图3 顶点删除与三角化操作

(b)顶点删除操作

后网格空洞

(a)原始网格 (c)对空洞进行

三角化后效果
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离。Hausdorff距离公式如下

H(A, B) = max(h(A, B), h(B, A)) (2)
式中，h(A,B ) =maxa∈A minb∈B a- b

(2) 映射距离

Hausdorff距离有着一定的缺陷，即无法在两个

点集之间建立逐点映射关系，点集中有些地区在另

一点集中无法找到映射，有些地区又产生很多映

射。因此用映射距离来解决这一问题。

对于给定的连续映射：F:A→B ,定义映射距离

为 D(F) =maxa∈A a-F(a) （3）
映射关系的确立可以有很多种，如，可以利用纹

理坐标来建立二维和三维之间的映射关系，在三维

网格中的点通过映射函数F映射到二维纹理坐标空

间中，则F-1将纹理坐标空间中的点 x映射到三维网

格中。这时简化前后网格中对应点的距离为

D(F) =maxa∈A F-1
i-1(X) -F-1

i (X) （4）
在映射距离中，两个点集之间的最小距离是所

有可能的映射中D(F)的最小值。

除Hausdorff距离与映射距离之外，还可利用屏

幕空间来对网格简化误差进行评价，鉴于篇幅，这里

不做一一介绍。

2.2 属性误差

三维模型发展到今天，其网格文件不仅包含了

拓扑几何坐标信息，也包含着诸如颜色、法向以及纹

理坐标等属性信息。这些信息在一定程度上反映了

几何拓扑无法表达的内容，例如网格中的裂缝和褶

皱处，其顶点的法线会有两个方向的向量。网格简

化的各种算法也开始将属性信息纳入考虑范围，这

样计算出的结果会更平滑，更符合实际需要。

2.2.1 颜色

通常网格中的颜色属性由一个三维数组(r,g,b)来
表示，每个值都在[0,1]之间。最简单的处理方法是将

这一颜色数组看成是欧式空间中的一组坐标向量，

对应顶点颜色之间的差值即为

Dcolor = (r1- r2)2 +(g1- g2)2 +(b1- b2)2 （5）
在颜色属性的优化过程中，可以将(r,g,b)看做是

3个独立分量，因此可以对这 3个分量分别进行误差

计算。

然而以颜色属性为标准对网格简化误差进行评价

和优化时，由于顶点的颜色域并非线性，因此相同色差

数值所产生的视觉效果可能会不同，对于这一现象，可

以将颜色域从RGB转换到CIE-L*u*v*空间[18]。有时通

过计算，使整体颜色误差最小的新顶点颜色值会超过

[0,1]这个范围，因此还要将计算所得到的结果进行变换，

将该颜色值变换到[0,1]范围内。

2.2.2 法向

两个向量之间的角度值用下式计算

d= arccosæè
ö
ø( )n1x,n1y,n1z ⋅ ( )n 2x,n 2y

,n 2z （6）
法向的计算多用于检验网格简化之后是否有网

格重叠的现象。如果简化前的三角面法向量与简化

后的法向量之间的角度大于某一设定的阈值，则此

次简化操作是一次产生了网格重叠的操作，对法向

的误差进行这样的评判之后可以有效地减少因简化

而产生的网格重叠。

2.2.3 纹理坐标

网格表面的纹理坐标以坐标对(u,v)来表示，定

义了二维纹理空间中的点。与颜色属性一样，纹理

坐标这一属性的值也在[0,1]范围之内，不同之处在

于，纹理坐标中的(u,v)值不能看做是独立的分量。

纹理坐标的误差评判方法则是在部分网格内部首

先寻找一个“内核”（该部分网格边线的包络区域），

如果找不到这样一个内核，则说明对于这一部分的

网格，其所有顶点进行折叠之后的新顶点上无论如

何设置纹理坐标 (u,v)的值，都将产生一个网格重

叠。因此此次操作判定为非法操作。

颜色、法向、纹理坐标等属性因子可以进行加

权处理，通过经验或是否会引起网格的拓扑变化等

来设定权重。

3 算法实现

由于三维场景的动态交互中，对时间的复杂度

要求较高，为了达到最快的简化效率和最逼真的效

果，并提高场景的渲染速度，采用 1.2节顶点对收缩

方法结合QEM评价算法，并基于OpenGL对其进行了

工程实现。

QEM算法（quadric error metrics.，二次误差测度

算法）利用了1.2节中顶点对折叠的思想对三维网格

进行简化，并利用点到平面距离的思想进行误差测

度。QEM算法可以在相对较少的存储开支条件下快
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速实现网格简化，同时保持了三维模型外观的逼真

性，是一种可以在算法速度、输出网格的逼真度以及

算法鲁棒性之间达到最佳平衡的方法。

网格表面的纹理坐标以坐标对(u,v)来表示，定义

了二维纹理空间中的点。与颜色属性一样，纹理坐

标这一属性的值也在[0,1]范围之内，不同之处在于，

纹理坐标中的(u,v)值不能看做是独立的分量。纹理

坐标的误差评判方法则是在部分网格内部首先寻找

一个“内核”（该部分网格边线的包络区域），如果找

不到这样一个内核，则说明对于这一部分的网格，其

所有顶点进行折叠之后的新顶点上无论如何设置纹

理坐标(u,v)的值，都将产生一个网格重叠。因此此次

操作判定为非法操作。

颜色、法向、纹理坐标等属性因子可以进行加权

处理，通过经验或是否会引起网格的拓扑变化等来

设定权重。

3.1 算法简述

设三维网格中顶点 v的坐标为（vx,vy,vz,1）г，平面 p
为ax+by+cz+d=0，其中

a2+b2+c2=1，记 p=（a，b，c，d）T。点 v到平面 p的距

离平方为

d2（v）=（pTv）2=vT（ppT）v=VTKpv （7）

式中，Kp = ppT
é
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Garland定义网格中一个顶点的二次误差测度为

该点到其相应三角面的距离平方和[19]
△（V）=∑ p∈ planes(v)d 2

p (v) =

∑ p∈ planes(v)vT (Kp)v =

vT(∑ p∈ planes(v)Kp)v

（8）

定义 Q=∑ p∈ planes(v)Kp 为顶点 v的二次误

差矩阵，边收缩操作 v1,v2 →
-v 的二次误差测度为顶

点 v1和 v1的二次误差之和，即

Δ＇(-v) =(-v)T（Q1 +Q2）
-v （9）

可以写成

Error(-v) = -vT(∑k＇
p)
-vT= -vQ＇

-v （10）
式中，Kp'是指两个顶点在收缩操作中的二次误差矩

阵之和。

3.2 算法实现步骤

算法的实现可分为初始化和迭代两部分。

3.2.1 初始化阶段

引入头文件 #include <gl\gl.h>以及 #include <
gl\glu.h>，并分别在顶点、三角形的头文件中定义顶

点和网格中三角形的数据结构如下：
Vertex{//顶点数据结构

_myVertex(x,y,z),//顶点的坐标值，并定义函数 getXYZ()用
于读取当前索引顶点的X,Y,Z坐标值。

_bActive(BOOL),//指示该顶点是否是有效顶点

_cost(INT),//存储该顶点收缩代价

_minCostNeighbor(INT),//代价最小边的另一个顶点

_index(INT)//顶点的索引值

}
Triangle{//三角形数据结构

_vert1(), _vert2(), _vert3() ,//三角形的三个顶点，并定义

getVerts(int& v1, int& v2, int& v3)来获取三角形的三个顶点；

_mesh(),//存储当前网格的指针

bActive(BOOL),//当前三角形是否有效

_index()//三角形的索引值

}
①计算网格中每个顶点的二次误差矩阵Q；

对于顶点来说，其二次误差标志着其折叠的权

重大小，即决定着是否对该顶点进行收缩操作。根

据前述QEM算法，程序伪代码如下：
For（遍历该顶点所在的所有三角形）{
二次误差矩阵Q=Q+三角形法向矩阵KP

}
②根据预先设定的顶点对选择条件选择有效顶

点对；

③对每一对有效顶点，计算其折叠后的二次误

差，并将结果放入堆栈。伪代码如下：
For（当前指针所指顶点 v）{
计算 v的二次误差矩阵Q；

For（遍历该顶点的所有邻接顶点n）{
计算n的二次误差矩阵Q’；

Q 总=Q+Q’；

}
根据Q 总计算顶点的二次误差，即顶点的收缩代价cost；
If（cost<mincost）cost=mincost；
}
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3.2.2 迭代阶段

①选择二次误差值最小的顶点对（V1，V2）；

②收缩顶点对（V1，V2）；

③更新网格中的所有顶点对，重新计算每一对

的Q值；

④迭代这一过程，直到输出的网格满足简化需求。

3.3 算法实验结果

文中实验环境为因特尔志强 8 核处理器，4 G内

存，NVIDIA GeForce GTX 580显卡，基于OpenGL和

c++进行程序设计。程序执行结果如表1所示。

4 结 论

从上述实验结果可以看出，QEM算法在保持了

原网格的拓扑结构的同时对三维网格进行了大量的

简化，模型简化到 93.7%时，仅用时 111.87 ms。然而

从上述实验结果中也可以发现，QEM算法只考虑几

何误差对网格进行简化，虽然保持了原始模型的总

体视觉效果，但无法保持网格的尖锐和细节部分。

下一步工作将对QEM算法进行改进，将网格的法向

或纹理坐标等属性信息纳入误差考虑范围，对简化

后的网格做进一步的细化处理。
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部分的灰度级过少时，可以大大提高图像的细节评

价参数。如图 2中应用文中方法处理后 circuit图像

的细节评价参数显著高于原图像。

4 结 论

针对传统HE后图像由于灰度级减少而丢失细

节的问题，提出首先提取图像容易丢失的细节信息，

然后再将其与HE处理后的图像相叠加的方法，来达

到既增强图像的整体对比度又保留原图像更多细节

信息的目的。实验结果表明，该方法达到了这一目

的，具有复杂度低、计算量小的优点，并且可以通过

调整权值 λ 来获得细节得到不同程度增强的图像，

具有一定的适应性。然而文中只是采用了一种比较

简单快速的图像细节信息提取方法，对图像细节的

提取精度有待提高，因此如何既快速又准确提取图

像细节，以及如何对图像增强算法的有效性进行更

合理的定量评估是下一步工作的主要内容。
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表 1 原图像与增强处理后图像细节评价参数

图像

cameraman

circuit

算法

原图像

HE算法

文中算法

原图像

HE算法

文中算法

细节评价参数

0.003 921
0.001 049
0.002 485
0.001 688
0.000 754 9
0.002 304

归一化形式

1
0.267 5
0.633 8

1
0.447 2
1.364 9
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