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Zernike多项式波面拟合精度研究
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摘 要：光学表面检测的绝大多数情况中，被测光学表面或光学系统的出射波面总是趋于光滑且连续的，这样的波面函数

一定可以表示成一个完备的基底函数的线性组合。因此常用Zernike多项式作为基底函数对测量得到的离散数据进行拟合，

把实际波面或面形表示为Zernike多项式各项的线性组合。文中研究了Zernike多项式阶数对拟合精度的影响，以及采样点数

对拟合精度的影响。得出Zernike多项式拟合波面并非阶数越高越好，阶数过高会使拟合结果出现病态。因此拟合波面要选

择合适阶数的Zernike 多项式。当多项式阶数选定时，采样点数多有利于提高拟合精度，但采样点的多少并不是提高拟合精度

的先决条件。
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Fitting Accuracy of Wavefront Using Zernike Polynomials

FENG Jie1,2，BAI Yu1，XING Ting-wen1

(1. Institute of Optics and Electronics, Chinese Academy of Sciences, Chengdu 610209, China；2. Graduate School of the Chinese
Academy of Sciences, Beijing 100039, China)

Abstract: The vast majority of cases in optical surface testing，the output surface of measured optical sur-

face or optical system always tends to be smooth and continuous, such wavefront functions must can be expressed

as a complete the linear combination of the basement function. Zernike polynomials are often used as basic set of

polynomials for the fitting of measured discrete data. The wavefront and curved surface are interpreted in the

form of linear combinations of Zernike polynomial. The effects of fitting precision owing to Zernike polynomials

order and sampling points are studied. The result is obtained that higher order Zernike polynomial fitting wave-

front is not better，if order more than a certain range，fitting results will appear sick. Therefore, the wavefront fit-

ting should choose appropriate order of Zernike polynomial. When the polynomial order is selected, more sam-

pling points will help improve fitting accuracy. However，the number of sampling points is not a prerequisite for

improving the fitting precision.
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Zernike 多项式 [1]与初级像差有一定的对应关

系，并且与光学设计中惯用的 Seidel像差函数很容

易建立起联系，在实际光学试验中，数据波前往往

由多种波像差混合而成，通过Zernike多项式拟合就

可以轻而易举地得出各种波像差的具体数据量，有

利于进一步的数据处理，为有针对性地处理各像差

系数、优化系统性能提供了有效的方法。

文中用Zernike多项式拟合高次非球面，研究了

Zernike 多项式在拟合干涉波面时阶次的选择对拟

合精度的影响，以及正确选取拟合波面所需的

Zernike多项式的阶次后，被拟合波面数据采样点的

多少对拟合精度的影响和采样点数的高低是否是
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提高拟合精度的先决条件。

1 波面拟合算法

波面拟合是选择一个线性无关的基底函数系

的组合W ( )x,y 来拟合离散波差函数w ( )xi,yi ，由连

续的W ( )x,y 函数表征被测系统的面形[2]。

将被测波面用n项Zernike多项式表示为

w ( )x,y = q1Z1( )x,y + q2Z2( )x,y +…+
qnZn( )x,y = qT Z （1）

其中，q = ( )q1,q2,…,qn T
为 Zernike多项式系数；Z =

[ ]Z1( )x,y ,Z2( )x,y ,…,Zn( )x,y 为n项 Zernike 多项

式。

现有m个离散数据点wi ( )xi,yi ，i = 1,2,…,m。

令aij = Zj ( )xi,yi ，i = 1,2,…,m；j = 1,2,…,n。代

入式（1）得到矛盾方程组( )m>n
ì

í

î

ïï
ïï

a11q1 + a12q2 +…+ a1nqn =w1
a21q1 + a22q2 +…+ a2nqn =w2…
am1q1 + am2q2 +…+ amnqn =wm

（2）

简记作

Aq =W （3）

其 中 ，A = ( )aij 为m×n 矩 阵 ；q = ( )q1,q2,…,qn T
；

W = ( )w1,w2,…,wm
T
。

矛盾方程组（2）一般不存在通常意义下的解，

要用最小二乘准则来求解参数q1,q2,…,qn，从而得

到法方程组

AT Aq =ATW （4）

求解此方程组（4）即可得到q1,q2,…,qn。由于

构造出的法方程组往往是严重病态的，会造成计

算错误，导致求解失败。因此文中采用Householder

变换 [3-5]把系数正交三角化，直接求解拟合系数。

具体过程是：首先用数学函数 f ( )x,y 表示待测非球

面，对其进行采样，得到离散数据点，然后利用

Householder 变换法拟合该非球面，得到用 Zernike

多 项 式 表 达 的 波 面 函 数 g ( )x,y ，令 W ( )x,y =

f ( )x,y - g ( )x,y ，根据W ( )x,y 的峰谷值PV和均方

根值RMS来判断Zernike多项式对非球面波前误差

的拟合精度。

2 Zernike多项式阶数对拟合精度的影响

Zernike多项式拟合高次非球面的面形方程为

Z = cy 2

1 + 1 - ( )k + 1 c 2 y 2 +B4 y 4 +B6 y 6 （5）

其 中 ，c = -1/1 732.323 ，k = -0.445 957 ， B4 =
5.945 535 9E - 12，B6 = 2.771 781 7E - 18。

用Matlab绘出该非球面的面形图，如图1所示。

Zernike多项式的基函数[3-5]都代表一种像差。对

于一般非球面检测中遇到的实际波面，用36项Zernike

多项式已经完全足够。Zernike多项式的每一项基函

数都代表一种具体像差，第一项表示平移，第二、三项

表示倾斜，第四项为离焦，第五、六项为像散，第七、八

项为彗差，再后面的项表示的是一些高级像差。数据

波前往往由多种波像差混合而成，这样通过Zernike多

项式拟合，就可以容易得出各种波像差的具体数据量，

有利于进一步数据处理。

用 Zernike多项式对该非球面进行拟合，结果

发现取前 24 项拟合时会出现病态，因此在研究

Zernike多项式阶次的选择对拟合精度的影响时，项

数最多取到 23项。表 1为 Zernike多项式阶次对该

拟合非球面的RMS值和PV值的影响。

将该非球面的各项参数，输入光学设计软件

code v中，根据检测非球面的具体光路，可以得到其

RMS值为 6.328e-09，PV值为 31.64e-09[6]。Zernike

多项式是一个函数系，从原则上讲，选择尽可能高

阶的Zernike多项式来拟合干涉波面，将可以使光学

干涉波面的拟合精度尽可能地提高。然而，当把拟

合干涉波面的 Zernike多项式的阶次提高到一定程

图1 非球面原始图
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度的时候，波面拟合函数的一致性遭到严重破坏，

其拟合精度反而大大降低，出现病态。由表 1可以

看出，随着 Zernike多项式阶次的增加，拟合精度逐

渐提高。但当增加到第 24 项时，结果出现严重病

态，拟合精度大大降低，表 1中所示前 14项拟合，一

直到前 19项拟合，其拟合波面的RMS值和PV值相

同，与用光学设计软件设计出的检测非球面系统得

到的波面RMS值和PV值数量级相同，结果相近，达

到较高的拟合精度。

因此研究发现，追求高阶次的Zernike多项式拟

合，结果往往不是最优的，要综合选择 Zernike多项

式的阶次，使其拟合结果达到较高的拟合精度。

3 采样点数的高低对拟合结果的影响

通过表 1 Zernike 多项式阶次变化对拟合精度

的影响结论，本文选取固定前 14 项 Zernike 多项式

来拟合该非球面，基于此来研究采样点数的高低对

最终拟合结果的影响[7]。表 2为采样点数的高低对

该拟合非球面的RMS值和PV值的影响。

从表 2可以看出，在选用合适的Zernike多项式

阶次拟合非球面的基础上，随着采样点数的增加，

拟合精度也逐步提高。这说明在正确选取拟合所

需的Zernike多项式的阶后，应尽可能选择较高的采

样点数，这样有利于拟合精度的提高。

下面选取固定前 8 项 Zernike 多项式来拟合该

非球面，基于此来讨论采样点数的高低是不是提高

拟合精度的先决条件。表 3为采样点数的高低对该

拟合非球面的RMS值和PV值的影响。

由表 3 看出，在选取固定前 8 项 Zernike多项式

来拟合该非球面的前提下，拟合精度本身就较低，

在此基础上增加采样点数，对提高拟合精度并没有

决定性的影响，拟合非球面的 RMS值和 PV值均和

非球面检测系统求出的RMS值和PV值相差 3个数

量级。因此被拟合干涉波面数据采样点的多少不

是提高拟合精度的先决条件。即便采样点较少（但

是不能太少），只要Zernike多项式的阶数选择合适，

也能保证 Zernike多项式对干涉波面有一定的拟合

精度，采样点数多，也不一定能保证其精度一定高。

4 结 论

通过利用Zernike多项式拟合高次非球面，研究

发现追求高阶次的Zernike多项式拟合，结果往往不

是最优的，而且把Zernike多项式的项数提高到一定

程度时，拟合精度大大降低，出现病态。因此要根

据实际波面选择合适阶数的 Zernike 多项式，当多

项式阶数选定时，采样点数多有利于 Zernike 多项

式对干涉波面拟合精度的提高。被拟合干涉波面

数据采样点的多少不是提高拟合精度的先决条件，

即便采样点数较少（但是不能太少），只要Zernike多

项式的阶数选择合适，也能保证Zernike多项式对干

Zernike多项式拟合项数

RMS值
PV值

Zernike多项式拟合项数

RMS值
PV值

Zernike多项式拟合项数

RMS值
PV值

8
1.297 8e-06
4.102 4e-06

14
1.348 1e-09
3.697 8e-09

20
1.348 1e-09
3.697 8e-09

9
1.297 8e-06
4.102 4e-06

15
1.348 1e-09
3.697 8e-09

21
1.348 1e-09
3.697 8e-09

10
1.297 8e-06
4.102 4e-06

16
1.348 1e-09
3.697 8e-09

22
1.326 0e-09
4.404 1e-09

11
1.210 6e-06
4.8600e-06

17
1.348 1e-09
3.697 8e-09

23
1.326 0e-09
4.404 1e-09

12
7.895 9e-07
3.624 4e-06

18
1.348 1e-09
3.697 8e-09

24
5.647 8e-05
2.744 7e-04

13
7.895 9e-07
3.624 4e-06

19
1.348 1e-09
3.697 8e-09

（出现病态）

（出现病态）

表1 Zernike多项式阶次对拟合精度的影响

采样点数

RMS值
PV值

采样点数

RMS值
PV值

169
1.190 5e-09
4.240 3e-09

441
1.348 1e-09
3.697 8e-09

225
1.246 2e-09
4.144 6e-09

676
1.361 7e-09
4.131 6e-09

361
1.287 5e-09
3.868 9e-09

表2 采样点数的高低对拟合结果的影响

采样点数

RMS值
PV值

采样点数

RMS值
PV值

169
1.213 5e-06
4.431 2e-06

441
1.297 8e-06
4.102 4e-06

225
1.263 1e-06
4.234 7e-06

676
1.264 2e-06
4.222 5e-06

361
1.265 5e-06
4.225 0e-06

表3 采样点数的高低对拟合结果的影响
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3 结 论

通过总结激光大气传输仿真系统所需的基本

理论模型，完善大气环境参数和激光源参数数据

库。对激光通过复杂大气环境，如尘埃、烟、雾、雨、

雪、风等产生的线性与非线性效应进行了探讨，对

光斑在路径上的变化进行了模拟。

计算过程采用对大气结构分层处理、依次进行

叠代的手段。在二维和三维空间上给出激光在各

种大气环境下传输演变过程，并将各次结果保存到

数据库。

从结果上看，该激光大气传输仿真系统提供了

友好的图形界面，可以方便用户对相关数据进行录

入与维护，同时可灵活设置仿真模型，并对激光源

参数和大气环境参数进行选择，最后得到激光路径

仿真和传输截面上光斑图形演示。经过测试，该系

统在稳定性、功能性及其他各项性能上，都基本达

到了较高水平。
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涉波面有一定的拟合精度，采样点数多，也不一定

能保证其精度一定高。

孙学真等人研究过测量设备精度和抽样点数

目对拟合精度的影响，得出通过增加抽样点可以对

由较低精度设备测得的数据进行较高精度拟合的

结论。文中在研究Zernike多项式阶次对波面拟合

精度的基础上，深入讨论了抽样点数目对拟合精度

的影响，得出抽样点并不是提高精度的先决条件。

对采用Zernike 多项式来拟合干涉波面所得到的干

涉波面函数与实际的光学干涉波面的接近程度有

一定的促进作用。通过提高Zernike 多项式拟合波

面的精度，对实际高精度的检测波面面形有一定的

指导意义，有利于更快更有效地分析被测波面。
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