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摘 要:为了减少分数阶 Fourier 域线性调频(LFM)信号处理的计算量，满足实时性要求，提出了一种新的非均匀采样方

法.与传统的非均匀采样方法相比，该方法既解决了整个采样时段内由于过采样造成的数据冗余性，也消除了信号时变特征

造成的局部冗余性.最后，应用该方法得到了非均匀采样 LFM 信号在分数阶 Fourier 变换域的频谱表达式，并对不同信噪比

(SNR)条件下信号的检测概率进行了研究.结果表明，该方法具有较好的抗噪声能力
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Detection Probability of Nonuniformly Sampled LFM 

Signals in Fractional Fourier Domain 

ZOU Shi-jei1, LIU Feng1,2 , XU Hui-Fa1 , TAO Ran2 

(1. Naval Aeronautical Engineering Institute , Yantai 264001 , China; 

2. Beijing University of Science And Technology , Institute of Inforrnation And Science , Beijing 100081 , China) 

Abstract: In order to reduce the computational quantity of the processing of the LFM signal in fractional 

Fourier domain and to meet the real-time request , a new nonuniformly sampling method is proposed. Compared 

to traditional nonuniformly sampling method , this method solves the problem of redundant data due to over-sam 

pling in the whole sampling period , and eliminates the partial redundance caused by signal time-variant feature. 

In the end , the spectrum expression of nonuniformly sampled LFM signal in the fractional Fourier domain is de­

rived , and the detection probability of the signal in the case of different SNR is studied. The results show that 

the method proposed is able to resist noise. 
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雷达信号的检测和识别是电子侦察系统中至关

重要的部份，可以根据有元良好的分选能力来判断

一个侦察系统的性能.在现代雷达体制中， LFM 信

号己得到广泛的使用，而目前电子侦察系统对 LFM

信号的检测和识别只能在脉内进行分析脉内分析

是根据脉内的细微特征来分辨和识别复杂的调制信

号，即通过时频分析将信号表征在时一频域来分析

信号的细微特征[1 J 利用分数阶 Fourier 域非均匀采
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样理论对 LFM 信号进行频谱分析和检测研究.非

均匀采样是相对于均匀采样的一种采样方法[2J 现

实中，由于受到采样设备和被采样信号的限制，均匀

采样是相对的，而非均匀采样是绝对的.文献 [2J 利

用周期性非均匀采样方法给出了非均匀采样 LFM

信号在分数阶 Fourier 变换下的频谱表达式，分析了

其在分数阶域的频谱的特点.提出了一种新的非均

匀采样方法，利用此法得到了非均匀采样 LFM 信
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号在分数阶 Fourier 变换下的频谱表达式，并研究了

在不同的信噪比条件下对非均匀采样 LFM 信号的

检测概率.结论丰富了分数阶 Fourier 变换域的非均

匀采样理论体系

1 非均匀采样信号的分数阶 Fourier 变换

1. 1 分数阶 Fourier 变换

近年来，一种新的时频分析工具 分数阶

Fourier 变换 [3J受到了信号处理界越来越多的关注.

它作为 Fourier 变换的一种广义形式，可以理解为信

号的坐标轴在时频平面上绕原点作逆时针旋转.如

果把信号的 Fourier 变换看成其由时间轴逆时针旋

转 π/2 后到频率轴上的表示，则分数阶 Fourier 变换

可以看成将信号由时域逆时针旋转一定的角度到分

数阶域上的表示.信号 x (t) 的角度为 α 的分数阶

Fourier 变换定义为

Xα (u)=l F.α [x( t) Ji(u)= f 二Kα( u , t) . 

工 (t)dt (1) 

式中，下标 α 表示的是角度为 α 的连续分数阶

Fourier 变换，变换核为

(AJx冲去。tα 川SCQ' + j 手叫，叫π

ka (u , t) = 1δ(t-u) ， α=川=俨手， kEz (2) 

Lδ (t+u) ， α= (2是:t1) π

有关分数阶 Fourier 变换的详细介绍，可以参考文献

[4] . 

1. 2 非均匀采样信号模型

设模拟信号 x (t) 的分数阶 Fourier 变换 Xα (u)

是分数阶域中的带限信号[町，即

Xα (u)=o ， lul>οα(3) 

式中， οα 是信号 x (t)在分数阶域的带宽.

非均匀采样模型如图 1 所示

t且~

厅甲
图 1 非均匀采样模型

在采样模型中，前 (m + 1)个点是均匀采样，采
样周期是 T1 ，采样频率 11= lIT1 ， 且使 11 二三

2 max 1(tj6J ，即在此区间内所进行的采样频率

完全满足采样定理[7J 的要求，这样对信号进行采样

时就不会出现丢失信号局部信息的情况.从 tm 时

刻到 t2m时刻也是均匀采样，采样周期为 T2 ， 但 T1
芋飞，因此该非均匀采样模型也可称为分段均匀采

样模型.采样频率 12 = lIT2 ， 同样使 12二三 max 1 
(t i ) . 在对以后时间段的信号进行采样时，也是按照

此规则.在工程上的实现如图 2 所示.第 1 个 ADC

从 to 时刻开始以采样频率 11 对信号进行均匀采
样，输出的离散采样序列是 so. 但从 tm 时刻起，第 1

个 ADC 停止工作，第 2 个 ADC 开始以采样频率 12
对信号进行均匀采样，一直采样到儿n时刻，输出离
散序列 Sl. 按此规则，直到对信号采样完毕.

。/一:2\±
/士三豆王一一

图 2 非均匀采样框图

由上面所述可知，这些非均匀采样序列的采样

时刻可以表示为

t=T1 m+(n-m)T2 + … (m ， n ε N ， n>m) (4) 

此非均匀采样序列可写为 s=lso ， sl' … i 的形式，其

中

SO=[X(tO) , X (t 1)' … , x (tm) ] 
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Sl = [X(tm+1) , X (tm+2)' … , X(t2m)] (5) 

将序列 Sl 右移 m + 1 个位置，得到

Sl Z -(m+ 1)= 哈俨'内+1) , X(t m+2)' 

… , X (t 2",) ] (6) 

式中 ， Z 一 1表示的是单位延迟算子，因此原始的非均

匀采样序列可以表示为
-'-. ~_ - (m 十1)-'-.S-SO'Sl Z -', (7) 

1. 3 非均匀采样序列的分数阶 Fourier 变换

由均匀采样信号在分数阶域的采样定理可以得到

Fα[ 均] ( u) = ( 50)α (u)=非ι

[ X a (u) e 牛tα ×主δ(u - k 哼产) ] (8) 

Fα [Sl](u)=(51) α(u)=td4cou 

[Xα (u)e-牛

由分数阶 Fourier 变换的性质可以得到

凡 [51Z(m+1)](u)=dMPZslnαmα 川n + 1) si川

(51 )α [u-(m+ l) cosα] =仨[u 一(川)cosα]2 c凡

1 Fa [ u - (m + 1) cosα] X e-j[u-(m 十l) cosa]2cotα × 
2rrsi

… 艺 δ [u - (m + l)cosa - k ~'T~~'旦] f (10) 

最终可得非均匀采样信号的分数阶 Fourier 变

换为

Fα [s](u)=Fα [So](u)+ 

Fα [Sl Z -(m+ 1) ](u) +…( 11) 

当 T1 = T 2 = 时， Fα[5](u)=tJcm

[JL11 Xα (u)el言Mαx 2.: δ (u - k 主) 1 ，即为均匀采

样信号的数字谱表达式进一步，当 α=?时，

F"ds]( u) = 二三 X，，/2 (u 一是 31) ，即变为 Fouri~
11k~O 11 

er 域中的均匀采样频谱表示.

2 非均匀采样 Chirp 信号的分数阶频谱

在工程处理和应用中经常会遇到 Chirp 信号，

如在雷达和声纳的回波信号中.处理 Chirp 信号的

方法很多，但到目前为止，分数阶 Fourier 变换是处

理 Chirp 信号比较理想的方法. Chirp 信号的模型可

以表示为

工(t) =α2，，( .~尸 fmJ 十'1')

当 cota + mO = 0 时，其分数阶 Fourier 变换可以表

示为

Xα (u) = 2πCAαel言cotαδ (10 - ucscα(12) 

将式(12)代入式( 11) 即可得到非均匀采样 Chirp 信

号的分数阶数字频谱

Xα (u) =守二ota[叩aB {fo 一川川……吕町scaω川α
k~O 

(u - k 与旦)] +斗 ei[u- (m+ l)川cotα
i 1 i 2 

z 

12π CAael亏∞tα -j[u-(m+ l) cosα]2削αδ [10 - ucscα 一

(m+1)cosa]X 2.: B[u-(m+1)cosa 

是于] f + ( 13) 

3 检测概率研究

假定噪声的概率密度函数 ρ (X)是高斯型，即

ρ (X)=τL叫(主 (14)
、三πσn L σ马

式中， σ?z 是噪声方差要产生信号的包络，需要 2 路

信号，如果式(14)表示一路的输出噪声，则另一路的

输出噪声可以表示为

内) = 1一叫(羔臼)
ý2πσn L σ3 

包络的概率密度是 ρ (X) ρ (y) ， 它可以写成 r

的函数

ρ(r)=j ;》(zMy)dm=j;π产τ叫
ιπσn 

( 毛ζ正)dø =号叫( 二了) (16) 
4σ马 σ斗 4σ马

式中 ， r2 = x2 + y2 ， φ= arctan ( y / x )此概率密度函

数为瑞利分布.

虚警概率可写为[8]

P.fas = u.ρ( r) dr = f ~~二 exp( 一二 )dr = 
σ n Lση 

exp( 兰)
4σ主

UT=V -2σtln(phs) 

(17) 

(18) 
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式中，即是门限.

下面将研究信号的检测概率.当雷达侦察系统

所接收的数据中有信号时，信噪比可表示为
户Z

SNR = 101g 亏
σ T/ 

(19) 

而 2 路输出的概率密度函数可以写成

Eγ一 U.~)

圳工)=τ圭-exp[ 一一τ子ι(20)
V L.πσn 牛υη

E 飞 I1 v J
ρ (y)= τ兰-exp[ 一τ?二一 (21)

V L. πσ"--υ 

其中，ι 和 μy 是高斯分布的均值，它们与信号的关

系为

μz=CC085p ， μy = Csinψ (22) 

式中 ，<p 是信号的初始相位.

联合概率密度函数可写为

ρ (r ， 叫 ψ )=rρ (X) ρ(y)=ZLτexp
4πσ马

l 
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对。积分得

ρ (r Iψ) = f ~"ρ (r ， øl ψ)dø =兰叫

r 2 + C2 , ~ , rC 
(-~丁一 )Io(丁)=ρ (r) (24) 

L σησ 

其中 ， Io(x)是修正的零阶贝塞尔函数由于式 (23)

不依赖于驴，因此可用户(r)表示.

因此，信号的检测概率 Pd 可由下式计算

P d = f ~p ( r) dr = 1 - f ;Tρ (r)dr (25) 

4 仿 真

仿真时选择 X (t) = j 1I(4t
2 

+4t) 作为初始信号，信

号观测时间为[0 ， 0.395 s]，取 2 个周期对信号进行非

均匀采样，其中 T1 =0.003 s , T 2 =0.002 s，采样点数

为 160 个.对非均匀采样 LFM信号进行分数阶 Fouri-

d换后如图 3 所示(图 3 中 ρ= 号，以下同)该变
换所用时间为 53.704 s. 若对该信号进行均匀采样，

设定信号的观测时间仍为 [0 ， 0.395 s]，采样间隔 T=

0.001 s，采样点数为 396 个，其分数阶 Fourier 变换如

图 4 所示，所用时间为 134.289 s. 从采样点数和所用

时间可以看出，文中所提出的非均匀采样方法和均匀

采样方法相比，既减少了存储空间，又满足了实时性

要求.而且，对比图 3 和图 4 可以明显看到，图 3 中信

号的幅度低于图 4 中信号的幅度，这是由于信号的分

数阶 Fourier 变换具有能量聚集性，如果信号采样点

数少，那么经过分数阶 Fourier 变换后，信号在分数阶

域的幅度必然低.同时，还给出了非均匀采样 LFM 信

号在信噪比为 11 db 时的分数阶 Fourier 变换图，如

图 5 所示.从图 5 可看出，非均匀采样 LFM 信号在信

噪比为 11 db 时可以被检测出来.图 6 给出了在虚

警概率 Pfi即 =2X10- 5的条件下非均匀采样 LFM 信

号在不同信噪比条件下的检测概率.因此该方法具有

较好的抗噪声能力.

~ 
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图 3 非均匀采样 LFM 信号的分数阶 Fourier 变换
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图 4 均匀采样 LFM 信号的分数阶 Fourier 变换

u 

图 5 在信噪比为一门 db 时的非均匀采样 LFM

信号的分数阶 Fourier 变换
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图 6 非均匀采样 LFM 信号在不同信躁比下的检测概率

5 结束语

提出了一种新的非均匀采样方法，在此基础上，

得到了这类非均匀采样信号在分数阶 Fourier 变换

域的频谱表达式，并分析了非均匀采样 LFM 信号

在分数阶域的频谱性质.所提出的非均匀采样方法，

与均匀采样方法相比，尽管信号在分数阶域的幅度

有所降低，但是该方法既节省了存储空间，又满足了

实时性要求;与传统的非均匀采样方法相比，该方法

既解决了整个采样时段内由于过采样造成的数据冗

余性，也消除了信号时变特征造成的局部冗余性.最

后研究了该非均匀采样方法在不同信噪比条件下对

LFM 信号的检测概率，进一步验证了该方

法的有效性.
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