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基于 Kekulé晶格非厄米系统拓扑
边缘态的研究
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摘要：基于 Kekulé晶格，验证了物质拓扑相与晶格原子间耦合作用之间的关系，研究了非厄

米效应对拓扑绝缘体的影响。设计了两种格点增益损耗分布方式，分别说明了不同增益损耗

对体态能谱、边缘态能谱的影响。随着增益损耗值的增大，体态能谱和边缘态能谱将经历能

带间隙减小，能带在临界值处关闭形成狄拉克点，随后狄拉克点劈裂形成一对奇异点的过

程。区别于传统对 Kekulé晶格的研究，在保持系统胞内耦合作用相同的基础上，将胞间耦合

作用分化为水平方向和垂直方向的两个量，分别进行调控，验证了拓扑边缘态能谱中能带间

隙的有无不仅与几何边界相关，也受系统胞间耦合相互作用的调控。
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Research on topological edge state in a non-Hermitian system
based on the Kekulé lattice
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Abstract:  The relationship between the topological phase of matter and interactions of the system
was confirmed for the Kekulé lattice. The impact of non-Hermitian effect on topological insulator
was investigated. Two types of gain and loss configurations were designed to illustrate their effects
on  bulk  energy  spectra  and  edge  energy  spectra.  It  is  found  that  the  bandgap  decreases  with  the
increase of the gain and loss, and is eventually closed and forms a non-Hermiticity-induced Dirac
point.  Finally,  the Dirac point  splits  into a  pair  of  singular  points.  Distinguishing from traditional
Kekulé  lattice,  intercellular  coupling  is  differentiated  into  horizontal  and  vertical  dimensions  for
independent  control  based  on  the  same  intracellular  coupling.  This  approach  verifies  that  the
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gapless edge mode is not only related to geometric boundary, but also regulated by the intercellular
coupling of the system.

Keywords:  Kekulé lattice；non-Hermitian system；topological edge state；Dirac point

 引　言

20 世纪，随着整数量子霍尔效应[1-2] 被发现，

拓扑作为近代数学分支，被引入凝聚态物理领

域，并逐渐发展成为一门独立的学科——拓扑电

子学。随后，人们将拓扑电子学类比到光学领

域，将其发展成为拓扑光子学，为揭示物质拓扑

相开辟了新的方向[3-4]。依据拓扑相的不同，人

们将绝缘物质划分为非平庸拓扑绝缘体和平庸拓

扑绝缘体。一种拓扑相连续转变至另一种拓扑相

必将经历能带间隙打开—关闭—再打开的过程，

即拓扑相变[5]。根据体边对应，两种拓扑相不同

的光子晶体堆叠在一起时，其交界面会产生一种

沿着体系边缘单向传输的边缘态。该边缘态受拓

扑保护，无背向散射，被称为拓扑边缘态[6]。拓

扑边缘态出现在体系公共带隙区域，以导模的形

式存在。研究表明：在时间反演对称性被打破的

体系中，体系能带中会出现一条横跨整个带隙的

导模，即边缘态[7-8]；在受时间反演对称性保护

的体系中，体系能带中会出现成对的拓扑边缘

态，如螺旋边缘态[9-10]、手性边缘态[11] 等。研究

发现，在体系带隙中，成对的拓扑边缘态是否会

产生无间隙的狄拉克点，通常与边缘态所在界面

的几何结构有关[12]。

相较于厄米系统，非厄米系统下的光子晶体

具有复数形式的本征值及本征向量，这极大丰富

了拓扑绝缘体的可研究内容。奇异点是一对本征

值实数部分重合的兼并点，它的存在是非厄米系

统的显著特征之一[13-14]。奇异点的出现引发了诸

多奇特的物理现象，如奇异环[15]、体费米弧[16]、

半整数拓扑电荷[17]。此外，结合多样的光子晶

体结构，非厄米系统下的拓扑绝缘体引起了人们

的广泛关注。本文将结合 Kekulé晶格，研究非

厄米系统的拓扑边缘态。相较于传统的蜂窝晶

格，Kekulé晶格最近邻原子间的耦合作用可区分

为胞内耦合和胞间耦合作用[18-19]。当胞间耦合强

度大于胞内耦合强度时，系统为拓扑非平庸态；

而当胞间耦合强度小于胞内耦合强度时，系统为

拓扑平庸态。根据交界面的几何形状，两态交界

面处产生的拓扑边缘态可分为 Zigzag 边缘态和

Armchair 边缘态。其中 Zigzag 边缘态受系统

镜面对称保护，呈现出无间隙的狄拉克点，而

Armchair 边缘态不具有对称性，在其边缘态能

谱中呈现出有间隙的两条边缘态谱线。以往针

对 Kekulé晶格拓扑边缘态的研究通常聚焦于厄

米系统[20]，或单一胞间耦合相互作用下的非厄

米系统[21]。本文基于 Kekulé晶格，在保持胞内

耦合作用相同的基础上，将胞间耦合作用分化为

垂直方向和水平方向的量，研究了非厄米系统下

几何边界对拓扑边缘态的影响，丰富了该晶格的

研究内容。

 1    模　型

C6

蜂窝晶格由 6 个相同的原子构成，且原子均

匀地分布在正六边形的 6 个顶角。而原子间的相

互作用可以通过调控其相对位置来实现，即两个

相互耦合的最近邻原子间距离越大，其相互作用

越小；反之，则其相互作用越大。在蜂窝晶格的

基础上，通过区分胞内耦合和胞间耦合的相互作

用，可构建 Kekulé晶格。传统厄米系统下的

Kekulé晶格的胞内耦合和胞间耦合存在竞争关

系：当胞内耦合和胞间耦合相等时，整个晶格具

有  对称性，其体态能带图中出现一个狄拉克

点，此时体系为狄拉克半金属的状态；当胞内耦

合小于胞间耦合时，狄拉克点被打开，体态能带

图中出现能带间隙，此时体系拓扑相为非平庸拓

扑绝缘体；当胞内耦合大于胞间耦合时，体态能

带图中出现能带间隙，此时体系拓扑相为平庸拓

扑绝缘体，即普通绝缘体。

首先，基于 Kekulé晶格讨论厄米系统中的

拓扑相。Kekulé晶格结构如图 1 所示：蓝色实心

圆代表 Kekulé晶格格点上的原子；蓝色实线代

表最近邻原子间的胞内耦合相互作用；绿色和红

色实线均代表最近邻原子间的胞间耦合相互作

用。通过改变原子间的相对距离来调控对应的耦
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合作用的强度。相较于传统蜂窝晶格的正六边形

单胞，因为胞间耦合的作用，Kekulé晶格的单胞

可形成 7 个正六边形亚晶格，从而具有更大的单

胞形式。将 Kekulé晶格中亚晶格的正六边形的

边长设为晶格常数  ，晶格矢量  ，

   。假定胞内耦合相互作用为  ，垂

直方向上的胞间耦合相互作用为  ，水平方向上

的胞间耦合相互作用为  。基于紧束缚模型[22]，

采用厄米系统下哈密顿量   来描述 Kekulé晶格

单胞内最近邻原子间的相互作用

H = −
∑
<i, j>

ti jci
†c j

< i, j > ti j

ci c j ci
† i

式中：  为晶体中最近邻的两格点；  为原

子  和  之间的相互耦合作用；  为格点  产生

的算符。

ci c j

ti j = t ci c j

ti j = t1 ci c j

ti j = t2

当原子   ,   之间的相互作用为胞内耦合

时，  ；当原子  ,   之间的相互作用为垂直

方向上的胞间耦合时，   ；当原子   ,   之

间的相互作用为水平方向上的胞间耦合时，

 。由此可得到非厄米系统相互耦合作用的

哈密顿量核心矩阵

0 0 0 t2eika2 0 t
t 0 0 0 t1e−ika1 0
0 t 0 0 0 t1e−ik(a1+a2)

t2e−ika2 0 t 0 0 0
0 t1eika1 0 t 0 0
0 0 t1eik(a1+a2) 0 t 0


矩阵中 k表示倒格子空间矢量。
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(b) 增益损耗模型示意图
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(a) 晶格结构模型示意图 
图 1   光子晶体结构模型及增益损耗模型示意图

Fig. 1    Schematic of photonic crystals and type of
gain and loss configuration

设定矩阵元素的具体参数值后，求解其本征

值，即可得到系统的体态能谱，如图 2 所示。在

t = 1 t1 = 0.2，t2 = 0.9

t1 = 2.0，t2 = 2.0

t1 = 2.2，t2 = 2.9 t1 = 2.9，t2 =

2.2 t1 , t2

t1 = t2

此默认   ，图 2（a）中，取     ；

图 2（ b）中，取   ；图 2（ c）中，

取  ；图 2（d）中，取 

 。由图 2 可知：当  时，单胞能带图关于

零能级水平线上下对称，并处于半填充状态；当

 时，能带在布里渊区高对称点 Γ和 K处两

两兼并，形成一对能带兼并点。
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(b) t1 = 2.0，t2 = 2.0(a) t1 = 0.2，t2 = 0.9

(c) t1 = 2.2，t2 = 2.9 (d) t1 = 2.9，t2 = 2.2 
图 2   体态能谱和边缘态能谱

Fig. 2    Bulk energy spectra and edge energy spectra
 

与非互易耦合的二聚化晶格（Su-Schrieffer-
Heeger，SSH）类似，Kekulé晶格的拓扑相与胞

内耦合和胞间耦合作用有着密切的关系，且胞内
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t1 < t t2 < t

t < t1 =

t2

t < t1，t < t2，t1 , t2

t1 = t2 t1 , t2

耦合作用和胞间耦合作用之间存在竞争关系，

即：当胞内耦合强度大于胞间耦合强度时，系统

呈拓扑平庸态；当胞内耦合强度小于胞间耦合强

度时，系统呈拓扑非平庸态。为了验证这一猜

想，采用图 2 中的各耦合作用参数，构建图 1 所

示纳米带结构，进行拓扑边缘态的仿真，根据能

谱间隙中边缘态的有无来判断体系是否为拓扑

绝缘体。根据边缘态几何位置的不同，可将拓扑

边缘态划分为 Armchair 和 Zigzag两种。分别绘

制其边缘态能谱，如图 2（a）和（b）中第 2 行

（Armchair）和第 3 行（Zigzag）所示。可以看到：

图 2（a）中   ，   ，体系为拓扑平庸绝缘

体，无法产生拓扑边缘态；图 2（b）中，  

 ，体系受镜像对称和几何结构手性对称性保

护，其 Zigzag 拓扑边缘态在中心点处发生兼

并，产生无带隙的狄拉克点；图 2（c）~（d）中，

 ，由于水平方向和垂直方向

的胞间耦合作用不同，体系镜像对称被打破，原

有的狄拉克点不再受几何对称性保护，故产生带

隙，两条 Zigzag 边缘态不再兼并。由于 Armchair
拓扑边缘态所处的几何结构本身不具有对称性，

故在   ，   的两种情况下均无法形成狄

拉克点，边缘态能谱中均存在带隙，耦合作用的

调控无法使能带间隙关闭以形成狄拉克点，具体

边缘态能谱如图 2 所示。

 2    非厄米效应

+iγ（γ > 0)

−iγ（γ > 0）

通过在原子中添加增益损耗来实现非厄米效

应，增益损耗分布方式如图 1（b）所示。将亚晶

格内 6 个格点按照逆时针方向依次编号，在两种

不同类型中，均对黑色实心圆圈所示格点上的原

子施加增益，取  ；对红色空心圆圈所

示格点上的原子施加损耗，取  。对于

非厄米系统，用哈密顿量的核心矩阵来重新描述

系统原子间的相互作用

−iγ 0 0 t2eika2 0 t
t −iγ 0 0 t1e−ika1 0
0 t −iγ 0 0 t1e−ik(a1+a2)

t2e−ika2 0 t +iγ 0 0
0 t1eika1 0 t +iγ 0
0 0 t1eik(a1+a2) 0 t +iγ



t1 = 1.2，t2 = 2.7，γ

0.1，0.2，0.3

t1 = 2.7，t2 = 1.2 γ

0.100，0.358，0.500 t1 = 1.2，t2 =

2.7，γ 0.1，0.2，0.3

t1 = 2.7，t2 = 1.2，γ

0.100，0.563，0.800

γ

为了验证非厄米效应对体态能谱的影响，根据

哈密顿量的核心矩阵求解能量本征值，如图 3 所

示，蓝色实线代表本征值的实数部分，绿色虚线

代表虚数部分。图 3（a）中，   

的取值从上至下依次为   ；图 3（b）
中，  ，  的取值从上至下依次为

 ；图 3（ c）中，  

 的取值从上至下依次为   ；

图 3（d）中，     的取值从上至下

依次为   。其中，图 3（a）和

（b）对应增益损耗 Type Ⅰ，图 3（c）和（d）对应增

益损耗 Type Ⅱ。从图中可以看出：   的取值相
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图 3   体态能谱

Fig. 3    Bulk energy spectra
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对较小时，其对能谱整体影响不大；随着  取值

逐渐增大，其对能谱的调节作用逐渐明显，能谱

带隙逐渐减小。当  在体系中选取适当的特定值

时，由于结构的几何对称性以及非厄米效应的影

响，Type Ⅰ对应的图 3（a）在高对称点  处出现

狄拉克点，图 3（b）在高对称点  处出现狄拉克

点，且关于零能级水平线上下对称；Type Ⅱ对

应的图 3（c）和（d）均在高对称点  处出现狄拉克

点，但他们所对应的  取值不同。当  取值持续

增大时，图 3（a）中对应的狄拉克点随即劈裂为

一对奇异点，图 3（b）中的一对狄拉克点劈裂为

两对奇异点，并且，此时能量本征值出现虚部，

且虚部的能谱图为一个环形。

t1 = 2.7，t2 = 2.2 t < t1,

t < t2，且t1 , t2

γ 0.100，0.305，

0.500 γ 0.050，0.059，

0.070

γ
γ = 0.305

γ = 0.059

γ

通过在图 1（a）所示的 Kekulé晶格中分别添加

图 1（b）所示的增益损耗 Type Ⅰ和 Type Ⅱ来构

建非厄米系统。取   ，此时  

 。由前文可知，该系统为拓扑绝

缘体，其 Zigzag 拓扑边缘态之间存在带隙，为

非厄米系统。图 4（a）中，  取值分别为 

 ；图 4（b）中，   取值分别为  

 。以 Zigzag 拓扑边缘态为例，分析非厄米

效应对拓扑边缘态的影响。如图 4 所示，由于非

厄米效应，体系边缘态能谱出现虚部。随着  取

值的增大，能带间隙逐渐减小，直至  

（Type Ⅰ）或  （Type Ⅱ）的临界值时，实

部能谱带间隙消失，两条 Zigzag 边缘态能带在

中心处兼并为狄拉克点，虚部能谱也逐渐丰富。

当  取值继续增大，实部能谱中原有的狄拉克点

劈裂为一对奇异点，虚部能谱由于奇异点的出

现，呈现出独特环状能谱。

t1 = t2 = 1.6 > t

γ = 0

γ = 1时，

为方便起见，取   ，即胞间耦

合作用大于胞内耦合作用时的场分布情况，来分

析非厄米系统对拓扑边缘态场分布的影响，如

图 5 所示。在未施加增益损耗，即   时，体

系为厄米系统，选取 Armchair边缘态频点，场

分布如图 5（a）所示。当  体系为非厄米系

统，选取同一频点，场分布如图 5（b）所示。

通过厄米系统、非厄米系统的拓扑边缘态场

分布对比可知，非厄米系统的引入会直接影响拓

扑边缘态的场分布，厄米系统下仅有 Armchair
模式，在非厄米系统下会引入 Zigzag 模式，场

分布呈现两种模式的混合态。 
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(b) Type Ⅱ γ = 0.050，0.059，0.070

(a) Type Ⅰ γ = 0.100，0.305，0.500

 
图 4   边缘态能谱

Fig. 4    Edge energy spectra
 
  

(a) γ = 0 (b) γ = 1 
图 5   边缘态场分布

Fig. 5    Distribution of edge energy field

 3    结　论

t基于 Kekulé晶格，在保持胞内耦合  不变的
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t1
t2 t1 < t t2 < t

t1 > t t2 > t

t1 = t2 > t

±iγ
γ

γ

γ

基础上，将胞间耦合分化为垂直方向  和水平方

向  两个量，验证了当  ，  时，系统为

拓扑平庸绝缘体，即普通绝缘体，不存在拓扑边

缘态；当  ，  时，系统为拓扑非平庸绝

缘体，根据交界面的几何形状，其边缘态可划分

为 Zigzag 和 Armchair 两种模式；当  

时，Zigzag 边缘态受镜面对称保护，呈现无间隙

的狄拉克点，而 Armchair 拓扑边缘态由于本身

所在边界几何不对称，故体系胞间耦合相互作用

的调控不会使能带间隙关闭形成狄拉克点。在

Kekulé晶格的基础上，利用不同增益损耗（  ）

的分布，引入非厄米效应。结果显示：随着  取

值的持续增大，系统边缘态能谱会经历能带间隙

减小，能带虚部能谱逐渐丰富的过程；当  取值

处于某个临界值时，两条拓扑边缘态能带兼并形

成狄拉克点；随着  取值进一步增大，狄拉克点

劈裂成为一对奇异点。相较于传统的 Kekulé晶
格拓扑绝缘体的研究，本文增加了胞间耦合调控

维度，丰富了非厄米系统下拓扑边缘态的研究内

容，为非厄米系统下的拓扑绝缘体研究提供了一

些研究思路。
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