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基于随机游走模型的筒仓内颗粒流
堵塞概率测量

王海涛
1
，陈    泉1

，李    然2
，修文正

1
，杨    晖1

（1．上海理工大学 光电信息与计算机工程学院，上海 200093；
2．上海理工大学 健康科学与工程学院，上海 200093）

摘要：随机游走模型能够准确预测筒仓内无摩擦颗粒系统的堵塞概率，但是对于有摩擦的颗

粒系统，该模型的适用范围至今尚不清楚。搭建了基于面阵 CCD 相机的测量装置，通过图像

法测量堵塞拱的特征参数，发现当堵塞拱上相邻两个颗粒的夹角与颗粒位置之间满足负线性

关系，并且流量大于 8.3 g/s 时，随机游走模型可以准确预测筒仓的堵塞概率。实验结果拓展

了随机游走模型的适用范围，为工业生产中筒仓装置的调控过程提供了参考依据。
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Jamming probability measurement of granular flow in silo
based on random walk model
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Abstract:  The  random  walk  model  (RWM)  can  accurately  predict  the  jamming  probability  of
frictionless  granular  system  in  a  silo.  However,  the  applicability  of  this  theoretical  model  for
systems  with  friction  remains  unclear.  In  this  study,  a  measuring  device  based  on  array  CCD
cameras is built. The characteristic parameters of jamming arch are measured by image method. It
is found that the random walk model can accurately predict the silo jamming probability when the
mean  angle  between  two  adjacent  granules  is  negatively  linear  with  the  granular  position  on  the
jamming arch and the mass discharge rate is greater than 8.3 g/s. The experimental results extend
the application scope of the RWM and provide a reference for the control process of silo devices in
industrial production.
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 引　言

筒仓是一种常见的颗粒物料存储设备，广泛

应用于工业生产和日常生活中[1-4]。理想的筒仓

能够在最小的占地面积上存储最多的产品数量，

并且以所需的流量正常流出。然而，当颗粒流至

筒仓出口附近时，由于筒仓壁间的距离急剧减

小，颗粒之间的相互作用增强，颗粒间很容易形

成较长的力链或力拱，导致筒仓颗粒流中断，形

成堵塞现象。该现象不仅会产生安全隐患，更会

给工农业生产带来巨大损失。因此，预测筒仓内

颗粒流的堵塞概率，探究其变化规律，一直受到

人们的广泛关注[5-10]。

近年来，大量研究人员通过不同的实验方法

研究了筒仓内颗粒流的堵塞概率 [11-17]。Goldberg
等[11] 通过离散元法模拟了正多边形和圆形颗粒

在筒仓中的运动，发现正多边形颗粒上顶点的数

目越少，堵塞概率越大，并且堵塞概率与颗粒的

顶点数目呈非线性关系。López-Rodríguez 等 [12]

采用相机对不锈钢球体在筒仓开口上方形成的堵

塞拱进行拍摄，通过测量崩塌规模 (〈s〉)，观

察到随着漏斗壁倾斜角度的增大，堵塞概率在逐

渐减小。尤其，当漏斗壁倾斜角度从 0°增加到

80°时，堵塞的概率会减小 3 个数量级。Gella
等[13] 采用面阵 CCD 相机拍摄筒仓内不锈钢球体

两次连续堵塞中的流动过程，发现筒仓宽度增大

到颗粒直径的 15～20 倍过程中，筒仓中的堵塞

概率在不断增大，继续增大筒仓的宽度后，堵塞

概率将不再发生变化。To 等[14]首次提出了随机

游走模型，并成功应用于二维无摩擦漏斗系统中

堵塞概率的预测。该模型根据堵塞拱的特征参

数，计算出堵塞概率的预测值，将预测结果与实

验结果进行比较，发现两者基本一致。在 To 等

的研究中，该模型要求的条件过于严格，只能应

用在近似无摩擦的二维漏斗中。对于有摩擦的矩

形二维筒仓系统，文中并没有对该模型的适用范

围作出说明[18]。

本文在上述研究内容的基础上，针对矩形筒

仓，将图像法应用于堵塞拱的特征参数检测，同

时结合随机游走模型计算出理论堵塞概率，重点

探究在不同流量下理论堵塞概率和实验堵塞概率

之间的关系。

 1    实　验

 1.1    实验装置

图 1 为实验装置示意图。本实验装置系统主

要由矩形筒仓、亚克力挡板、相机和 LED 光源

组成。矩形筒仓由有机玻璃制作而成，筒仓壁

厚 10  mm，高 550  mm，左右壁间距 150  mm，

前后壁间距 8 mm，筒仓孔口是位于筒仓底部的

一个矩形槽，其长度 8 mm，宽度 R 可调节，R∈
[0, 8 mm]。将相机（GE1050 型号，分辨率为 1 024×
1 024）与筒仓放置在同一水平面上，通过对筒仓

孔口附近 50 mm×50 mm 的正方形区域进行拍照,
获得颗粒堵塞后的正视图[19]。LED 光源型号为

SL-200W，输出功率为 250 W，其光照正对孔口

处，让反光点尽量显示在正视图中颗粒圆形轮廓

的中心处。另外，在实验过程中，通过在筒仓内

插入不同宽度的亚克力挡板，从而调整矩形筒仓
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图 1   筒仓内颗粒流堵塞概率的实验装置示意图

Fig. 1    Schematic diagram of the experimental system used for
calculating the jamming probability of granular flow in a silo
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的宽度 (12 mm、20 mm、28 mm、32 mm、38 mm、

54 mm、86 mm、120 mm)。图 1 中插图显示的

是填充颗粒黑色电镀玻璃珠，表 1 为实验颗粒的

特征参数。其中摩擦系数 0.58 是通过计算锥形

颗粒堆休止角的正切值得到的，其代表的是颗粒

与颗粒之间的摩擦力和作用在其表面上的垂直力

之比值。实验过程中采用分布式填充方式进行颗

粒加载[20]，填充高度为 550 mm[21]。
  

表 1   颗粒的特征参数
Tab. 1   Properties of the granular materials used in this study

材料 直径/mm 球形度 密度/(kg/m³) 体积密度/(kg/m³) 摩擦系数

玻璃 1.85±0.15 0.98±0.01 2 500 1 500±6.40 0.58
 

 1.2    堵塞拱的特征提取

图 2 是颗粒堵塞拱的处理过程。当筒仓内的

颗粒流堵塞后，采用面阵 CCD 相机拍摄形成颗

粒堵塞拱的正视图，将相机拍摄得到的图像裁剪

成适当尺寸，使组成堵塞拱的颗粒都包含在图像

中，如图 2（a）所示。对于原始彩色图像，首先

将图像转换成灰度图像，在灰度化处理过程中采

用的是加权平均法，对彩色图像中 R、G、B 分

量进行加权平均。其次，对灰度图像进行滤波处

理，在滤波处理过程中采用的是双边滤波的方
法，先用双边滤波器对灰度图像进行滤波得到低
频部分，再用灰度图和低频部分作差后得到高频
分量，最后将高频分量和低频分量分别增强后再
进行合成，得到滤波后的灰度图像。该方法的特
点是保边去噪，相较于其他滤波，在平滑图像的
同时，增强了对图像边缘的保护。最后，对滤波
后的图像进行全局阈值分割，通过使用最大类间
方差法找到输入图像合适的阈值，再根据这个阈
值将灰度图像转换成二值化图像。为了画出堵塞
拱的结构图，必须求出二值化图像中每一个反光
区域的中心像素坐标[22-23]。

centerX [i] centerY [i]

首先，以图像左下角的像素点作为坐标原
点，以水平方向为横轴、竖直方向为纵轴，相邻
两个像素点间的距离为一个刻度，建立二维平面
坐标系，如图 2（b）所示。分别将每个反光区域
中所有像素点横轴和纵轴方向最小值加上最大值

的一半作为中心点坐标值（  ，  ）：
centerX [i] =min(X [i])+

1
2
×max(X[ i ])

centerY [i] =min(Y [i])+
1
2
×max(Y[ i ])

(1)

X [i]

Y [i]

θi

式中：  是从左向右数第 i 个反光区域中存放

所有像素点横坐标的数组；   是从左向右数

第 i 个反光区域中存放所有像素点纵坐标的数

组。将颗粒堵塞拱从左向右依次排序，用箭头表

示有向线段并依次连接反光区域的中心像素坐

标，得到图 2（b）所示堵塞拱结构示意图。由于

已知每个中心点的像素坐标值，再通过斜率公式

和反切函数计算得到每一个有向线段与水平正方

向夹角  ：

θi = arctan
(

centerY [i+1]− centerY [i]
centerX [i+1]− centerX [i]

)
(2)
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(a) 采集到的原始图像

(c) 堵塞拱特征提取示意图 
图 2   堵塞拱特征提取示意图

Fig. 2    Schematic diagram of feature extraction of
jamming arch
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centerY [i+1]

centerY [i]

centerX [i+1]

centerX [i]

ri

θi

ri

ri θi

式中：   是第 i+1 个反光区域中心点

纵轴坐标；  是第 i 个反光区域中心点纵

轴坐标；   是第 i+1 个反光区域中心

点横轴坐标；  是第 i 个反光区域中心点

横轴坐标。用  表示第 i 个反光区域中心到第 i +
1 个反光区域中心的方向向量，  是堵塞拱上第

i 个颗粒的  与水平正方向的夹角，X 是堵塞拱

上第一个颗粒到最后一个颗粒的方向向量的水平

分量， D 是颗粒直径，R 是筒仓孔口宽度。如

图 2（c）所示，  的长度始终等于 D，  ∈[−180°,
180°]，X + D 总是大于孔口尺寸 R[24-25]。

 1.3    堵塞概率计算

筒仓内颗粒流形成稳定堵塞拱的过程中，离

散颗粒组成的堵塞拱结构轨迹是满足随机游走模

型的。该模型最早由卡尔-皮尔逊于 1905 年在

《自然》杂志中提出[26]，2001 年 To 将该模型应

用到二维漏斗的堵塞中[14]。根据堵塞拱的几何

特征参数，堵塞拱的概率分布函数（an (x)）可以

表示为

an (x)=
An

π

(
3

4π

)n−2w π/2

−π/2
dθ1 · · ·

w θn−2

βn−1
dθn−1δ

x−
n−1∑
i=1

cosθi


(3)

x = X/D

βn−1 =max {−π/2, θn−2−2π/3} An

(X)

an (x)

式中： n 为堵塞拱上的颗粒个数；   ；

 ；   是归一化系数；

δ  为狄拉克函数。对式（3）进一步处理可以将

 简化成如下公式：

an (x) =
2n−1Bn

|sin θ1| · · · |sin θn−1|
(4)

Bn =
An

π

(
3

4π

)n−2

θi

式中：   。上式用不同堵塞拱结

构的特征参数   和 n 作为输入，输出为由 n 个

颗粒组成的不同结构堵塞拱的概率分布函数。

jn (R)

当筒仓孔口宽度为 R 时，对式（4）进行积分

运算获得堵塞拱上颗粒个数为 n 时的概率（  ），

其计算公式为

jn (R) =
w ∞

R−D
an (x)dx (5)

式中 D 为颗粒直径。因此，卸料过程中，筒仓

内颗粒流发生堵塞事件的概率为

J (R) =
∞∑

n=2

gR (n) jn (R) (6)

gR (n)式中  是由 n 个颗粒组成的堵塞拱发生的次

数占总堵塞事件次数的比值。式 (6) 的结果就是

理论堵塞概率 J1 的计算结果。

 2    结果与讨论

本实验中，改变筒仓宽度后，加载满整个筒

仓的颗粒总数量发生了改变。为了保证不同筒仓

宽度条件下实验结果的可对比性，必须选择流出

相同质量的颗粒作为一次实验。同时，也要满足

在相同条件下，不同实验次数中筒仓孔口处流出

的流量保持不变。因此，选择筒仓宽度为最小值

（W=12 mm）时，在颗粒从满载流到距筒仓底部

为两倍筒仓宽度位置处时，记录流出的颗粒质量

为 80 g±2 g。因此，在所有的实验中，以流出

80 g 颗粒质量作为一次实验。筒仓内颗粒的应力

重定向到侧壁而引起筒仓底部压力迅速饱和，从

而导致颗粒从孔口流出的流量几乎不变，这种现

象必须满足筒仓内颗粒的高度是筒仓宽度的两倍

以上[27]。

 2.1    堵塞概率的统计

图 3 为堵塞概率 J 与实验次数 N 的变化散

点图。在本实验中，使用图 1 所示装置，平底筒

仓宽度为 38 mm，孔口宽度为 7 mm，实验的总

次数 N=1 325 次，颗粒流发生堵塞的实验次数

Na=106 次。根据以下公式

J2 = Na/N (7)
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图 3   堵塞概率 J随实验次数 N的变化散点图

Fig. 3    Scatter diagram of jamming probability J and
number of experiments N
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计算出实验堵塞概率 J2=8%。从图中可以看出，

当实验次数较少时，堵塞概率的变化幅值较大。

这是由于筒仓内颗粒流的堵塞事件是随机发生

的。当实验次数大于 400 次时，堵塞概率 J 的值

趋于稳定。因此，在接下来的不同实验中，堵塞

实验的总次数都设定为 400 次。

 2.2    堵塞拱的特征值

Na Na

θi µθi

图 4（a）为 2.1 节中 106 次堵塞事件的堵塞

拱上颗粒个数 n 的统计分布图。可以看出，堵塞

拱上颗粒个数n 分布在 [4,16] 范围内。当11＜n＜16
时，  随 n 的增大而减小。而当 n＞16 时，  =
0。另一方面，对具有相同颗粒个数 n 的堵塞拱

上  的值进行算数平均计算，得到  与颗粒位

n ∈ [4,11] µθi

n ∈
[12,16] µθi

置 i 的分布，如图 4（b）所示。在误差小于 5% 的

条件下，采用最小二乘法对测量数据进行拟合处

理，拟合曲线如图中虚线所示。可以看出，当

 范围内时，   与 i 呈负线性关系。这

说明了堵塞拱的形状为凸形结构。而当  

 范围内时，   与 i 不再满足线性关系，

如图 4（c）所示。

θi

n ∈ [4,11] n ∈ [12,16]

n ∈ [4,16]

n ∈ [4,11]

n ∈ [12,16] n ∈ [4,16]

µθi

进一步，将堵塞拱的特征参数 n 与  代入式

（3）～（6）中，分别计算  、  和

 的理论堵塞概率 J1，结果如表 2 所示，

表 2 中还列出了通过实验统计得到的实验堵塞

概率 J2。可以看出，当   时，理论堵塞

概率 J1=7.7% 接近于实验堵塞概率 8%。而当

 和  时，理论堵塞概率 J1 远大

于实验堵塞概率 J2。因此，结合图 4（b）和图 4（c）
可以认为，在有摩擦力的筒仓中，相同筒仓宽度

和相同孔口宽度下，选择堵塞拱的特征参数  

与 i 呈线性关系，即选择堵塞拱为凸性拱时计算

得到的理论堵塞概率要比选择非凸性拱计算得到

的理论堵塞概率更接近实验堵塞概率。
  

表 2   筒仓内颗粒流的堵塞概率
Tab. 2   Jamming probability of granular flow in silo

参数 n ∈ [4,11] n ∈ [12,16] n ∈ [4,16]

理论堵塞概率J1 7.7% 20.1% 27.8%

实验堵塞概率J2 — — 8%
 

 2.3    流量对堵塞概率的影响

由 2.2 节结果可知，在相同筒仓宽度和相同

孔口宽度条件下，选择凸性拱计算得到的理论堵

塞概率更接近实验堵塞概率。本节中，将探究通

过改变筒仓宽度和孔口宽度，选择凸性拱后计算

得到的理论堵塞概率与实验堵塞概率是如何变化

的。同时，再进一步讨论筒仓宽度和孔口宽度发

生改变后，颗粒流出孔口的流量与堵塞概率之间的

关系。

图 5（a）为流量与堵塞概率随筒仓孔口宽度

的变化散点图。可以看出，流量 Q 与孔口宽度

R 呈正相关关系，这与 Beverloo 方程所描述的

流量变化趋势是一致的 [28-29]。然而，堵塞概率
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(b) nϵ[4, 11] 时, 角度 θ
i
 算数平均计算后的散点图,
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图 4   堵塞拱的特征图

Fig. 4    Characteristic diagram of the jamming arch
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J 随 R 的增大而减小，即堵塞概率 J 与流量 Q 呈

负相关关系，Gella 在研究筒仓的堵塞与颗粒材

料的运动学关系时也得出过相似的结论[13]。另

一方面，在流量较小时，理论堵塞概率与实验堵

塞概率存在较大偏差；而当流量 Q＞8.3 g/s（孔
口宽度 R＞7 mm）时，理论堵塞概率与实验堵塞

概率的差值 δ＜0.3%。此时，随机游走模型计算

得到的理论堵塞概率能够准确预测出实验堵塞

概率。
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(a) 堵塞概率 J 和流量 Q 随筒仓孔口宽度 R

的变化散点图 (筒仓宽度 W=38 mm)

δ<0.3%

0

20

40

60

80

100

0

2

4

6

8

10

J
/%

Q
/(

g
/s

)实验堵塞概率
理论堵塞概率
流量

200 40 60 80 100 120
R/mm
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δ：理论堵塞概率与实验堵塞概率的差值；浅绿色的区域表示实

验堵塞概率与理论堵塞概率的差值小于 3%。

图 5   流量与堵塞概率的散点图

Fig. 5    Scatter plot of mass discharge rate and
jamming probability

 

图 5（b）为流量和堵塞概率随筒仓宽度的变

化散点图。可以看出，当 12 mm＜W＜38 mm
时，流量 Q 随筒仓宽度 W 的减小而迅速增大，

最大流量为 11.2 g/s；而当 W＞54 mm 时，流量

基本保持不变，Q= 8.3 g/s±0.1 g/s，这与 Hirshfeld
的研究结论相一致[30]。进一步，通过改变筒仓

宽度增大流量，堵塞概率 J 与流量 Q 仍然满足

负相关关系。值得注意的是，当流量 Q＞8.3 g/s
（筒仓宽度 W＜38 mm）时，理论堵塞概率与实验

堵塞概率之间的差值 δ＜0. 3%。此时，随机游

走模型计算得到的理论堵塞概率能够准确预测出

实验堵塞概率。

 3    结　论

µθi

本文在颗粒间存在摩擦的实验装置内，通过

改变筒仓孔口宽度和筒仓宽度，选用均值粒径

为 1.85 mm 的球形玻璃颗粒，利用图像法测量

了堵塞拱结构特征参数，根据随机游走模型，计

算出了颗粒的理论堵塞概率，并分析了筒仓中堵

塞概率的变化情况，得到如下结论：在有摩擦力

的筒仓中，筒仓宽度和孔口宽度不变，堵塞拱的

特征参数   与 i 呈线性关系时，堵塞拱结构为

凸性结构；无论是改变筒仓宽度还是孔口宽度，

当颗粒流过筒仓孔口的流量达到 8.3 g/s 以上，

且使用凸性拱的特征参数计算随机游走模型时，

理论堵塞概率可以更加准确地预测出筒仓的实际

堵塞概率。
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