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二维颗粒系统中指数分布的几何结构
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摘要：量化堆积颗粒的几何结构对于理解颗粒系统的宏观力学性质具有重要价值。本文通过

Cell 来量化圆盘颗粒在二维筒仓内的几何结构，发现重力驱动条件下 Cell 形状的概率分布满

足指数函数分布，与颗粒系统的大小无关。值得注意的是，振动驱动条件下形如三角形的

Cell 发生了激增现象，形成概率提高了 19%，而其他形状的 Cell 概率分布仍然满足指数函数

分布。实验结果揭示了无序颗粒系统中介尺度条件下的有序堆积结构特征，为完善颗粒力学

理论提供了数据参考。
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Abstract:  Quantifying  the  geometric  structure  of  packing  particles  is  of  great  value  for
understanding  the  macroscopic  mechanical  properties  of  particle  systems.  In  this  paper,  Cell  was
utilized  to  measure  the  geometric  structure  of  disk  particles  in  a  two-dimensional  silo.  The
probability  distribution  of  Cell  shapes  satisfied  the  exponential  function  distribution  and  was
independent of the system size. Furthermore, it was observed that under the condition of vibration
driving,  the  triangular-shaped  Cell  had  a  surge,  and  the  formation  probability  increased  by  19%,
while  the  probability  distribution of  the  rest  shapes  of  Cell  still  satisfied  the  exponential  function
distribution.  The  experimental  results  reveal  the  structural  characteristics  of  ordered  packing  in
disordered particle system at intermediate scale, and provide references for perfecting the theory of
particle mechanics.
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 引　言

颗粒物质是由大量离散的固体颗粒组成的系

统[1-4]。颗粒堆积结构上的差异导致了颗粒系统

复杂的动力学行为，例如非局域流变、应力陡降

以及塑性变形等现象[5-8]。因此，量化堆积颗粒

的结构有助于更好地理解颗粒物质的力学行为。

Voronoi 图作为传统方法被广泛应用于量化

颗粒系统的介观结构中 [9]。Meyer 等 [10] 使用

Voronoi 图对堆积颗粒的体积进行划分，并根据

填料的配位数和紧实度来预测填料的极限密度。

这一结果对于理解圆盘颗粒的无序态排列问题以

及二维系统中假定的玻璃跃迁的存在问题具有重

要意义。Zhao 等[11] 采用 Voronoi 图研究了三维单

分散椭球颗粒堆积体的内部结构。他们利用离散

单元法模拟了椭球颗粒的各向同性和三轴压缩试

验。结果表明，在剪切过程中，平均局部孔隙

度、平均球度是关于整体孔隙度和平均配位数的

函数，这证明了孔隙度与颗粒网络之间存在一定

的关系。Quadrons 作为一种新的方法用于测量

局部堆积结构[12]。Matsushima 等[13] 利用 Quadrons
详细研究了颗粒间的摩擦和系统初始条件对二维

堆积颗粒结构特征的影响。他们利用离散单元法

证明了结构可以用 Quadrons 进行定量分析，并

且发现了一种普遍性的结构特征与系统的初始状

态和颗粒的摩擦系数无关。与 Quadrons 密切相

关的 Cell 也常被用于描述堆积颗粒的结构特

征，将接触颗粒的中心点沿着逆时针方向连接起

来围成的区域就是 Cell，它保留了接触颗粒的连

通性信息，并在颗粒统计力学中发挥着重要作

用[14]。Sun 等[15] 使用 Cell 网格分析循环剪切驱

动的二维颗粒系统结构，明确了摩擦系数不同的

颗粒的结构特征是力学稳定性和熵之间竞争的结

果，后者的影响会随着摩擦的增大而增加。
本文采用 Cell 网格研究二维体系中圆盘颗

粒的堆积结构特征。首先通过图像法对颗粒进行
表征，再通过 Cell 来描述二维筒仓内圆盘颗粒
系统的结构特征；然后探究系统尺寸的改变与堆积
结构稳定性之间的关系，最后通过施加振动进一
步研究外力驱动条件下圆盘颗粒的堆积结构特性。

 1    实　验

 1.1    实验装置

实验装置系统由二维筒仓，高速相机和 LED
光源组成。实验装置如图 1 所示。二维筒仓前后

挡板由 5 mm 钢化玻璃制成，二维筒仓高 50 cm，

宽 35 cm，厚 5 mm，其中宽度可以根据实验需

求在 20～35 cm 范围内调节。高速相机 (型号

为 3F04M) 能够调节高度至恰好能拍摄到筒仓中

心位置。高速相机分辨率为 1 691 像素×1 489 像素，

曝光时间设置为 1 000 μs，采样率为 333 帧/s，通

过比例近似法计算出高速相机捕获图像的空间分

辨率为 0.042 mm/px。LED 光源 (型号为SL-200W)
的输出功率为 200 W，光束直径为 160 mm。实

验中选用的白色圆盘颗粒由有机玻璃材料制成，

其直径为 10 mm，厚度为 4.4 mm。
  

光源

二维简仓

高速相机

 
图 1   实验装置图

Fig. 1    Experimental set-up
 

实验中先确定筒仓的实验区域大小后将二维

筒仓摆放好，采用“分布式填充”[16] 将圆盘颗

粒装载进筒仓中。为了避免光源与筒壁产生的反

射光对拍摄图片的干扰，光源与筒仓呈约 60°夹
角放置，使光束能够均匀的打在颗粒上。最后调

整高速相机的光圈和焦距，使得每个颗粒的中心

点都能清晰地被高速相机捕捉到。

 1.2    图像法和 Cell构建

图 2(a) 为某次实验高速相机采集到的二维

筒仓内堆积颗粒的某一区域的图像，采用全局阈
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⊕

A⊖B

值分割法对颗粒图像二值化[17-18]，并采用中值滤

波的方法对图像进行滤波。这种非线性滤波方法

可以有效保持颗粒图像的边缘，使之不被模糊。

然后对滤波后的图像进行先腐蚀后膨胀的开操

作，再进行先膨胀后腐蚀的闭操作。其中膨胀和

腐蚀的操作过程如下：若结构 A 被结构 B 膨

胀，则记为 A  B，可以理解为：将结构 B 在结

构 A 上进行卷积操作，如果移动结构 B 的过程

中，与结构 A 存在重叠区域，则记录结构 B 的

中心点所在的位置，所有移动结构 B 与结构

A 存在交集的位置的集合为结构 A 在结构 B 作

用下的膨胀结果。若结构 A 被结构 B 腐蚀，则

记为  ，可以理解为：移动结构 B，如果结

构 B 与结构 A 的交集完全属于结构 A，则保存

结构 B 的中心点所在的位置，所有满足条件的

点构成结构 A 被结构 B 腐蚀的结果。其中开操

作可以消除细小的突出物从而进行轮廓光滑处

理，闭操作可用于填补小的空洞和轮廓的断裂从

而进行轮廓光滑处理，这一操作有利于后续对颗

粒进行有效识别。对开操作和闭操作后的图像进

行连通域特征提取，以图像左下角为原点建立坐

标系，以确保准确无误地对颗粒的中心点进行定

位，其中中心点的坐标计算公式如下：
X =

1
S

M−1∑
x=0

N−1∑
y=0

yB (x,y)

Y = − 1
S

M−1∑
x=0

N−1∑
y=0

xB (x,y)

(1)

X Y

S M×N

式中：  为中心点横坐标；  为中心点纵坐标；

 为颗粒连通域的面积；   为连通域的大

小，最终用坐标点来代替颗粒。通过两点间距离

公式可以计算出颗粒与颗粒中心点间的距离 d，
通过判断 d与颗粒直径 D的大小关系，可以判

断颗粒是否接触，计算公式如下： d =
√

(x1− x2)2+ (y1− y2)2

d ⩽ D
(2)

式中：d为基准颗粒和对照颗粒间的距离；D为

颗粒直径；(x1, y1) 为基准颗粒的坐标；(x2, y2) 为
对照颗粒的坐标。若判断为接触，则将两个颗粒

的中心点连接起来，基于以上算法可以较为精确

地表征出如图 2(b) 所示的堆积颗粒的 Cell 分布图。

√
2

由于二维筒仓内形成的 Cell 都是平面图

形，故通过单个 Cell 含有的边数 n可以确定

Cell 的形状为几边形，如图 2(b) 中的蓝色阴影

部分即为八边形的 Cell 示意图。P(n) 等于边数

为 n的 Cell 占总数的比值。对诸如图 2(b) 表征

的图像中所有 Cell 的周长进行计算，当把图像

中的像素当作点看待时，周长可用链码表示，求

周长也就是计算链码的长度。此时，若链码值为

奇数，长度记作  ；链码值为偶数，长度记作

1。将计算得到的 Cell 的周长和边长进行比较就

可以判断出此 Cell 对应的边数 n，其计算公式

如下： {
p = Ne+

√
2No

n = p/l
(3)

No Ne式中：  和  分别为 8 连通边界链码中奇数码

 

xo

y

(a) 颗粒原始图像

(b) 颗粒表征结果 
图 2   颗粒表征图

Fig. 2    Particle characterization
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和偶数码的数目； l为 Cell 边长的链码长度；

p为所得 Cell 的周长；n为 Cell 对应的边数。对

实验采集的所有图像中出现的 Cell 的形状和数

量进行统计，即可计算出边数为 n的 Cell 对应

的 P(n) 值。

对比原始图像可以发现，对于颗粒是否接触

的判断仍会存在误差。误差主要来源于照片边缘

会存在不可避免的几何失真，所以对处于照片边

缘的颗粒的表征会存在些许误差。对此，实验中

在保证照片清晰的情况下尽可能把高速相机放置

得离二维筒仓远点来加以避免。

 2    结果与讨论

 2.1    Cell分布

图 3(a) 为 35 cm×30 cm 二维筒仓内堆积颗

粒的 Cell 分布，不同颜色表示不同形状的 Cell。

可以看出，在重力驱动下，形状相同的 Cell 分
布比较集中，堆积颗粒的 Cell 分布出现了若干

大面积的结晶区域。

重复 50 次实验，对诸如图 3(a) 所示的图像

中不同形状的 Cell 数量进行统计，得到二维筒

仓内堆积颗粒 Cell 形状的概率分布，如图 3(b)
所示。可以看出，堆积颗粒的 Cell 形状的概率

分布满足指数函数分布，即堆积颗粒的 Cell 形
状的概率分布曲线满足：

lnP (n) = a+bn (4)

lnP (n) = 3.095−1.155n

式中 a、b为拟合系数。拟合系数 b可以用来描

述堆积结构的松散程度，b越大表示堆积颗粒的

密集程度越低。采用最小二乘法对图 3(b) 中数

据进行拟合，拟合误差小于 5%，发现拟合函数

为   ，值得注意的是，颗粒

系统中十三边形的 Cell 偏离了指数函数曲线。

这是因为较大的 Cell 出现概率具有随机性，故

而偏离曲线，这与自组织临界模型的结果[19] 是

一致的。

 2.2    尺寸效应

k1 = 2.9×10−3

k2 = −3.5×
10−2

图 4(a) 为筒仓高度为 30 cm 时，不同筒仓

宽度下堆积颗粒的 Cell 形状概率分布。可以发

现，改变筒仓宽度后，堆积颗粒 Cell 形状的概

率分布仍然符合指数函数分布。但是增大筒仓宽

度后，曲线的拟合系数 b呈上升趋势，如图 4(b)
所示。图中采用最小二乘法拟合，拟合误差小

于 5%，求得拟合直线的斜率  。在

筒仓宽度为 35 cm 时，改变筒仓的高度后，同样

可以发现堆积颗粒的 Cell 形状的概率分布始终

符合指数函数分布，如图 4(c) 所示。但是增大

筒仓高度后，曲线的拟合系数 b呈下降趋势，如

图 4(d)所示。图中采用最小二乘法拟合，拟合误

差小于 5%，求得拟合直线的斜率  

 。这揭示了在相同颗粒体系下，一定范围

内，堆积系统宽度的增加会导致 Cell 网格的结

构变得松散，从而降低了颗粒系统的力学稳定

性。而堆积系统高度的增加，促使颗粒受到的应

力也随之增加，因此 Cell 网格的结构变得更加

紧密，从而增加了颗粒系统的力学稳定性。但需

要说明的是，这样的规律可能不会随着筒仓尺寸

的继续增加而一直持续。

 

100

10−2

10−4

10−6

2 4 6 8
n

P
 (n
)

10 12 14

(b) Cell 形状的概率分布

 (a) 堆积颗粒的 Cell 分布

lnP (n)=3.095−1.155n

 
图 3   颗粒系统结构特征

Fig. 3    The structure characteristics of a particle system
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 2.3    振动对圆盘颗粒结构特性的影响

为了探究振动对颗粒堆积结构的影响，设置

了不同的振动参数进行实验。在垂直振动频率

为 10 Hz、加速度为 6.7 m/s2 的条件下，35 cm×
30 cm 的二维筒仓内堆积颗粒的体积分数的变化

经历了快速上升、平缓上升和趋于稳定 3 个阶

段，如图 5(a) 所示。振动后的颗粒系统的体积

分数提升了 3% 左右，达到了 85.7%，这表明振

动后的颗粒堆积得更加紧密。图 5(b) 为稳定阶

段堆积颗粒 Cell 形状的概率分布，可以看出，
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(a) 不同筒仓宽度下 Cell 形状的概率分布 (b) 不同筒仓宽度下拟合系数 b 变化

(c) 不同筒仓高度下 Cell 形状的概率分布 (d) 不同筒仓高度下拟合系数 b 变化 
图 4   不同大小的筒仓下 Cell形状的概率分布及拟合参数 b的变化

Fig. 4    Probability distribution of cell shapes with different silo size and the change of the fitting parameter b
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图 5   振动对颗粒结构特性的影响

Fig. 5    Influence of vibration on structural characteristics of particles
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振动后堆积颗粒的 Cell 形状的概率分布已经不

再满足指数函数，其中形如三角形的 Cell 的出

现概率增大了约 19%，而其他形状的 Cell 的出

现概率都显著降低了，这恰好与振动前后体积分

数的变化情况相互对应。然而值得注意的是，除

去形如三角形的 Cell，采用最小二乘法对余下数

据进行拟合，拟合误差小于 5%，发现余下

Cell 形状的概率分布仍然满足指数函数分布。这

一现象揭示了外力驱动条件下，颗粒堆积系统的

有序结构特征。

 3    结　论

研究了系统尺寸和振动对无序二维颗粒系统

堆积结构特征的影响。通过测量圆盘颗粒在二维

筒仓内的 Cell 网格，发现了堆积颗粒的 Cell 形
状是满足指数函数分布的。进一步观察到，不同

系统尺寸条件下，Cell 形状的概率分布始终满足

指数函数分布，并且随着筒仓宽度的增加，拟合

系数 b呈上升趋势，这说明颗粒堆积系统宽度越

宽，堆积结构的稳定性越差；而随着筒仓高度的

增加，拟合系数 b呈下降趋势，这说明颗粒堆积

系统高度越高，堆积结构的稳定性越好。在振动

驱动条件下，发现形如三角形的 Cell 的出现概

率增大了 19%，值得注意的是，其他形状的

Cell 的概率分布仍符合指数函数分布。实验结果

揭示了无序颗粒系统中介尺度条件下的有序堆积

结构特征，为完善工业生产中颗粒材料运输和加

工技术提供了参考数据。
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