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摘要：非局域非线性介质中的薛定谔方程很难用传统的方法得出精确解析解，利用变分法系统

研究了强非局域非线性介质中厄米高斯光束的传输问题。通过对非线性介质中响应函数的展

开，使得非线性薛定谔方程得以简化，求解出高阶高斯光束孤子解。利用数值模拟研究了厄米

高斯光束在介质中传输时束宽不变的问题，结果显示当非局域程度非常大时，解析解非常接近

数值解。
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引　言

空间光孤子是指在介质里面传输时其束宽不变的光束，近年来由于其独特的传输特性在世界范围内

引起了极大的关注［１１６］。Ｓｎｙｄｅｒ和 Ｍｉｔｃｈｅｌｌ的研究引起了广泛的关注
［１］。Ｇｕｏ等研究了非局域非线性薛

定谔方程揭示了高斯孤子的大相移［７］。Ｈｕａｎｇ等利用变分法研究了亚强非局域介质中的光束传输问

题［８］。Ｈｕ等讨论了向列相液晶中非局域孤子的相互作用
［９］。Ｄｅｎｇ等也得到了拉盖尔高斯光束的讨论

并且获得了精确解析解［１１］。Ｂａｉ等利用变分法讨论了非局域非线性介质中的高斯光束的传输问题
［１２］。

本文利用变分法解析出了（１＋２）维非局域非线性薛定谔方程的解，并给出了数值模拟。讨论了厄米
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高斯光束在非局域非线性介质里面的传输特性，得到了厄米高斯光束解析解。数值模拟显示厄米高斯光

束能够传输一段较长的距离而束宽保持不变，随着非局域程度的增大，解析解愈加接近数值解。

１　非局域非线性薛定谔方程

光束在非局域非线性介质中的传输满足非局域非线性薛定谔方程

ｉψ
狕
＋μ

２
⊥ψ＋ρψ∫

＋∞

－∞
犚（狉－狉′，狕）ψ（狉′，狕）

２ｄ犇狉′＝０ （１）

式中：ψ（狉，狕）为傍轴光束的慢变包络函数；μ＝１／２ｋ，ρ＝ｋη，ｋ为介质中的波数；
２
⊥＝

２

狓
２＋

２

狔
２
为横向拉

普拉斯算符；η为材料常数（η＞０，η＜０表示自聚焦和自散焦介质）；狕为光束的传输轴；狉为横向空间坐标；

犚（狉，狕）为介质的实对称响应函数，满足归一化条件∫
＋∞

－∞
犚（狉′）犱犇狉′＝１。式（１）由描述物理系统的

Ｌａｇｒａｎｇｅ密度函数可推导出

犔＝
ｉ
２
（ψ

ψ
狕
－ψ
ψ
狕
）－μ（⊥ψ

２）＋
１
２ρψ

２

∫
＋∞

－∞
犚（狉－狉′）ψ（狉′，狕）

２ｄ犇狉′ （２）

式中表示复共轭。式（２）所对应的变分方程可写为

δ∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犔（ψ，ψ，ψ狕，ψ狕，ψｘ，ψｘ，ψ狔，ψ狔）ｄ

犇狉ｄ狕＝０ （３）

介质的非局域程度为α＝狑／狑犿，狑和狑犿 分别是光束的宽度和介质的响应函数的特征响应长度。

２　变分方程

在（１＋２）维介质中，假设式（１）存在厄米高斯型的近似试探解

ψ（狓，狔，狕）＝犃（狕）Ｈ狀［
狓
狑（狕）

］Ｈ犿［
狔
狑（狕）

］ｅｘｐ［－
狓２＋狔

２

２狑２（狕）
＋ｉ犮（狕）（狓２＋狔２）＋ｉθ（狕）］ （４）

式中：犃（狕）和θ（狕）分别为光束复振幅的大小和相位；Ｈ狀（狓），Ｈ犿（狓）为厄米特多项式；狑（狕）和犮（狕）分别为

束宽和波前曲率。依变分原理

δ∫
＋∞

－∞
犔狕ｄ狕＝０ （５）

可得δ犔狕／δ狆犻＝０，狆犻为犃（狕），θ（狕），狑（狕），犮（狕）等。

其中 犔狕＝∫
＋∞

－∞
犔ｄ狓ｄ狔 （６）

　　介质的响应函数犚（狉－狉′）＝犚（狓－狓′，狔－狔′），由于式（２）中最后一项是卷积项在积分处理时很难处

理，为此将犚（狉－狉′）分两步作泰勒展开。具体做法：先对犚（狓－狓′，狔－狔′）在狓′＝０，狔′＝０处作泰勒展开，

再对展开的各项在狓＝０，狔＝０处进一步作泰勒展开，近似取到二阶，得到

犚（狓－狓′，狔－狔′）≈犚０－
１
２
（狓－狓′）２γ狓－

１
２
（狔－狔′）２γ狔 （７）

式中：犚０＝犚（０，０）；γ狓＝－犚
（２，０）（０，０）；γ狔＝－犚

（０，２）（０，０）（假设响应函数是圆对称的，则γ狓＝γ狔＝γ）。式

（１）对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ密度式（２）可以简化为

犔＝
ｉ
２
（ψ

ψ
狕
－ψ
ψ
狕
）－μ（⊥ψ

２）＋
１
２ρψ

２·

∫
＋∞

－∞

［犚０－
１
２
γ（狓－狓′）２－

１
２
γ（狔－狔′）２）］ψ（狓′，狔′，狕）

２ｄ狓′ｄ狔′ （８）

　　将试探解式（４）代入式（８）并对狓，狔积分得

犔狕＝－２
狀＋犿狀！犿！犃２π［（狀＋犿＋１）狑４

ｄ犮
ｄ狕
＋狑

２ｄθ
ｄ狕
］－２狀＋犿狀！犿！（狀＋犿＋１）μ犃

２
π（１＋４犮２狑４］＋

１
２
π
２２２

（狀＋犿）（狀！犿！）２ρ犃
４［犚０狑４－（狀＋犿＋１）γ狑６］ （９）

·４０３·
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　　由式（５）和式（９）可得到试探解中各个参量所满足的欧拉方程

δ犔狕
δ犃

＝０－（狀＋犿＋１）狑４
ｄ犮
ｄ狕
－狑

２ｄθ
ｄ狕
－（狀＋犿＋１）μ（１＋４犮

２狑４）＋

２狀＋犿狀！犿！πρ犃
２狑４［犚０－（狀＋犿＋１）γ狑２］＝０ （１０）

δ犔狕
δ狑

＝０－２（狀＋犿＋１）狑２
ｄ犮
ｄ狕
－
ｄθ
ｄ狕
－８（狀＋犿＋１）μ犮

２狑２＋

２狀＋犿狀！犿！πρ犃
２狑２［犚０－

３
２
（狀＋犿＋１）γ狑２］＝０ （１１）

δ犔狕
δ犮
＝０－８μ犮犃

２狑４＋
ｄ
ｄ狕
（犃２狑４）＝０ （１２）

δ犔狕
δθ
＝０

ｄ
ｄ狕
（２狀＋犿狀！犿！π犃２狑２）＝０ （１３）

进而求得各个参量的具体表达式

狑２（狕）＝狑２０［ｃｏｓ２（β０狕）＋Λｓｉｎ
２（β０狕）］ （１４）

犮（狕）＝ β０犽（Λ－１）ｓｉｎ（２（β０狕））

４犪２０［ｃｏｓ２（β０狕）＋Λｓｉｎ
２（β０狕）］

（１５）

θ（狕）＝－（狀＋犿＋１）ａｒｃｔａｎ［槡Λｔａｎ（β０狕）］＋

（狀＋犿＋１）
（Λ－１）ργ狑

２
０犘０

８β０
ｓｉｎ（β０狕）－

（Λ＋１）ργ狑
２
０犘０狕［ ］４

＋ρ犚０犘０狕 （１６）

式中：Λ＝犘犮／犘０；β０＝（γη犘０）
１／２；输入功率犘０ ＝∫

＋∞

－∞
ψ（狓，狔，狕）

２ｄ狓ｄ狔＝２
狀＋犿狀！犿！π犃

２（狕）狑２（狕）＝

２狀＋犿狀！犿！π犃
２
０狑

２
０。输入功率与横向阶数有关。将式（１４）～（１６）代入试探解式（４）可得到厄米高斯光束的

具体表达式。当输入功率小于临界功率即Λ＞１或输入功率大于临界功率Λ＜１时，光束在传输过程中形

成周期振荡结构即呼吸子。呼吸子的周期可由犜＝π／β０＝π／（γη犘０）
１／２式求出。当输入功率等于临界功

率即Λ＝１时可形成（１＋２）维的厄米高斯孤子。定义厄米高斯光束的束宽狑狀（狕）为光强降为最大值１／ｅ

的最外侧点到轴的距离，则

狑狀（狕）＝ ２狀＋槡 １狑（狕） （１７）

图１　（１＋２）维不同阶数的厄米高斯孤子

传输过程中的强度分布图

犉犻犵．１　犜犺犲犻狀狋犲狀狊犻狋狔犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狊犿狅犱犲犎犲狉犿犻狋犲犌犪狌狊狊犻犪狀

犫犲犪犿狊犻狀狋犺犲犿犲犱犻犪

　　可知当介质的响应宽度狑犿 一定时，随着厄米高斯光束阶数狀的增大，介质的非局域程度在减小（α

增大），强非局域的前提条件不再成立，因此要使解析解接近数值解，非局域程度必须取较大的值（即α取

较小的值）。当狀＝０，犿＝０时

ψ（狓，狔，狕）＝
犘槡 ０

槡π狑０（狕）
ｅｘｐ－

狓２＋狔
２

２狑２０（狕）
＋ｉ犮（狕）（狓２＋狔２）＋ｉθ０（狕［ ］） （１８）

　　狑０（狕）和θ０（狕）分别对应于零阶厄米高斯光

束的束宽及复振幅相位。

图１给出了（１＋２）维不同阶数的厄米高斯

孤子传输过程中的强度分布图。图２和图３给

出了解析解与数值解的对比图。图中采取了归

一化坐标

犣＝狕／犽狑２０，犡＝狓／狑０，犢＝狔／狔０，

Ψ＝犽狑０η
１／２
ψ （１９）

　　在数值模拟中假设响应函数为高斯函数

犚（狓，狔）＝
１

（２槡π狑犿）
ｅｘｐ－

狓２＋狔
２

２狑２（ ）
犿

（２０）

　　由图２和图３的比较可知随着非局域程度

·５０３·
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的增加，解析解更加接近数值解。当犘０＜犘犮时，衍射作用强于非线性作用，光束束宽演化趋势为先展宽

后压缩至初始宽度，形成呼吸子；当犘０＞犘犮时，衍射作用弱于非线性作用，光束先压缩后展宽至初始宽

度，形成呼吸子。两种情况下的呼吸子的周期可由犜＝π／β０＝π／（γη犘０）
１／２求出。当犘０＝犘犮时，狑狀（狕）＝

狑狀（０），光束的束宽不变，即形成光孤子解

ψ狊（狓，狔，狕）＝
ｅｘｐ（ｉφ狕）

（２狀＋犿狀！犿！）１
／２
π
１／２狑３０（γη）

１／２犽
Ｈ狀［
狓
狑０
］Ｈ犿

狔
狑［ ］
０
ｅｘｐ－

狓２＋狔
２

２狑［ ］２
０

（２１）

式中φ＝犚０／γ犽狑
４
０－（狀＋犿＋１）／犽狑２０。当狀＝０，犿＝０时，即为高斯孤子

ψ０狊（狓，狔，狕）＝
ｅｘｐ（ｉφ狕）

π
１／２狑３０（γη）

１／２犽
ｅｘｐ－

狓２＋狔
２

２狑［ ］２
０

（２２）

图２　（１＋２）维高阶孤子传输过程中的强度分布图，犪＝０．１

犉犻犵．２　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲犪狀犪犾狔狋犻犮犪犾狊狅犾狌狋犻狅狀（狊狅犾犻犱犮狌狉狏犲狊）犪狀犱狀狌犿犲狉犻犮犪犾

狊狅犾狌狋犻狅狀（犱狅狋狋犲犱犮狌狉狏犲狊）狅犳（１＋２）犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾，犪＝０．１

图３　（１＋２）维高阶孤子传输过程中的强度分布图，犪＝０．０１

犉犻犵．３　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲犪狀犪犾狔狋犻犮犪犾狊狅犾狌狋犻狅狀（狊狅犾犻犱犮狌狉狏犲狊）犪狀犱狋犺犲狀狌犿犲狉犻犮犪犾

狊狅犾狌狋犻狅狀（犱狅狋狋犲犱犮狌狉狏犲狊）狅犳（１＋２）犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾，犪＝０．０１

３　结 论

用解析的方法研究了非局域非线性介质中光束的传输特性，通过对非线性介质中响应函数的展开，
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使得非线性薛定谔方程得以简化，得到光束各参量在传输过程中的演化规律，求解出高阶高斯光束孤子

解。通过解析解与数值模拟比较，发现随着非局域程度的增加，解析解更加接近数值解。
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