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摘要!三角函数与反三角函数作为基本初等函数!在光学条纹图像分析中有着广泛的应用"在

某些特定情况下!如硬件计算或要求快速计算时!可以通过逼近函数来计算其近似值"现讨论

三角函数及反三角函数的最佳逼近方法"基于
_

范数!选择特定区间推导函数的最佳逼近多项

式!给出了多项式的系数与最大逼近误差#再利用三角恒等式将其推广至函数的整个定义区间!

得到了各三角函数与反三角函数的分段逼近多项式"并且将其结果用于条纹图像的分析!以实

验证明了所述方法的有效性"
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臖!等"三角函数逼近算法及其在光学条纹图像分析中的应用
!!

引
!

言

三角函数与反三角函数作为基本初等函数!在工程技术与科学研究中有广泛的应用!但在某些特定

情况下则需通过逼近函数来计算其近似值%例如!在工业中常采用单片机'硬件计算设备或各种小型系

统来实现过程的控制(

#

)

!然而这些系统可能并不支持三角函数的库函数计算!那么就需要寻找替代的逼

近方法来计算其数值%另外!相对于一般算术运算!三角函数与反三角函数计算复杂度相对较高!计算耗

时!难以满足各种实时性要求%例如!在机器人动力学(

$

)方程的快速计算中!三角函数的计算也占很大的

比例(

!

)

%另外!在计算机三维建模与三维游戏中!三维模型的空间坐标变换也涉及到大量连续的三角函

数运算(

T

)

%

'̂0

(

"

)作为一种可编程的图形处理器!利用
38:H8P.N<L8:

计算反三角函数也很浪费时间%

在这些情况下!采用三角函数的快速近似计算可以大大提高计算效率(

?>A

)

!满足各类实时性要求%

同样!在光学检测技术中!也涉及到大量的三角函数运算%例如!傅里叶变换位相分析方法(

U>@

)中!大

量的复指数运算需通过正余弦函数的计算来实现&相移步距未知情况下的相移算法中!需使用反余弦函

数来求解相对相移量(

#%

)

&各种位相分析方法一般需通过四象限反正切函数逐像素计算条纹图像上的位相

分布(

##

)

&而在多视角#口径$测量(

#$>#!

)中!则需利用坐标变换来实现各视角测量结果的配准与拼接!也要用

到大量的三角函数计算%这些计算消耗大量时间!已成为快速测量或实时测量的一个瓶颈问题!同时也

使得测量数据的硬件或固件计算处理难以实现%

三角函数与反三角函数的快速近似计算可采用多种方法实现%其中!查表法首先对函数特定区间按特

定分辨率进行采样并计算其数值!并建表存储在内存中%使用时!直接访问相应地址即可获得需要的三角函

数值%查表法简便易行!效率很高!但需要占用一定的内存空间%特别是当精度要求提高时!所需内存的大

小也需相应地增大%泰勒级数也常被用来计算函数的近似值%根据泰勒定理!一个无限可微函数可由其泰

勒展开式无限逼近%但泰勒级数收敛较为缓慢!无法实现低阶高精度的逼近%例如在区间(

V#

!

#

)上用泰勒

级数计算反正切函数值时!若要精度达到
#%

V!数量级!需将其展开至
T@

阶&若要精度达到
#%

VT数量级!则需

将其展开至
T@@

阶%这一现象说明!当精度要求较高时!泰勒级数并不是一种实用有效的函数逼近方法%另

一种方法是采用最小二乘多项式逼近三角函数!该多项式与目标函数之间的平方距离可达到极小值%由于

最小二乘多项式系数的计算十分简单!该方法较易于实现%采用这种方法!仅需
"

阶和
A

阶多项式即可分别

使上述区间内的反正切函数的求解精度达到
#%

V!和
#%

VT数量级!其逼近效率远高于泰勒级数法%但是!这

种最小二乘多项式并非是最优的%换言之!存在阶数更低的多项式可达到相同的精度%不同于上述方法!本

文讨论三角函数及反三角函数的最佳逼近方法!推导了基于无穷范数的最佳逼近多项式%

:

!

三角函数逼近算法

:;:

!

原理

假设
9

X

D

#

1

$是区间(

1

#

!

1

$

)内的连续函数!该区间其
+

阶逼近多项式可表示为"

D

j

#

1

$

3

'

+

%

3

%

>%

1

%

#

#

$

>%

#

%X%

!

#

!,!

+

$为其系数%该方程涉及
+

#

#W+

$+

$

次乘法和
+

次加法运算%为简化!式#

#

$可改写为"

D

j

#

1

$

3

>%

5

1

#

>#

5

1

#

>$

5

1

#

>!

5

,

5

1

#

>+

6

#

5

>+

1

$,$$$ #

$

$

由此乘法减少至
+

次%为了确定多项式的系数!使多项式
D

j

#

1

$与函
D

#

1

$之间差值的最大值极小化!也

即使其
!V

_

距离极小化!即"

D

6

D

j

_

3

I<P

1

#

3

1

3

1

$

D

#

1

$

6

D

j

#

1

$

4

ICE

#

!

$

对于具体的三角函数!首先针对其某一特定区间(

1

#

!

1

$

)求解逼近多项式!然后再将其结果推广到整个
$

"

周期区间%根据数值分析理论!

D

j

#

1

$

V

D

#

1

$在闭区间(

1

#

!

1

$

)内至少有
+W#

个不同的根#根的集合可能

包含
1

#

和
1

$

$!在开区间#

1

#

!

1

$

$内至少有
+

个交错极值点!其极值的绝对值相等正负号交替%当将区间

-

!$

-
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#

!

1

$

)上的逼近方程拓展到区间外时!不仅要保证分段逼近函数在整个函数定义区间内尽可能是最优

的!而且要保证其在整个定义区间上的连续性%为此要求!在选定区间(

1

#

!

1

$

)的边缘处!多项式
D

j

#

1

$与

函数
D

#

1

$的关系满足一定条件%假设
1X1

'

#

'X#

或
$

$是一个边缘点%如果函数
D

#

1

$关于
1X1

'

左右

对称则
D

j

#

1

$

V

D

#

1

$在
1X1

'

处有一个附加的交错极值点!即"

D

j

#

1

'

$

6

D

#

1

'

$

3

#

6

#

$

B

*

#

T

$

其中!

*

为极值%关于极值的正负号!当
'X#

#左边缘点$时!

BX%

!当
'X$

#右边缘点$时!

BX+W#

%如

果函数
D

#

1

$在
1X1

'

处非左右对称!则强制要求
D

j

#

1

$与
D

#

1

$精确相等!即"

D

j

#

1

'

$

3

'

+

%

3

%

>%

1

%

'

3

D

#

1

'

$ #

"

$

满足上述性质的
+

阶多项式
D

j

#

1

$的系数可通过基于
/8I8O

迭代法的算法来确定!其过程如下"

第
#

步"任选
+

个点
)

R

#

RX#

!

$

!,!

+

$!满足
1

#

(

)

#

(

)

$

(

,

(

)

+

(

1

$

%

第
$

步"假设差值
D

j

#

)

R

$

V

D

#

)

R

$#

RX#

!

$

!,!

+

$具有相等的绝对值和交错的正负号!即"

D

j

#

)

R

$

6

D

#

)

R

$

3

#

6

#

$

R

*

!!

#

R

3

#

!,!

+

$ #

?

$

将式#

?

$与式#

T

$或式#

"

$联立形成一个包含
+W$

个方程式的线性方程组!该方程组包含
>%

#

%X%

!

#

!,!

+

$

和
*

共
+W$

个未知数%

第
!

步"利用第二步计算所得系数
>%

构建多项式
D

j

#

1

$%解方程"

L

(

D

j

#

1

$

6

D

#

1

$)+

L1

3

%

#

A

$

得到
D

j

#

1

$

V

D

#

1

$的
+

个新的极值%

第
T

步"用第三步得到的极值点替代
)

R

#

RX#

!

$

!,!

+

$!并重复第
$

步和第
!

步直至算法收敛%

这种方法可以构建出一个函数在区间(

1

#

!

1

$

)内的逼近多项式%利用该方法可以推导出基本的三角

函数#正弦!正切$及其反函数在特定区间内的逼近多项式!然后再将其结果拓展至整个
$

"

周期或整个函

数定义区间%

:;<

!

结果和讨论

:6<6:

!

余弦函数逼近

正弦和余弦函数是两种基本的三角函数%因为
DCE

#

1

$

XK4D

#

"

+

$V1

$!正弦函数
DCE

#

1

$可以由通过

余弦函数
K4D

#

1

$求得!所以只需针对余弦函数进行讨论%余弦函数是一个定义在#

V

_

!

W

_

$内的周期

函数!利用上述方法可以在一个基本周期(

%

!

$

"

)内求解其逼近多项式%但是这种分段方式无法获得效率

较高的逼近方程%例如!采用
T

次逼近多项式!最大误差达到
%6%!"

&若要使逼近精度达到
#%

V!数量级!多

项式次数至少为
?

次%这意味着执行较多的乘法运算!要消耗较多的计算时间%因此!函数逼近区间局

限在(

%

!

"

+

$

)范围内!最后通过三角恒等式得到整个周期上的分段逼近多项式%采用第
$6#

节所述的方

法!对(

%

!

"

+

$

)区间内的余弦函数进行多项式逼近%由于余弦函数是偶函数!在区间左边界
1X%

处!采用

式#

T

$作为边界条件&而在右边界
1X

"

+

$

处!以式#

"

$作为边界条件%计算所得的
!

至
"

次多项式系数及

最大误差如表
#

所示!其中
>%

为式#

#

$所定义的多项式的
%

次项系数%

表
:

!

区间$

K

%

!

&

<

'内余弦函数逼近多项式系数和最大误差

B(7;:

!

L",++#'#,*).(*!0(D#040,--"-."+(

%%

-"D#0()#"*

%

"&

1

*"0#(&.+"-)2,'".#*,+4*')#"*#*

$

K

%

!

&

<

'

多项式

次数

多项式系数

>% ># >$ >! >T >"

最大逼近

误差

! %6@@UT!T %6%!$?@? V%6?%AT!A %6##"UT? %6%%#"?"

T %6@@@UA? %6%%!?%T V%6"#??"? %6%$"A"@ %6%$AU$U %6%%%#$!

" #6%%%%%A V%6%%%!?% V%6T@A$AT V%6%%A"A! %6%"#!%% V%6%%"A@? %6%%%%%A

-

T$

-
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!!

整周期(

%

!

$

"

)区间内的余弦函数则可以利用上述逼近多项式!以分段逼近多项式计算得到!即

K4D

#

1

$

#

D

j

#

1

$

1

5

(

%

!

"

+

$

$

6

D

j

#

"6

1

$

1

5

(

"

+

$

!

"

$

6

D

j

#

1

6"

$

1

5

(

"

!

!

"

+

$

$

D

j

#

$

"6

1

$

1

5

(

!

"

+

$

!

$

"

$

%

&

$

#

U

$

图
#

!

余弦函数
!

次#短划线$'

T

次#点线$和

"

次#实线$分段逼近多项式误差

7C

M

6#

!

(N8<

GG

:4PCI<HC4E8::4:D4JK4D

#

1

$

RCHN

G

45

=

E4IC<5L8

M

:8898CE

M

!

#

L<DN8L

$!

T

#

L4H

$

<EL"

#

D45CL5CE8D

$

其中!

D

j

#

1

$是式#

#

$所定义的多项式!系数见表
#

%图
#

比较了使用
!

至
"

次分段多项式逼近时的误差!从中可

以看出逼近函数在整个周期是连续的&随着多项式次数

的增加!逼近误差迅速减小%

:6<6<

!

正切函数逼近

正切函数
H<E

#

1

$是一个周期函数%在周期#

V

"

+

$

!

"

+

$

$之内!当
1

趋近于
k

"

+

$

时!该函数取值趋近于

k

_

%在整个周期上就无法获得正切函数单一的最佳逼

近多项式%但是可以选取一个相对较小的区间计算其逼

近多项式%例如!表
$

所示是采用
#6#

节方法求得的正

切函数在(

%

!

"

+

$

)之间的逼近多项式的系数及最大误差%

为保证连续性!计算采用的边界条件由式#

"

$确定%

表
<

!

区间$

K

%

!

&

@

'内正切函数逼近多项式系数与最大误差

B(7;<

!

L",++#'#,*).(*!0(D#040,--"-."+(

%%

-"D#0()#"*

%

"&

1

*"0#(&.+"-)2,)(*

3

,*)+4*')#"*#*

$

K

%

!

&

@

'

多项式的

次数

多项式的系数

># >$ >! >T >"

最大逼近

误差

# #6$A!$!@ %6$"

! #6%T$@#% V%6$"U#@@ %6A%$#T? %6%%$#

" #6%%$@T" V%6%T??@" %6"?A$$T V%6TAU%$@ %6T@"U!A %6%%%%"A

!!

利用上述(

%

!

"

+

T

)区间内的逼近多项式!有多种方法可以实现整个周期区间内的正切函数的近似计

算%第一种方法就是利用三角恒等式!可得"

H<E

#

1

$

#

#

D

j

#

"

+

$

5

1

$

1

5

#

6"

+

$

!

6"

+

T

$

6

D

j

#

6

1

$

1

5

(

6"

+

T

!

%

$

D

j

#

1

$

1

5

(

%

!

"

+

T

$

#

D

j

#

"

+

$

6

1

$

1

5

(

"

+

T

!

"

+

$

$

%

&

$

#

@

$

式#

@

$表示正切函数在一个整周期#

V

"

+

$

!

"

+

$

$上的分段逼近函数%其误差分布如图
$

所示%从中可见!

根据式#

@

$所得正切函数近似值在一个周期内仍然是连续分布的%在(

V

"

+

T

!

"

+

T

)区间上最大逼近误差

被最小化!其逼近函数是最佳逼近%但是!在(

V

"

+

T

!

"

+

T

)区间之外!误差分布是不均匀的!这种逼近不再

是最佳逼近%特别是在靠近周期边缘处!当
1

接近
"

+

$

时!误差增大较快%这是由于正切函数在此处趋

近于
_

的性质决定的%

第二种获取整周期函数的方法是利用前述正弦函数
DCE

#

1

$和余弦函数
K4D

#

1

$的逼近多项式!通过三

角关系式
H<E

#

1

$

XDCE

#

1

$+

K4D

#

1

$进行计算%模拟实验证明在接近
k

"

+

$

处!这种方法精度略高于第一种

方法!但是其误差仍然不是均匀分布!这种方法也不是最优的!并且需要执行较多的乘法运算%实际上!

-

"$

-
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图
$

!

正切函数的
!

次#短划线$和

"

次#实线$分段逼近多项式误差

7C

M

6$

!

(N8<
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#

1

$

RCHN
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E4IC<5L8

M
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M

!

#
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$

<EL"

#

D45CL5CE8D

$

正切函数在#

V

"

+

$

!

"

+

$

$周期内不存在一个最佳逼近多项

式或分段的最佳逼近多项式%在具体应用中!所要求解的

正切函数角度范围往往被限制在一个较小的已知区间内!

此时就可以利用
#6#

节所述方法直接求解该区间内的最

佳逼近多项式%

:6<6=

!

反余弦函数逼近

反正弦和反余弦函数是两种基本的反三角函数%因为

<:KDCE

#

1

$

X

"

+

$V<:KK4D

#

1

$成立!反正弦函数
<:KDCE

#

1

$的近

似值可以通过反余弦函数
<:KK4D

#

1

$的逼近函数求得%反余

弦函数是一个定义在区间(

V#

!

#

)内的函数%如果在整个

区间内求解单一的逼近多项式!也无法获得效率较高的逼

近方程%例如!采用
!

次逼近多项式!最大误差达到
%6#T

&若要使逼近精度达到
#%

VT数量级!多项式次数至少

为
##

次%这是因为反余弦函数在
1

趋近于
k#

时!导数趋近于
k

_

!这就要求采用非常高阶的多项式才能逼

近该曲线%采用高阶多项式意味着需执行更多的乘法运算!消耗更多的时间%因此!将函数逼近的区间局限

在(

%

!槡$+$$范围内!最后通过三角恒等式得到整个定义域上的分段逼近多项式%

采用
#6#

节所述的方法!以式#

"

$为边界条件!分别用
#

'

!

'

"

次多项式对(

%

!槡$+$$区间内的余弦函数

进行多项式逼近!所得的多项式系数及最大误差如表
!

所示%

表
=

!

区间$

K

%槡<&<#内反余弦函数逼近多项式的系数和最大误差

B(7;=

!

L",++#'#,*).(*!0(D#040,--"-."+(

%%

-"D#0()#"*

%

"&

1

*"0#(&.+"-)2,(-''".#*,+4*')#"*#*

$

K

%槡<&<#

多项式的

次数

多项式系数

>% ># >$ >! >T >"

最大逼近

误差+
:<L

#

"

+

$ V#6##%A$% %6%!!%%

!

"

+

$ V#6%#@T"% %6#$?U"T V%6!?#@!@ %6%%%UA

"

"

+

$ V#6%%$#T? %6%!?AT@ V%6!?TU!% %6T!$@TU V%6T$%U?! %6%%%%!U

!!

得到区间(

%

!槡$+$$内的逼近多项式后!整个定义域区间(

V#

!

#

)内的反余弦函数可以利用分段逼近

多项式计算得到!即"

<:KK4D

#
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$
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"

+
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#
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1槡 $
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(
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$
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%
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+

$

6

D

j

#

#

6

1槡 $

$
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5

(槡$+$!

#

$

%

&

$

#
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图
!

!

反余弦函数的
!

次#短划线$与

"

次#实线$分段逼近多项式误差
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!!

可以看出式#

#%

$所得到的逼近多项式在各分段边

界处是连续的!在各个分段区间内的最大误差是一致

的%与前述整个定义区间上单一的逼近多项式相比!

其多项式次数较少!计算量要小得多%

:6<6@

!

反正切函数逼近

反正切函数
<:KH<E

#

1

$是定义在#

V

_

!

W

_

$上的

奇对称函数!无法获得整周期内的单一逼近多项式%

为此可以选取一个小区间计算其逼近多项式!再把其

拓展到整个区间%表
T

所示是采用
#6#

节方法!以式

#

"

$为边界条件!求得的正切函数在(

%

!

#

)之间的逼近

-

?$
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多项式的系数及最大误差%从表中可见!由于反正切函数的奇对称性质!这些多项式的
%

次项#常数项$

为
%

%

表
@

!

区间$

K

%

:

'内反正切函数逼近多项式的系数和最大误差
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得到区间(
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!

#

)内的逼近多项式后!整个定义域区间#
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!
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_

$内的反余弦函数可以利用分段逼近

多项式计算得到!即"
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图
T

!

反正切函数的
!

次#短划线$与

"

次#实线$分段逼近多项式误差
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!!

图
T

显示在使用
!

次与
"

次逼近时误差的比较%

可以看出式#

##

$所得到的逼近多项式在各分段边界处

是连续的!在各个分段区间内的最大误差是一致的%

<

!

应
!

用

<;:

!

条纹分析算法

光学三维测量技术常以二维条纹图像的形式提供

其原始测量数据(

#T>#"

)

%其中!第三维信息就包含于条

纹图像的位相之中%因此!分析条纹的位相信息是实

现光学测量的关键步骤!其中涉及大量的三角函数计

算%下面以相移步距未知情况下的相移算法为例来说

明本文方法在条纹图像分析中的应用%当相移步距未知并沿图像为不均匀分布时!第
R

幅相移条纹图可

表示为

"

R
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#
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$

其中!#

1

!

9

$是图像像素坐标&

"

R

'

$

和
E

分别表示光强'背景光强与调制度&位相
!

与相对相移量
%

均为未

知量%条纹分析的第一步是针对每一像素估计其相对相移量"

%3
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再利用最小二乘相移算法求解位相%解方程组"
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则各像素的位相为

!

3

<:KH<E

6

I

$

I

# $

#

#

#"

$

上述过程对每一像素点来说总共涉及
$S

次的正弦或余弦计算!一次反余弦计算和一次反正切计算%这

些运算都可以利用本文方法计算!以简化计算%

<;<

!

实验

上述相移步距未知情况下的相移算法!适用于汇聚光相移干涉测量(

#?

)

'阴影莫尔形貌测量(

#A

)

'镜像

莫尔形貌测量(

#U

)等%在这些方法中!位相与相移量均依赖于被测表面的深度或梯度等形貌信息!因而未

知且呈非均匀分布%图
"

所示为一幅相移镜像莫尔条纹图%总相移步数为
SX?T

%图
?

比较了条纹分

图
"

!

莫尔条纹图

7C

M

"

!

+14C:lJ:CE

M

8

G

<HH8:E

析的结果%图
?

#

<

$和
?

#

9

$为通过式#

#!

$!分别利用标准反余弦函

数及其逼近算法计算所得相对相移量%其中!逼近多项式阶数为

!

!系数见表
!

%图
?

#

K

$显示两者的差值!说明逼近方法误差小至

#%

VT数量级%图
?

#

L

$和
?

#

8

$为通过式#

#T

$与式#

#"

$!分别利用标

准三角函数及其逼近算法计算所得包裹位相%其中!逼近多项式阶

数为
!

!余弦函数逼近多项式系数见表
#

!反正切函数逼近多项式系

数见表
T

%图
?

#

J

$为两者之差!从中可见!采用
!

阶多项式逼近算

法!导致的最大位相计算误差仅为
%6%$A:<L

%采用更高阶多项式!

可以进一步提高精度%对整幅图像进行处理!采用标准函数算法与

逼近算法所用时间分别为
T"6A%D

和
!@6#"D

%后者略快于前者%

除计算复杂性外!计算速度还取决于计算机性能!程序代码的优化

等等%在某些情况下!函数变量局限于一个较小的已知区间时!可

以减少比较运算的次数!大大提高计算的效率%

图
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!

条纹图像分析结果
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!!

=

!

结
!

论

在三角函数及反三角函数的特定区间内推导了基于无穷范数的最佳逼近多项式!得到了各个三角函

数和反三角函数分段的多项式%利用三角函数的关系式将这些三角函数推广到整周期区间!或利用反三

角函数的关系式将这些反三角函数推广到整个定义区间%文中也给出了一定精度内的各函数逼近多项

式的系数及最大误差%将上述结果应用于光学条纹图像的分析!通过实验证明了方法的有效性%所述三

角函数逼近算法!由于只是涉及一些简单的逻辑和算术运算!非常适合于光学测量信息处理中硬件与固

件计算的实现%另外!在一些具有实时性要求的应用中!可以替代库函数运算!提高计算速度%此外!这

些结果具有普遍性!也可用于其它科学研究及工程应用目的%
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