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摘 要::  基于Sprott-R三维混沌系统， 提出了一个具有多稳态和调幅特性的简单四维忆阻混沌系统。首先分析了系

统的稳定性， 发现该系统具有无穷多个不稳定平衡点。进而利用Lyapunov指数谱、分岔图及相平面图， 研究了该忆

阻混沌系统的复杂动力学行为特性。研究结果表明，当系统参数发生变化时， 系统会经反倍周期分岔由混沌态进入

周期态； 在不同初始条件下， 系统能产生三种共存吸引子， 分别为双混沌吸引子共存、周期极限环与混沌吸引子共

存、双周期极限环共存； 当初始条件变化时， 系统输出四维混沌信号的幅度均发生变化。最后， 对该系统进行了电

路设计与仿真， 验证了该忆阻混沌系统的存在性。
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AbstracAbstractt:: A simple four-dimensional memristive chaotic system with multistability and amplitude 

modulation characteristics is constructed based on three-dimensional Sprott-R chaotic system. Firstly, the 

system's stability characteristics are analyzed, and it is found that the system has infinite unstable 

equilibrium points. And then, the complex dynamical behaviors of the memristive chaotic system are 

studied using Lyapunov exponential spectrum, bifurcation diagram and the projection of chaotic attractors 

on the phase plane. The results show that when the system parameters change, the system will change 

from chaotic state to periodic state through inverse periodic bifurcation. And under different initial 
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In addtion, when the initial conditions change, the amplitude of the four-dimensional chaotic signals will 

change. Finally, the circuit design and realization of the system are carried out to further verify the 

existence of the new system.

KKeyey  wordswords::  optoelectronics; memristive chaotic system; coexisting attractors; amplitude modulation; 
circuit realization

0 引 言

1971年, 忆阻器的概念首次被华裔学者蔡少棠教授提出[1]。2008年, 惠普实验室成功研发忆阻器物理模

型[2], 由此掀起了忆阻器研究热潮。忆阻器独特的记忆功能使忆阻系统极易产生多稳态行为, 而纳米级尺寸

结构、低功耗的优良特征使其应用于混沌系统时能够减小电路尺寸和降低电路能耗, 因此在混沌学领域具

有广阔的发展空间。

深入研究忆阻器的电学特性并应用于混沌系统已成为近年来的重要研究方向之一。忆阻混沌系统相比

于一般的混沌系统具有更复杂的动力学行为和更丰富的类随机现象, 因此在图像加密、神经网络、保密通

信等领域具有重要应用价值[3−8]。现阶段构造忆阻混沌系统的方法主要有: 一种是基于经典电路理论搭建新

系统, 另一种是使忆阻器替换经典系统中的某一元件或作为经典系统的反馈项进而构造新系统。文献[9]使

用电感、电容和磁控忆阻器三种元件串联构建了一个最简忆阻混沌电路, 实现了该系统的硬件电路并对混

沌的生成路径进行了分析。文献[10]通过将两个忆阻器、一个电感和一个电容串并联的方式实现了一个新

的四维混沌系统, 该系统能够产生混沌状态转移。文献[11]运用一个忆阻器替换Chua电路[1]中的电阻后提出

了一个具有无穷多个稳定与不稳定平衡点的四维混沌系统。文献[12]使用忆阻器替换Chua二极管设计了一

种四维忆阻混沌电路, 并在此基础上构建了基于忆阻混沌同步的保密通信电路, 实验结果表明该电路具有良

好的抗干扰性能。文献[13]在Lorenz系统的基础上, 将磁控型忆阻器作为反馈项构建新系统, 利用所提出的

模糊控制器实现了两种忆阻Lorenz混沌系统的同步。文献[14]基于Sprott-B系统, 引入忆阻反馈项构建了一

个新的忆阻超混沌系统, 该系统存在多吸引子共存现象, 可用于保密通信设计。文献[15]使用一个磁控忆阻

器去替换改进的四维Lü混沌系统中的耦合参数, 得到了一个具有超级多稳态的五维忆阻超混沌系统。多稳

态作为非线性系统中广泛存在的一种现象, 是指系统在仅改变初始条件情况下的状态转换。系统存在多个

状态, 能够提高系统的环境适应能力, 增强系统的灵活性、鲁棒性和柔韧性。因此, 研究混沌系统中的多稳

态共存现象具有重要意义[16,17]。文献[18]提出了一个新的多稳态四维混沌系统, 其共存类型包含六个周期吸

引子、四个周期吸引子和两个混沌吸引子、两个周期吸引子和三个混沌吸引子等。文献[19]基于蔡氏振荡

电路设计了一个新型五维忆阻混沌系统, 该系统含有两个忆阻器且具有12种共存吸引子, 但未对其进行电

路实现。文献[20]构建了一个含有两项非线性项的极简单混沌系统, 该系统具有无限多个共存混沌吸引子。

文献[21]提出并实现了一个能够产生多涡卷、多翼及暂态混沌的无电感忆阻混沌系统。

混沌特性在一定程度上易受到系统参数的影响, 即系统参数的微动或误差易引起系统动力学行为的变

化, 其实际应用也受限于此。而调幅控制能够在不改变系统混沌特性的情况下改变输出信号的幅度, 进而提

高输出信号的强度。因此, 研究高复杂、可调控的混沌信号源十分必要。近年来学者们在该方向上也取得

了一定的研究成果。文献[22]在Sprott系统中引入控制参数实现混沌锁定, 锁定后的系统具有恒指数谱特

171



量 子 电 子 学 报 41 卷

性、线性与非线性调幅特性。文献[23]提出了一种不改变Lyapunov指数而控制输出混沌信号幅度的一般方

法, 即在混沌数学模型的二次项中引入控制函数, 该方法基于Lorenz系统得以验证。文献[24]基于经典Qi系

统构造了一个具有四种混沌吸引子的新型混沌系统, 该系统存在多种全局和局部非线性调幅参数且具有多

参数恒Lyapunov指数谱特性。

本文将忆阻器引入Sprott-R三维混沌系统, 设计了一个同时具备多共存吸引子和调幅特性的简单四维

忆阻混沌系统。研究了该系统的复杂动力学行为和电路实现, 结果表明该系统存在多种类型的共存吸引子

现象, 并且具有随系统初值变化的调幅特性。目前暂无相关文献基于Sprott-R系统设计忆阻混沌系统, 因此

本文所提系统是一个全新的系统, 且其结构较现有许多系统更为简单, 动力学行为更为丰富。此外基于初始

条件改变的调幅特性在已有系统中并不多见, 该系统丰富的动力学行为能够为保密通信、图像加密等混沌

应用领域提供更多的可能。

1 新的忆阻混沌系统

考虑如下三维Sprott-R混沌系统[25] 

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ẋ = a - y

ẏ = b + z

ż = xy - z

                                  ( 1 )

取参数a = 0.9b = 0.4, 初始条件为[1  1  1], 其混沌吸引子在相平面上的投影如图1所示, Lyapunov指数分别

为: LE1 = 0.0635 LE2 = 0 LE3 =-1.0635。由基尔霍夫电压定律得系统 (1) 的等效电路方程为

ì

í

î

ï

ï
ïïï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

C1 v̇x =
a
R1

-
vy

R2

C2 v̇y =
b
R3

+
vz

R4

C3 v̇z =
vxvy

R5

-
vz

R6

 .                                             (2)

  (a)    (b)

图1　 Sprott-R系统的混沌吸引子。(a) x-y; (b) x-z

Fig. 1　 Chaotic attractor for Sprott-R system. (a) x-y; (b) x-z

本研究选用三次型磁控忆阻器。三次型磁控忆阻器是指具有光滑的三次单调上升的非线性特性曲线的

元件, 其数学表达式q(ϕ)可表示为
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q(ϕ)= αϕ + βϕ3                                                                                                                                  (3)
式中α、β为与忆阻器有关的实数, 并且满足条件α > 0 β > 0, ϕ为磁通, q为电荷。电荷随磁链的变化率表示

为W (ϕ), 也称忆导函数, 表达式为

W (ϕ)=
dq(ϕ)

dϕ
= α + 3βϕ2 .                                                                                                                  (4)

流经忆阻器的电流以及忆阻器两端的电压分别可表示为

ì
í
î

ïï

ïïïï

i =W (ϕ)v = (α + 3βϕ2 )v

v =
dϕ
dt

 .                                                                                                                  (5)

三次型磁控忆阻器的伏安特性曲线是一条在原点紧缩的类"8"字型紧磁滞回线, 如图2所示。

图 2　 三次型磁控忆阻器"8"字型伏安特性曲线

Fig. 2　 "8"type voltammetric characteristic curve of cubic magneto memristor

基于上述Sprott-R三维混沌系统, 在系统 (2) 的第二个方程中使用忆阻反馈项替代常数项, 设计电路如

图3所示。

图3　 忆阻Sprott-R混沌电路

Fig. 3　 Sprott-R chaotic system with memristor

构建的忆阻混沌系统的电路方程可表示为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï

ï

ï

ï

C1 v̇x =
a
R1

-
vy

R2

C2 v̇y =
vz

R4

+W (ϕ)vx

C3 v̇z =
vxvy

R5

-
vz

R6

                                                                                                                          (6)
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化简得系统 (6) 的无纲量方程为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ẋ = a - y

ẏ = z +W (w)x

ż = xy - z

ẇ = x

                                              (7)

式中W (w)= b + cw2, 与前述忆导函数模型一致。选定 a b c为系统参数, 当 a = 0.9 b = 0.4 c = 0.1, 且初始条

件为[-4 -2 10   4]时, 系统 (7) 的混沌吸引子在相平面上的投影如图4所示。

    (a)

    (c)

    (b)

(d)

图4　 系统 (7) 的混沌吸引子。(a) x-y; (b) x-z; (c) x-w; (d) y-z

Fig. 4　 Chaotic attractor for system (7). (a) x-y; (b) x-z; (c) x-w; (d) y-z

2 动力学行为分析

2.1 Lyapunov指数和维数

取a = 0.9 b = 0.4 c = 0.1且初始条件[-4 -2 10 4]时, 利用Wolf方法计算系统 (7) 的Lyapunov指数可得

LE1 = 0.1721 LE2 = 0 LE3 =-0.0511 LE4 =-1.0209。该系统有一个正的 Lyapunov 指数 , 表明系统满足混沌

条件。

该四阶忆阻混沌系统的Lyapunov维数可表示为

D = n +
1

|| LEn + 1

∑
i = 1

n

LEn = 3 +
0.121

1.0209
= 3.1185                        (8)

式中n表示满足∑i = 1

n LEn > 0条件的最大整数值。计算结果为D = 3.1185, 进一步说明该忆阻系统是混沌的。

174



第 1 期 曾繁鹏等: 忆阻Sprott-R混沌系统的复杂动态分析与电路实现

2.2 耗散性

由系统 (7) 可得

ÑV =
¶ẋ
¶x

+
¶ẏ
¶y

+
¶ż
¶z

+
¶ẇ
¶w

= 0 + 0 - 1 + 0 =-1   .                                                  (9)

显然ÑV < 0, 满足耗散性条件, 因此该系统是耗散的, 且以指数方程dV/dt = e-t收敛。体积元V0在 t时刻将收

缩为体积元V0e
-t, 当 t®¥时, 包含系统轨线的每个体积元都以指数率-1收缩到零。这表明系统的轨迹最终

会被限制在一个零体积区域内, 最终固定在一个吸引子上。

2.3 平衡点及稳定性

令 ẋ = ẏ = ż = ẇ = 0, 得系统的平衡点集为

E ={ (x y z w) |  x = z = 0 y = a w = k }                                                           (10)

式中 k为任意实数, a为系统参数, 表明系统存在无穷的平衡点集。在平衡点处对系统进行线性化, 得到其

Jacobian矩阵为

JE =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 -1 0 0
b + ck 2 0 1 0

a 0 -1 0
1 0 0 0

 .                                 (11)

将特征方程| J
E
- λ |E  = 0代入矩阵JE得到 λ4 + λ3 + (b + ck 2 )λ2 + (a + b + ck 2 )λ = 0。取系统参数值分别为a =

0.9 b = 0.4 c = 0.1, 代入上述特征方程可得 λ4 + λ3 + (0.4 + 0.1k 2 )λ2 + (1.3 + 0.1k 2 )λ = 0。由Routh–Hurwitz判据

可知 , 在给定其它参数值的情况下 , 无论 k 取何值 , 系统的平衡点均不稳定。当 k 值取 0 时 , 平衡点为

S(0 0 0.9 0), 求得系统的特征值分别为 λ1 = 0 λ2 = 0.1936 + 0.9485i λ3 = 0.1936 - 0.9485i λ4 =-1.3872  故平

衡点S为不稳定的平衡点。

2.4 参数改变对系统的影响

该系统具有无穷的平衡点集和不稳定点, 说明其可能存在丰富的动力学行为特性。为进一步探索其动

力学行为特性, 下面分析系统参数变化时的Lyapunov指数谱与分岔图。

1) 参数a变化时系统的动力学行为

给定系统参数 b = 0.4 c = 0.1, 初始条件 [-4 -2 10 4],  改变参数 a, 绘制系统在 aÎ[0.4 2.4]条件下的

Lyapunov指数谱和分岔图如图5所示, 两图表现轨迹基本一致。由Lyapunov指数谱可知, 系统参数a在区间

[0.4 1.44], [1.55 1.96]的最大Lyapunov指数大于零, 说明系统在[0.4 1.44]、[1.55 1.96]两个区间内能够产生

混沌。观察分岔图, 结果同样体现了系统在[0.4 1.44]、[1.55 1.96]两个区间内处于混沌状态。

系统随参数a变化时, 混沌吸引子、周期轨道在x-y平面上的相图如图6所示。当aÎ[0.4  1.44]时, 系统

处于混沌状态, 对应图 6(a)、(b); 当 aÎ(1.44  1.55)时, 系统进入周期状态, 对应图 6(c); 当 aÎ[1.55  1.96]时, 

系统再次进入混沌态, 对应图6(d); 当aÎ(1.96  2.4]时, 系统经反倍周期分岔退出混沌进入稳态, 对应图6(e)、

(f)。通过图6(d)、(e)、(f) 能够直观地看出系统经过反倍周期分岔退出混沌态的过程。
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(a)            (b)

图5　 系统参数aÎ[0.42.4]时系统 (7) 的Lyapunov指数谱 (a) 和分岔图 (b)

Fig. 5　 The Lyapunov exponential spectrum (a) and bifurcation diagram (b) of system (7) change with a and aÎ[0.42.4]

  (a)

    (d)

   (b)

    (e)

        (c)

  (f)

图6　 系统 (7) 随参数a变化时在x-y平面的投影。(a) a = 0.45; (b) a = 1.15; (c) a = 1.45; (d) a = 1.75; (e) a = 2.1;(f) a = 2.25

Fig. 6　 Projection of system (7) on x-y plane with a. (a) a = 0.45; (b) a = 1.15; (c) a = 1.45; (d) a = 1.75; (e) a = 2.1;(f) a = 2.25

2) 参数b变化时系统的动力学行为

给定系统参数 a = 0.9 c = 0.1, 初始条件为 [-4 -2 10 4], 改变系统参数 b 的大小 , 令 bÎ[0.1 2.1]绘制

Lyapunov指数谱和分岔图如图7所示, 两图表现结果一致, 系统处在混沌-周期变化中, 同样存在反倍周期分

岔现象。由图 7可知, 系统在区间 bÎ[0.1 0.68]的最大Lyapunov指数大于 0, 这表示系统在该区间处于混沌

状态。当bÎ[0.68 2.1]时, 系统经反倍周期分岔退出混沌态, 图8直观地反映了该动态演变过程。

176



第 1 期 曾繁鹏等: 忆阻Sprott-R混沌系统的复杂动态分析与电路实现

       (a)      (b)

图7　 系统参数bÎ[0.1 2.1]时系统 (7) 的Lyapunov指数谱 (a) 和分岔图 (b)

Fig. 7　 The Lyapunov exponential spectrum (a) and bifurcation diagram (b) of system (7) change with b and bÎ[0.1 2.1]

   (a)      (b)     (c)
图8　 系统 (7) 随参数b变化时在x-y平面的投影。(a) b = 0.3; (b) b = 1.1; (c) b = 1.5

Fig. 8　 Projection of system (7) on x-y plane with b. (a) b = 0.3; (b) b = 1.1; (c) b = 1.5

2.5 吸引子共存

给定原系统参数 b = 0.4 c = 0.1, 初始条件[-4 -2 m 4], 分别令调整实数m = 3  8, 绘制系统随参数 a变

化的分岔图如图9所示, 系统随参数a变化的Lyapunov指数谱如图10所示。通过观察图9和图10, 分别取典

型系统参数a = 0.41  0.9  2。系统参数a = 0.41时, 由图11(a) 系统吸引子在x-y平面上的投影可知, 系统的混

沌吸引子共存; 系统参数a = 0.9时, 由图11(b) 可知, 周期吸引子与混沌吸引子共存; 系统参数a = 2时, 由图11

(c) 可知, 系统产生周期环与周期环共存。通过改变初始条件, 系统产生混沌吸引子共存、周期极限环与混

沌吸引子共存、周期极限环共存现象, 充分说明本忆阻混沌系统对初始条件具有高度敏感性。

图9　 初始条件不同时系统随参数a变化的分岔图 （红蓝线分别表示初始条件为[-4-234]， [-4-284]。）

Fig. 9　 Bifurcation diagram of the system with different parameters under different initial conditions (The red and blue lines represent 

the initial conditions [-4-234] and [-4-284]. )
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      (a)       (b)

图10　 初始条件分别为[-4-234] (a)、[-4-284] (b) 时, 系统(7)的Lyapunov指数谱 

( L1、L2分别表示四个Lyapunov指数中较大的两个且L1＞L2)

Fig. 10　 Lyapunov exponential spectrum of system (7) with different initial conditions [-4-234] (a) and [-4-284] (b) 

( L1, L2 respectively represent the two larger of the four Lyapunov indices and L1＞L2. )

  (a)    (b)    (c)

图11　 多共存吸引子在x-y平面上投影。(a) a = 0.41; (b) a = 0.9; (c) a = 2

Fig. 11　 Projection on x-y plane of multiple coexisting attractors. (a) a = 0.41; (b) a = 0.9; (c) a = 2

2.6 调幅特性

给定原系统参数a = 0.9、b = 0.4、c = 0.1, 令初始条件为[-4 -2 m 4], 其中m为实数。令调整实数m的

大小分别为20、35、45、60, 绘制系统混沌吸引子在x-y平面上的投影如图12(a), 时域波形图如图12(b)。由

图12(a)可知, 在有界范围内, 系统 (7) 的混沌吸引子所在区域范围不断扩大, 说明该混沌吸引子正处于不断

膨胀的状态。由图 12(b) 可知, 当m = 20时, xÎ(-20 20); 当m = 35时, xÎ(-30 30); 当m = 45时; xÎ(-35 35); 

当m = 60时, xÎ(-50 50)。这表明随时间的变化, 当m值增大时, 时域波形的浮动范围也增大。

令mÎ[10 60], 系统输出的四维信号幅度变化情况分岔图如图13所示。图13进一步说明了系统存在随

初始条件变化的调幅特性, 可实现较大尺度的调幅控制。同时图13还说明了随着初始条件的改变混沌吸引

子的运动范围不断扩大, 尽管吸引子形状没有发生改变, 但本质上可视为不同的吸引子, 这表明系统可产生

无穷共存混沌吸引子。mÎ[1060]时, 输出信号 x的范围由 (0 14)变化至 (-5 42), 输出信号 y的范围由 (0 62)

变化至 (0 320), 输出信号 z的范围由 (0 50)变化至 (-35 361), 输出信号w的下限由−2.5变化至−10, 上限由

12.8变化至26。随着m的增加, 输出信号 xyzw的幅度均非线性增加。实际上, 随着m的不断增大, 即取值

范围超过60时, 系统仍存在调幅特性, 如图14所示。
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     (a)     (b)

图12　 m变化时系统(7)的混沌吸引子在x-y平面的投影 (a) 和时域波形 (b)

Fig. 12　 Projection (a) of Chaos attractor for system (7) and wave diagram (b) on x-y plane with m

  (a)

   (c)

    (b)

    (d)

图13　 mÎ(1060)时系统 (7) 的四维输出信号分岔图。(a) x-m; (b) y-m; (c) z-m; (d) w-m

Fig. 13　 Four-dimensional output signal bifurcation diagram of system (7) with mÎ(1060). (a) x-m; (b) y-m; (c) z-m; (d) w-m
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      (a)     (b)

图14　 m > 60时混沌吸引子在x-y平面的投影 (a) 和时域波形 (b)

Fig. 14　 Projection (a) of system (7) and wave diagram (b) on x-y plane with m > 60

3 系统的电路设计与实现

为进一步验证该系统的混沌特性, 基于电子电路设计原理, 采用若干电阻、电容、运算放大器、模拟乘

法器构成加法比例运算电路、积分电路、反相电路和乘法电路, 设计了忆阻混沌系统电路及忆阻器等效电

路, 如图15所示。

由于系统 (7) 的电路变量变化范围超出元件容许的电压大小, 为使元器件工作在正常状态, 需对各变量

进行比例压缩变换, 令 (xyzw)®(20x20y20z20w), 再对系统作时间尺度变换, 得到系统 (7) 变换后的电路

如方程 (12)。比较方程(12) 与(7) 的对应系数, 计算得电路各参数值如图15中标示。
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图16展示了系统 (7) 的电路仿真结果, 分别对应系统在x-y平面、x-z平面、x-w平面和y-z平面上的投

影。由图可知, 理论分析与设计电路的数值仿真结果一致, 一定程度上验证了该忆阻混沌系统的存在性。
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(a)

 (b)

图15　 忆阻混沌系统电路 (a) 及忆阻器等效电路 (b)
Fig. 15　 Memristive chaotic system circuit diagram (a) and memristor's equivalent circuit (b)

(a) (b) (c) (d)

图16　 电路仿真结果。(a) x-y; (b) x-z; (c) x-w; (d) y-z

Fig. 16　 Circuit simulation results. (a) x-y; (b) x-z; (c) x-w; (d) y-z

4 结 论
基于三维Sprott-R混沌系统, 提出了一个新的简单四维忆阻混沌系统。基于基本动力学分析方法, 证明

了该系统的混沌特性。分析发现该系统同时具备多稳态共存和调幅性质, 使得其与一般的混沌系统相比更

加灵活且易于调控。设计并实现了系统的电子电路, 研究显示, 理论分析与设计电路的数值仿真结果一致。

后续将进一步探讨混沌系统的工程应用问题。
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