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基于参数化角编基于参数化角编码的量子码的量子 KK-means-means 算法算法
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摘 要::  结合K-means算法和角编码技术, 提出了一种无需量子随机存储 (QRAM) 的量子K-means算法。该算法利

用量子操作的并行性, 仅需对数数量的时间复杂度就能完成数据的加载; 并且通过对输入数据进行参数预处理操作,
确定数据分量的参数阈值, 解决了样本不同特征尺度差异的问题。该算法由编码数据、相似度度量、量子最小值搜索

和质心迭代更新四个主要步骤组成, 细致描述了这些步骤所涉及的算子和线路构建, 并对关键线路进行了仿真模拟。

实验结果和经典预测结果一致, 验证了所提量子K-means算法的可靠性。此外, 理论分析表明所提出算法相比于经

典算法在运行时间上有平方级加速。
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AbstracAbstractt:: A quantum K-means algorithm without quantum random access memory (QRAM) is proposed  

by combining K-means algorithm and angle encoding technology. This algorithm makes use of parallel 

quantum operations and can complete data loading with only logarithmic time complexity. And by pre-

processing the input data, the parameter threshold of the data components is determined, so the problem 

of different characteristic scales of samples can be solved according to the algorithm. The main body of 

the algorithm consists of four main steps: coding data, similarity measurement, quantum minimum search 

and centroid iterative update. The operators and circuit construction involved in these steps are described 

in detail. Numerical experiments based on the proposed circuit show that the results of the proposed 

algorithm are consistent with the classical prediction results, verifying the reliability of the quantum K-

means algorithm combined with parameters. In addition, theoretical analysis shows that the proposed 

algorithm has square acceleration in running time compared with the classical algorithms. 
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0 引 言

现代信息产业的高速发展以及数据的爆炸增长, 让人们对计算力的需求远远超过以往任何一个时代。

IDC DataAge 2025白皮书显示, 全球数据量总和预计到 2025 年将达到 175 ZB, 因此, 数据分析迎来了巨大的

挑战。早在 1982 年, Feynman[1]提出了量子模拟的构想, 开创了量子计算这种本质上全新的计算模型。随后, 

Lloyd等[2] 提出了第一个量子哈密顿模拟算法, 证实了 Feynman 的构想。1985年, Deutsch[3]提出通用容错量

子计算机, 描述了图灵机的量子泛化, 证明了量子理论和通用计算机的理论是相容的, 并且可能比传统计算

机具有更强的计算能力。在探寻量子优势的过程中, Deutsch[4]在1989年首次提出了Deutsch算法, 很好地展

示了量子计算机的并行性。之后Shor[5]在1994年提出了著名的Shor算法, 证明该算法可以在多项式时间完

成大数因子分解问题。1996年, Grover[6]在经典无序搜索算法的基础上提出了Grover算法, 该算法结合了幅

度放大技术, 相较于经典算法实现了平方加速。近年来, 研究人员还发现可以利用量子计算高效地完成机器

学习任务, 提出了一系列量子机器学习算法, 如量子线性回归[7, 8]、量子降维算法[9−12]、量子聚类[13−18]等。

作为机器学习的主要方法之一, 聚类分析常用于对未知类别的数据进行划分, 已广泛应用在销售、医学

和生物等领域。在聚类分析中, 按照一定的规则将样本数据划分成若干个簇, 并把相似的样本聚在同一个簇

中, 不相似的样本分在不同簇中。在2013年, Lloyd等[19]提出了量子无监督学习, 指出由绝热算法实现的量子

K-means算法可以在维数和样本数量参数上实现对经典K-means算法的指数加速。2019年, Kerenidis等[20]提

出了q-means算法。与经典的K-means算法相比, 该算法提供了对数据数量的指数级加速。上述算法均需使

用QRAM加载样本数据, 并且需要与数据量相当的存储空间。除此之外, QRAM 尚处于理论模型阶段[21], 在

制备任意量子态方面是困难的。

本文结合角编码对数据进行加载, 基于已有样本对样本分量分别进行参数阈值设置, 执行编码数据、相

似度度量、量子最小值搜索和质心迭代更新四个主要步骤。理论分析表明本文所提出算法相比于经典算法

在运行时间上有平方级加速。

1 预备知识

1.1 经典K-means算法

K-means算法是一种无监督的聚类算法。给定的样本集分成K个簇, 此算法将样本集中的每一个样本依

次与K个簇的质心进行距离计算, 按照距离大小确定各个样本点最近质心的簇。经典K-means算法主要分

为以下四个步骤: 1) 首先选取K个(K可根据某个损失函数确定)质心, 通常是随机选取; 2) 计算余下的每一

个样本点到各个质心的欧式距离, 并将其归入相互间距离最小的质心所在的簇; 3) 在所有样本点都划分完毕

后, 重新计算各个簇的质心(通常是计算簇中样本点的均值), 然后迭代计算样本点到各个质心的距离, 并对

所有样本点重新进行划分; 4) 重复第 2)、3) 步, 直到迭代计算后所有样本点的划分情况保持不变或小于误

差, 此时K-means算法得到最优解, 将运行结果返回。

1.2 经典K-means算法相似度度量方法

经典K-means算法的关键步骤是计算待标记的样本到各个质心的距离, 并将其归入到二者间距离最小

的质心所在的簇。其中, 各个簇的质心是通过计算簇中所有数据点的均值来确定的。常见的度量相似度的

114



第 1 期 冯微军等: 基于参数化角编码的量子K-means算法

方式有两种 , 分别是用内积计算与欧式距离计算的结果来衡量相似度。考虑两个  N 维向量  x(i)=

( x(i)
1 x(i)

2 x(i)
N )和 y = ( y1y2yN )  , 其基于内积的距离表达式可表示为  | xj - y | = | xj || y | - xj

· y , 该距离主要

关注两个向量之间的角度关系; 对于欧式距离, 其距离表达式为  | xj - y | = ∑
i = 1

N

( )xj
i - yi

2
 。这两种相似度度

量方式的局限性在于特征尺度的差异将影响相似度度量。

量子K-means算法常采用欧氏距离作为度量距离的手段。该度量方式的局部较大特征将会降低较小数

值特征的作用, 甚至使其根本不起作用。为了解决欧氏距离度量特征差异大的问题, 本研究在编码数据部分

利用角编码对特征执行参数化预处理, 因此, 在相似度度量方面可有效避免因局部特征的数值太大而掩盖其

他较小特征的情况。

1.3 本研究所提出算法涉及的量子门操作

经典计算机处理信息的基本单元是比特, 其状态为 0 或者 1。与此相似的是, 量子计算机处理的基本单

元是  0  和  1  , 任意经过酉算子变化的单量子比特的状态可用二维希尔伯特空间里的一个单位复向量描

述, 如
μ = α0 0 + α1 1 = é

ë
êêêê ù

û
úúúúα0

α1

 , (1)

式中: α0 和  α1 是复数, 且满足|α0 |
2
+ |α1 |

2
= 1。

量子逻辑门是作用于单个或多个量子比特以实现某个变换的酉算子操作。本研究需要用到的单量子比

特逻辑门可表示为

H =
1

2

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1 1

1 -1
  Ry(θ ) =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úcos 
θ
2

-sin 
θ
2

sin 
θ
2

cos 
θ
2

 , (2)

其中  H 门主要用于创建叠加态,  Ry(θ )  门主要用于旋转数据这一步骤。常见的还有双量子逻辑门, 与文中

相联系的有  SWAP 门, 可表示为

SWAP =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 0
0 0

0 0
1 0

0 1
0 0

0 0
0 1

 . (3)

构建本研究需要用到受控交换门(C - SWAP)门, 利用该量子门可以进行交换测试。不难看出, 控制量子

比特为  1  时 , 对目标比特作  SWAP 操作 ;而处于  0  时 , 目标量子态不变 , 故而可得受控交换门为

 é
ë
êêêê ù

û
úúúúI 0

0 SWAP
 。需要注意的是, 矩阵中的元素都是  4 ´ 4 的矩阵。

最后介绍量子比较器(QCMP), 它一般被用作量子子程序, 此处将其作为一个算子考虑, 即

QCMP ( M ∑
i = 1

N

i 0 ) = M ( R
N∑i <M

i 1 +
N -R

N ∑
i ³M

i 0 )  , (4)

式中  M  表示预设需要比较的值, 在QCMP 作用后, 如果小于  M  会将辅助量子位设定为  1  , 否则为

 0  ,  R 值为叠加态中小于  |M  的数量。
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2 量子算法描述

2.1 编码数据

数据角编码是制备量子态的重要方法, 可以有效地提高制备量子态的效率。在编码数据中, 本研究着重

解决参数设置和数据加载这两个问题, 图1描述了由经典数据到量子线路转化的过程。

图1　 从经典数据到量子态的量子线路图

Fig. 1　 Quantum circuit diagram from classical data to quantum state

首先考虑带标签的经典数据  x(i)= ( x(i)
1 x(i)

2 x(i)
N )和带有标签的质心数据  y( j)= ( y( j)

1 y( j)
2 y( j)

N )  。对于所

有的数据及其分量, 上标  i 表示样本标签, 且  iÎ {12M }  ; j 表示簇标签, 且  jÎ {12K}  ;上标箭头表

示经典数据;下标表示分量的位置。

步骤S1: 参数值的设定与分析

针对经典数据x( )i 的各个分量, 先设定各分量对应的参数  γ i 。基于编码的性质[22−24], 结合参数对数据进

行编码时旋转角不超过周期  2π 。超过  2π 将无法正确计算相似度, 即对应的用Bloch球表示的旋转角度过

大会影响相似度的评估。其次需要对最终相似度结果的范围进行限制, 以约束参数的范围。因此, 先规定各

分量数据与阈值化参数的关系应符合  0 £ γ i y
( j)
i γ i x

(i)
i £ 2π , 有  γ i £

2π
Si

 , 其中  Si =max (max
ij

 ( x(i)
i ) y( j)

i )  。对数

据  x(i) 和  y( j) 的分量编码分别得到量子态

        

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

x(i)
i =Ry( )γ i x

(i)
i 0 = é

ë
êêêê ù

û
úúúúcos 

γ i

2
x(i)

i 0 + sin 
γ i

2
x(i)

i 1

y( j)
i =Ry( )γ i y

( j)
i 0 = é

ë
êêêê ù

û
úúúúcos 

γ i

2
y( j)

i 0 + sin 
γ i

2
y( j)

i 1

 .                                                                            (5)

对 (5) 式的两个量子态作C - SWAP操作, 便可得到任意分量  x(i)
i  和  y( j)

i  分量之间的保真度为 cos2 
γ i

2 ( x(i)
i - y( j)

i ), 
此处蕴含单调关系  -

π
2
£
γ i

2 ( x(i)
i - y( j)

i ) £ π
2

 , 即  γ i £
π

|| x(i)
i - y( j)

i

 。因此, 先设定  Ti = max
ij

 | x(i)
i - y( j)

i |  , 进一步令

 Li =max (Si2Ti)  , 可得表达式  γ i º
2π
Li

 。此处, 参数  γ i 的设定最终确定特征缩放的范围, 解决了不同特征间
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的 尺 度 问 题 。 最 后 , 分 别 记 编 码 质 心 和 待 分 配 样 本 的 算 子 为  U (γ; y( j)) º ⊗
i'= 1

N

Ry(γ i' y
( j)
i' )  和

 U (γ; x(i)) º ⊗
i'= 1

N

Ry(γ i' x
(i)
i' )  。

步骤S2: 经典数据的加载

利用酉算子  U (γ; y( j))  编码质心  y( j), 得到量子态

y( j) = (⊗i'= 1

N

Ry(γ i' y
( j)
i' ) ) 00 = ⊗

i'= 1

N é
ë
êêêêcos 

γ i'

2
y( j)

i' 0 + sin 
γ i'

2
y( j)

i' 1 ù
û
úúúú , (6)

同理, 用相同的方式对向量  x( )i  编码可以得到

x(i) = (⊗i'= 1

N

Ry(γ i' x
(i)
i' ) ) 00 = ⊗

i'= 1

N é
ë
êêêêcos 

γ i'

2
x(i)

i' 0 + sin 
γ i'

2
x(i)

i' 1 ù
û
úúúú , (7)

然后, 初始化量子寄存器1、2为  0
⊗log2 K

1  、0
⊗log2 M

2 , 用于构建条件受控的算子。与利用QRAM模型对数据的

加载方式不同, 本研究以算子的方式将数据载入量子态中。再附加两个量子寄存器  0
⊗N

3 、 0
⊗N

4  , 根据参考

文献 [25] 对受控量子门的描述, 用量子寄存器1、2分别控制量子寄存器3、4对数据的载入。量子寄存器1

控制量子寄存器3的算子形式为  

Uγy ºU1(γ ; y(1))⨁⨁UK(γ; y(K)) º
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú U1( )γ ; y(1)  0

  
0  UK( )γ ; y(K)

( )K ´ 2N ´ ( )K ´ 2N

  . (8)

同理  量子寄存器 2 控制量子寄存器 4 的算子 Uγx 与 (8) 式形式类似 都是通过条件受控构建的。Uγy 和

Uγx算子的构建依赖于叠加态  
1

K
∑
j = 1

K

j  、 1

M
∑
i = 1

M

i  的制备[26]。制备过程用到  H 门、受控酉门和量子比

较器子程序。利用量子寄存器 1控制编码算子U (γ; y( j)), 实现了对质心叠加态的制备。Uγy对量子寄存器 3

的加载表现为

Uγy( 1

K
∑
j = 1

K

j
1

0
⊗N

3 ) = 1

K
∑
j = 1

K

j
1
Uj(γ; y( j)) 0

⊗N

3 . (9)

上 述 操 作 后 , 利 用 量 子 寄 存 器 2 控 制 编 码 算 子 U (γ; x(i)) 可 得 到 状 态

1

K
∑
j = 1

K

j
1

1

M
∑
j = 1

M

i 2(⊗i'= 1

N (cos 
γ i'

2
y( j)

i' 0 + sin 
γ i'

2
y( j)

i' 1 ) )
3
(⊗i'= 1

N é
ë
êêêêcos 

γ i'

2
x(i)

i' 0 + sin 
γ i'

2
x(i)

i' 1 ù
û
úúúú )

4

。为了便于分析 , 

将其化简为 1

K
∑
j = 1

K

j
1

1

M
∑
j = 1

M

i 2 y( j)

3
x(i)

4, 其中  y( j)  表示量子寄存器3,  x(i)  表示量子寄存器4。

2.2 相似度度量

K-means算法的一个关键步骤是估计测试样本与质心之间的相似度, 着重解决测试样本与质心之间距离

的问题。为计算样本之间的相似度, 本研究采用了多量子比特交换测试线路[27]。

步骤S3: 多量子比特交换测试的实现
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首先初始化长度为  l 的量子寄存器 5, 利用  H⊗l 门制备叠加态  
1

2l
∑
q = 0

2l - 1

q  , 其中  l = é ù log2 N + 1  。对

量子寄存器5中  q 的可能输出值做经典预处理, 具体过程如下: 1)对  q 值做取模运算, 以  x 值代替取模值, 即

x = q mod 4; 2) 将步骤1) 中的  x 值代入函数  f ( x) = x2 - 3x + 2
2

  , 得到映射值0或1; 3) 将所有映射值为1的  q 

值用二进制表示, 用来控制构建受控  SWAP 门。

以3量子比特为例构建多量子比特交换测试线路, 如图2所示。

图2　 3-辅助量子比特的线路示意图

Fig. 2　 Circuit diagram with 3-auxiliary qubits

推广到  l 个控制量子比特, 则图2标记的算子数量为  2l - 1 , 每一个算子可用

Up =

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

( )4t 4t ⊗ I4t⊗ SWAP2 +∑
i ¹ 4t

q q ⊗ I4t + 2 ⊗ I2N - 4t - 2               if    p = 4t

 ( )3 + 4t 3 + 4t ⊗ I2 + 4t⊗ SWAP2 + ∑
i ¹ 4t + 3

q q ⊗ I4 + 4t ⊗ I2N - 4t - 4   if   p = 3 + 4t  

                     I2N + l                                                                                               otherwise

       (10)

表示, 其中算子下标表示量子比特数。由步骤S2可得量子态  
1

K
∑
j = 1

K

j
1

1

M
∑
j = 1

M

i 2 y( j)

3
x(i)

4 , 在此基础上

增加一个寄存器5, 初始化为  0
⊗l

 , 并执行多量子比特交换测试。先通过  H⊗l 将寄存器5转换为叠加态, 得

到量子态  
1

K
∑
j = 1

K

j
1

1

M
∑
j = 1

M

i 2 y( j)

3
x(i)

4( 1

2l
∑
q = 0

2l - 1

q )
5

。 下一步, 执行多量子比特交换测试以获得相似

度度量的结果。为了方便表示, 记(10)式所有受控酉门的乘积形式为

Uη =U2N - 1U2N - 2U1U0 , (11)

式中算子  Uη 中有一半是多维单位阵。在执行完受控交换测试操作之后 , 将得到量子态

1

K
∑
j = 1

K

j
1

1

M
∑
j = 1

M

i 2( I2N⊗H⊗l )Uη( )y( j)

3
x(i)

4( )1

2l
∑
q = 0

2l - 1

q

5

 。 测 量 量 子 比 特  | ql  , 可 以 得 到 关 于
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 P (| ql = |0 )的概率分布, 用来衡量质心  y( )j 和样本 x(i)的相似度, 即

P (| ql = |0 ) =
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

1
2l - 1 ∑

i'= 0

2l - 1 - 1

cos2  
γ i'

2 ( )x(i)
i' - y( j)

i' + 1

2
=

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

1
N∑i'= 0

N - 1

cos2  
γ i'

2 ( )x(i)
i' - y( j)

i' + 1

2
 , (12)

式中  N = 2l - 1 表示维度。根据量子比特  ql  的测量结果, 可以将相似度度量的结果改写为

ψ0 =
1

K
∑
j = 1

K

j
1

1

M
∑
j = 1

M

i 2( )sinθ ji uji 0 + cosθ ji vji 1  , (13)

式中  0 、1  表示量子寄存器5第  l 量子位  ql 的量子状态,  uji 、vji  是两个复杂的量子态, 在分析过程中

可忽略其具体形式。

步骤S4: 多量子相位估计

该步骤利用量子相位估计来获得所有  θ ji 信息。为完成估计信息的任务, 还需要制备酉算子G =∏
ji

Vji, 

过程如下:

1) 基于已定义的酉算子  Uη 、 U (  γ; x( )i )  、U (  γ; y( j)) 来构建受控算子, 即对于所有标签 ji , 定义以下

控制算子

     ∑
ji

Vji º∑
ji

ji ji ⊗ {[ I2N⊗H⊗l ]Uη[ I2N⊗H⊗l ][U (γ ; x( )i ) ⊗U (γ; y( )j ) ⊗ Il ]}  (H⊗log2 K + log2 M⊗ I2N + l ) .  (14)

 2) 将控制算子∑
ji

Vji作用于初始态 0 log2 K + log2 M
0 2N + l, 于是整个系统将处于

ψ0 =∑
ji

Vji 0 log2 K + log2 M
0 2N + l =

1

KM
∑

ji

ji (sinθ ji uji 0 + cosθ ji vji 1 ) =
1

KM
∑

ji

-i

2
(eiθji ω ji + - e-iθji ω ji -  ) , (15)

式中 ω ji ±  表示  
1

2
uji 0 ±

i

2
vji 1  。

        3) 由文献 [28], 可以构建迭代酉算子

G =∑
ji

Vji( I⊗log2 K + log2 M⊗ ( I⊗2N + l - 2 ( 0
⊗ ( )2N + l

0 ) ) )∑
ji

Vji
†( I⊗log2 K + log2 M + 2N + l - 1⊗ Zql ) , (16)

使得G作用到状态  ψ0  , 将产生新的的量子态

 ψ1 =G ψ0 =
1

KM
∑

ji

j i (sin3θ ji uji 0 + cos3θ ji vji 1 ) . (17)

因此, 在给定量子态  ψ0  以及迭代酉算子G =∏ij
Vji的条件下, 下一步可以执行多量子相位估计, 并将所有

 θ ji 的信息转到新的量子寄存器中。首先附加精度为  t 的量子寄存器6, 利用  G 做量子相位估计[29], 并对算

法的结果进行分析得到量子态

ψ2 =
-i

2MK
∑
j = 1

K∑
i = 1

M

 
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú

eiθji 2t
θ ji

π
ji ω ji + - e-iθji 2t( )1 -

θ ji

π
ji ω ji -  , (18)

此式表示任意标签  ji 分别对应两种输出结果, 即  2t
θ ji

π
 和  2t( )1 -

θ ji

π
 。多量子相位估计线路如图 3所
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示, 其中  QFT† 表示逆傅里叶变换。最后可在量子寄存器6得到二进制序列, 用于表示样本 i 和质心 j 的相

似度信息。

图3　 多量子相位估计线路图

Fig. 3　 Circuit diagram of multi-quantum phase estimation

步骤S5: 转移相位估计信息

根据(12)式保真度公式的结果  
1
N∑i'= 0

N - 1

cos2  
γ i'

2 ( )x(i)
i' - y( j)

i' = 1 - 2 cos2 (θ ji )  , 以及条件  θ jiÎ
é
ë
êêêêπ

4

3π
4

ù
û
úúúú  | cos θ ji |  

愈大则保真度愈小。下一步是实现量子寄存器6信息的转化, 首先附加量子寄存器7, 然后利用量子寄存器6

控制量子寄存器7从而得到相位信息的转化结果。为了保证在同一个标签上输出的信息是一致的, 利用量

子线路构建  | cos θ ji |  函数。当输入是  
θ ji

π
 和  1 -

θ ji

π
 时, 输出值对应  | cos θ ji |  。下一步构建量子余弦函数线

路[30], 利用量子线路并行求解  | cos θ ji |  , 得到量子态

-i

2KM
∑
j = 1

K∑
i = 1

M é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú

eiθji 2t
θ ji

π
ji ω ji + - e-iθji 2t( )1 -

θ ji

π
ji ω ji - || cos θ ji

7
 ,  

其中  || cos θ ji  是数值  | cos θ ji |  二进制的多量子表示形式。由此, 成功创建了一个存储质心与样本之间相

似度信息的量子叠加态。

2.3 量子最小值搜索

为方便起见, 将 2.2节最终得到的量子态简化为  
1

KM
∑
j = 1

K

j
1
∑
i = 1

M

i 2 || cos θ j
7
, 本节将利用量子最小值

搜索算法[31]对其进行步骤描述。

步骤S6: 量子最小值搜索算法求最小值标签

1) 随机初始化一个标签, 确定其量子寄存器1、2的大小。针对量子态
1

KM
∑
j = 1

K

j
1
∑
i = 1

M

i 2 || cos θ ji
7
, 随

机初始化一个阈值标签  ji , 并将对应量子寄存器 7 的值设定为  y。附加一个寄存器 , 记作

1

KM
∑
j = 1

K

j
1
∑
i = 1

M

i 2 || cos θ ji
7
 y

8
。

2) 利用  QCMP[32]作用于量子寄存器7和8。附加一个量子寄存器9存储标记信息, 得到
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1

KM (∑jÎG

j
1
∑
i = 1

M

i 2 || cos θ ji
7

y
8
1 9 +∑

jÏG

j
1
∑
i = 1

M

i 2 || cos θ ji
7

y
8

0 9 )  , 其中  G表示 || cos θ ji  小于阈值 y

的标签集合, 此时将量子寄存器9置为  1  , 否则置为  0 。

3) 利用Qsearch算法[33]搜索量子寄存器9是否处于  1 。如果处于  0  , 则直接输出量子寄存器8对应的

结果;否则读取量子寄存器7的信息, 并将该信息赋值到量子寄存器8, 以重新确定新一轮循环的状态。

4) 根据文献[31]的结论, 当总时间复杂度小于 O (22.5 KM + 1.4 log2
2 KM )  , 重复步骤 2) 和 3); 否则直

接读取索引。

利用上述步骤可以得到待分配样本点所归属的簇标签。

2.4 质心迭代更新

将所有样本点分配到簇的过程会影响数据点的分布, 进而改变质心的位置, 因此, 在完成一轮迭代后需

要重新考虑聚类效果。在聚类过程, 若样本点均匀分布在质心周围, 不影响质心分布的稳定性; 若样本点非

均匀分布在质心周围, 则需要重新计算质心, 并对所有样本重新聚类。考虑到数据集在一轮迭代中可能改变

原质心位置的情况, 就需要重新计算簇的质心。若需要对簇中样本计算新的质心, 这必然会导致质心计算的

复杂度增加。为解决质心计算的问题引入了随机采样方案, 此方案利用量子的概率性输出簇中样本子集并

近似代表质心, 可以降低计算质心的复杂度。

对每个簇进行随机采样之前, 记原始的簇大小为  |Cj |  , 任一经过随机采样的簇的大小记为  ||
~
Cj |

|  , 满足

关系式  ||
~
Cj |

| £ |Cj |  。质心迭代涉及到对所有新质心的计算, 并用随机采样的样本均值表示新质心。在计算

得到新质心后, 需要重新按照2.1～2.4中的步骤对所有样本进行聚类操作。

3 性能分析

3.1 复杂度分析

在数据编码部分, 量子寄存器1、2 创建叠加态的时间复杂度为  O (  log2 K + log2 M )  , 故可将整个编码数

据部分的时间复杂度记为 O (  log2 KM )。在步骤 S3 中, 其时间复杂度集中在  Uη =U2N - 1U2N - 2U1U0, 故为

 O (N ) 。针对多量子相位估计步骤, 酉算子G对应的时间复杂度为O (log2 KM [ log2 KM +N ] )。另外, 相位

估计的复杂度还和量子寄存器6的精度 t相关, 这意味着当精度 t 远小于样本维数N或者 t log2 KM , 整个多

量子相位估计的时间复杂度为  O (log2 KM [ log2 KM +N ] )。下一步来分析量子绝对值余弦函数  | cos θ ji |  , 对
函数进行模块化处理, 其时间复杂度与数据维度及训练集大小无关, 所以时间复杂度记为  O (1)  。2.3节分析

了量子最小值搜索的算法过程, 并给出执行该步骤的时间复杂度为O (22.5 KM + 1.4 log2
2 (KM ) )  。所以, 

样本分配到簇的时间复杂度记为  O (log2 KM [ log2 KM +N ] éë22.5 KM + 1.4 log2
2 (KM )ùû ), 并且可以进一步

简化为O(log2 KM [ log2 KM +N ] KM )。

经典K-means算法、本算法和其他量子K-means算法时间复杂度对比如表 1 所示, 表中时间复杂度表示

一轮迭代的总时间复杂度, 其中  M 表示样本数、 η 是样本最大平方范数、 δ 是误差参数。需要注意的是, 
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在经典 K-means 算法中还涉及对各个簇质心的计算。Lloyd 的算法实现了对维数和样本数的指数加速, 

Kerenidis 的算法实现了对样本数的指数加速, 二者算法的加速效果都是基于 QRAM 模型实现的。

表1　K-means算法之间的比较

Table 1　Comparison between K-means algorithms

Algorithm
Classical K-means algorithm

The proposed algorithm

Lloyd'algorithm[19]

Kerenidis'algorithm[20]

Implementation mode
/

Angle encoding

QRAM

QRAM

Time complexity
O (KMN )

             O ((N + poly (log2 KM ) ) KM )
O (log2 KMN )

O ( K 2 Nη2.5

δ3
poly (log M ) )

3.2 数值实验

为了更加直观地判断样本的归属, 以二维样本  y (3, 30) 和质心  x1(8, 70)、 x2(2, 25) 为例进行数值实验。

按照经典方式计算经预处理的数据, 样本点  y 与与 质心点  x2的相似度更高。图4是该例在  qasm 量子模拟器

上运行的实验结果分布图。针对低维样本数据的相似度度量任务, 由条形图的概率分布可计算出相似度度

量结果。

图4　 二维数据点到两个质心的概率分布

Fig. 4　 Probability distribution of two-dimensional data points to two centroids

由图4可见, 第7量子比特表示对应标签所取得概率是大致相等的, 各接近50%。在测得量子寄存器 7

结果为 1 情况下, 发现分别对第 2 个量子寄存器测得 0/1 的概率波动较大, 这意味着样本  y 和质心  x1 之间

的相似度较低, 使得二者测量概率接近; 在测得量子寄存器 7 为 0 的条件下, 所得第 2 量子寄存器为 0 的概

率  P (0)  远大于其概率为 1 的概率  P (1)  , 这表明样本  y 和质心  x2 非常接近, 使得测量的概率差别较大, 由

(12)式还可以计算出样本和质心相似度的大小。计算可得: 样本  y 和质心  x2 相似度为95.02%, 而和质心  x1 

的相似度为10.04%。因此, 本研究所涉及线路可用于计算样本  y与与质心x2 的相似度, 并且该结果与经典计

算得到的预测结果一致。
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4 结 论

提出了一种无需QRAM存储的量子K-means算法。该算法利用角编码技术将经典数据转化为量子态, 

并且对输入的经典数据施加不同参数, 从而解决样本不同特征尺度差异的问题。在相似度度量步骤, 使用多

量子比特交换测试及量子相位估计算法, 以估计样本与质心之间的相似度信息; 在量子最小值搜索阶段, 将

量子最小值搜索算法用于求解待分配样本点所归属的簇标签; 最后, 通过概率性输出样本子集近似代表质

心。时间复杂度分析结果表明, 所提出算法相较于经典K-means算法实现了样本数的平方加速。还利用角

编码加载了已预处理的数据, 由数值实验得出的相似度结果与经典结果一致。此外, 虽然本算法无法达到其

他量子K-means算法的指数级加速效果, 但其可有效实现特征权重不同的数据集的聚类任务, 具有更广泛的

适用范围。除了特征权重不同, 数据集的分布情况也是影响聚类效果的另一个主要因素。例如, 现有量子K-

means算法对非凸数据集无法进行有效聚类分析。因此, 如何设计高效的量子K-means算法来解决非典型数

据分布的数据集聚类问题将是下一步研究的重点。
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