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摘 要::  环境热噪声是量子计算走向规模化的一大阻碍， 其存在对量子调控过程的鲁棒性和保真度提出了更高要

求。采用随机动力学结构分解方法， 并根据Kubo-Einstein涨落耗散定理， 研究了热噪声环境下量子调控的量子动力

学优化问题， 即如何提高热噪声环境下量子调控过程的保真度。基于二维球面上的经典路径可完全描述单个量子

比特运动这一特性， 提出了基于梯度下降算法的变分优化方案， 并通过数值模拟证明了该方案的可用性。结果发

现， 在经典极限下影响量子调控过程保真度的主要因素是热涨落。该方法有望与实验相互验证， 进一步指导和评估

实验方案， 以期实现量子门的高保真度。
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AbstracAbstractt:: Thermal noise presents a major obstacle for quantum computing to scale up, and its existence 

puts stricter requirements on the robustness and fidelity of quantum control process. This work adopts the 

stochastic dynamic structure decomposition method and applies the Kubo-Einstein fluctuation dissipation 

theorem to the optimization of quantum dynamics, that is, how to improve the fidelity of quantum control 

process under thermal noise environment. Based on the characteristic that the classical path on a two-

dimensional sphere can completely describe the motion of a single qubit, the research proposes a 

variational optimization scheme of gradient descent algorithm to reduce the thermal effect, and 

demonstrates its applicability via numerical simulation. It is found that the main factor affecting the 

fidelity of quantum control process under classical limit is thermal fluctuation. The method is expected to 

be mutually validated with experiments, and thus can further guide and evaluate experimental schemes 

towards achieving high fidelity of quantum gates.
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0 引 言

量子计算机是量子信息处理的重要应用领域之一。目前, 实现通用量子计算机的物理系统候补主要有

以约瑟夫森结为基础的超导量子电路[1−3]、光学系统[4,5]和离子阱系统[6,7]等, 其中超导量子电路在设计和制备

等方面与现今的集成电路技术之间兼容性较高, 具有较强的设计灵活性和可操控性, 极具规模化的潜力, 但

该方案依然面临环境噪声的阻碍。在理想封闭系统中, 量子比特的演化是确定的, 如果知道它的初始状态和

哈密顿量就可以预测任意时刻的状态, 但是现实世界中的量子系统是开放量子系统, 在低温情况下依旧存在

噪声, 系统间的相互耦合也不可避免, 这便会导致量子退相干[8]现象的发生以及降低操作量子比特的保真度。

因此, 量子纠错[9,10]对量子计算的大规模应用至关重要, 同时也要求在热噪声环境下能够更精确地调控量子

比特的演化。

近年来, 对量子动力学及量子最优控制的理论研究已有许多进展。绝热捷径[11]使用了无跃迁量子驱动

方法[12], 可用于加速绝热过程及量子控制 , 该方法与文献[13]的工作不谋而合。在量子最优控制领域 , 

GRAPE[14]及Krotov方法[15]已经被广泛使用, GRAPE是基于梯度优化的算法, 实用性强, 但原则上只能找出局

部解, 且性能容易受到系统模型的随机或确定性错误的影响[16], Krotov方法相对GRAPE方法则具有随迭代

次数单调增长, 无需线性搜索等优点[17], 但也更为复杂, 这些方法都可用于非马尔可夫环境的量子控制优

化[18,19]。量子动力学的传统主流研究方法一般采用概率Lindblad主方程[20]及算子和表示[21,22]来研究开放量子

系统的退相干和量子耗散现象。然而Lindblad主方程实质上遵循马尔可夫过程, 会忽视系统与热库耦合引

起的记忆效应, 因此无法解决如低温下量子有色噪声中的滞后等问题[23,24]。

本文从单个量子比特的调控理论出发, 研究了热噪声环境下的量子动力学问题, 并基于文献[13]对操作

量子比特本征态的研究, 展现了一个可用于优化量子调控过程, 提高操作量子比特保真度的方案。该方案有

望能够进一步推广, 从完全量子力学的角度进行证明, 以此提供一个评估热噪声环境下量子调控过程的通用

框架, 并且有望得到实验验证, 从而进一步指导实验, 实现量子计算高保真度量子门。

1 噪声环境下的量子调控理论

1.1 单个量子比特的量子调控

首先考虑单个量子比特模型, 一般可用一个两能级系统来描述, 如磁场中的自旋1 2粒子[25], 其哈密顿量

可表示为

ĤS =-
1
2 [ B(t)× σ̂ +B0 (t)Î ]   , (1)

其中 σ̂是泡利矩阵, Î是一个2 ´ 2的单位矩阵, B (t )和B0(t )是与系统耦合的含时控制场。对于该系统处于某

个时刻 t的量子态|Ψ ( )t , 可以用布洛赫球面 (Bloch sphere) 上的三个欧拉角来表示, 量子态|Ψ ( )t 的形式可

表示为

|Ψ ( )t = exp (-iγ 2 )
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úcos ( )θ 2 exp ( )-iϕ 2

sin ( )θ 2 exp ( )+iϕ 2
   , (2)

其中变量分别为极角θ (t ), 方位角ϕ (t )和一个整体的相位 γ (t ), 均是依赖于时间的函数。并且, 极角θ和方位
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角ϕ确定了布洛赫球面上的平均自旋矢量, 可表示为

n (t ) = Ψ ( )t || σ̂ Ψ ( )t = (nxnynz ) = (sin θ cos ϕ sin θ sin ϕ cos θ )   , (3)

这里的平均自旋矢量n也被称作布洛赫矢量, 其演化遵循标准的薛定谔方程

ṅ(t)=n(t)´B(t)/ℏ   , (4)

方程 (4) 也被称为布洛赫方程 (Bloch equation)。由于布洛赫矢量的演化等价于量子态 |Ψ ( )t 在布洛赫球面

上的运动, 所以可以用经典意义下的球面上的轨迹来表示量子态|Ψ ( )t 在布洛赫球面上的演化。

对于量子态 |Ψ (t) 的任意演化, 都可以使用逆向工程方法[13,26,27]来获得调控量子态演化所需的控制外场

B(t)和B0 (t), 其形式为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Bx (t) ℏ =+θ̇ sin ϕ + ( )ϕ̇ + Bz ℏ tan θ cos ϕ

By (t) ℏ =-θ̇ cos ϕ + ( )ϕ̇ + Bz ℏ tan θ sin ϕ

γ̇(t)=- B0 ℏ - ( )ϕ̇ + Bz ℏ cos θ

   . (5)

(5) 式表明量子比特的量子态可以由一对具有整体相位- γ 2的平面场调控, 并且可以通过Bz (t) 和B0 (t) 来进

一步调节, 其中整体相位依赖于量子态演化的路径。

1.2 环境的影响

这里定义量子态的态矢量X º (θϕ) †, 方程 (4) 即为这个态矢量的经典动力学方程。为了简化问题, 令

B0 = 0, 并进一步引入系统势能

H0(θϕB) = Ψ ( )t || ĤS Ψ ( )t =-
1
2

B (t ) × n (t )   , (6)

于是量子态的演化方程可改写为

AẊ (t ) =-ÑX H0(θϕB (t ) )   , (7)

其中ÑX = (¶θ¶ϕ ) †, A是一个2 ´ 2的反对称矩阵, 定义为

A º
ℏ
2

é
ë
êêêê ù

û
úúúú0 sin θ

-sin θ 0
   , (8)

它是一个横向矩阵, 类似于电磁场中的洛伦兹力, 而方程 (7) 则是运动方程的随机动力学结构分解[28]的无噪

声形式。

在此关注的是量子调控问题中环境的影响, 接下来将对环境的影响作进一步分析。对于热相互作用的

情况, 环境的影响会引起控制场B (t )具有一个高斯涨落

B (t ) ®B (t ) + ξ (t )   , (9)

其中ξ (t )是一个三分量的随机场, 表示随机热噪声, 其方差具有马尔可夫性, 可表示为

ξj( )t ξj′( )t′ = [2δ (t - t′) kBT ]δjj′ηj   ,   ( j j′= x y z )   , (10)

式中: δ (t )是狄拉克δ函数, ηj为粘滞系数, 表示热接触力的强度, kB是玻尔兹曼常量, T是环境温度。实际上, 

随机场ξ (t )的存在相当于在方程 (7) 的右边增加一个随机噪声矢量, 形式为
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ζ (t ) = 1
2
ÑX[n (t ) × ξ (t ) ]   , (11)

并且它的方差可写为

ζ ( )t ζ †( )t
ξ
º [2δ (t - t′) kBT ] ´ S   , (12)

式中S是一个对称半正定的2 ´ 2矩阵, 对应于随机动力学结构分解中的耗散矩阵[28], 在此可以看作(θϕ)的扩

散矩阵。对于典型的开放系统, 可以根据久保-爱因斯坦涨落耗散定理知道涨落总是伴随着耗散[29]。因此可

以在方程 (7) 的左边增加一项SẊ进行修正, 也就是涨落和耗散的环境影响导致确定性的量子态演化方程 (7) 

变成一个含有随机项的随机运动方程

(S +A) Ẋ =-ÑX H0(θϕB (t ) ) + ζ (tθϕ)   , (13)

式中S是之前提到的耗散矩阵, A为横向矩阵, 该方法详见文献[28,30]对该方法的讨论。而方程 (13) 即为量

子调控问题的随机动力学方程形式, 它为单量子比特的调控问题提供了一种经典的可视化图像, 使量子比特

的运动可以用布洛赫球面上的"经典"轨迹来描绘, 而在纯粹的量子力学系统中并不存在类似图像。

2 量子调控过程的优化

2.1 欧姆耗散

以费米环境中的欧姆热库为例[31], 进一步展示量子调控的优化过程。首先, 欧姆热库可表示为

Jj(ω) = ηjω exp ( - ||ω ωc )   , (14)

式中ωc是其谱函数的一些截断值, 而环境的影响则可以归类到此组耗散谱中。

在此, 主要研究由热噪声所贡献的热涨落的情况, 于是对方程 (13) 做进一步修正, 引入一个"绝热"项, 所

以方程 (13) 中的势能变为

H =H0 -∑j( ηjωc

4π )n2
j    , (15)

这是为了抵消n2 º 1的整体相位的绝热效应, 所以方程 (13) 改写为

(S +A) Ẋ =-ÑX

é

ë
ê
êê
êH0(θϕB) -∑j( ηjωc

4π )n2
j

ù

û
ú
úú
ú + ζ (tθϕ)   , (16)

式中 ζ (tθϕ)的具体形式为

ζ (t ) = é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úζ1( )t

ζ2( )t =
1
2

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úξx( )t cos θ cos ϕ + ξy( )t cos θ sin ϕ + ξz( )t sin θ

-ξx( )t sin θ sin ϕ + ξy( )t sin θ cos ϕ
   , (17)

这是由方程 (11) 得到的, 而新的随机运动方程, 即方程 (16) 中的耗散矩阵S的形式为

S =
1
4

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úηx cos2θ cos2ϕ + ηy cos2θ sin2ϕ + ηz sin2θ ( )ηy - ηx sin ( )2θ sin ( )2ϕ 4

( )ηy - ηx sin ( )2θ sin ( )2ϕ 4 ηx sin2θ sin2ϕ + ηy sin2θ cos2ϕ
   . (18)

(17) 式和 (18) 式满足广义的久保-爱因斯坦关系。
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2.2 量子调控的优化问题

接下来将演示如何调控一个量子态Ω (t )在热噪声环境下从初态演化到终态。首先, 在布洛赫球面上, 

从一个初始态Xi到目标态Xf的光滑路径的运动方程如方程 (4) 所示, 对其使用逆向工程可以得到控制外场

B(t)和B0 (t)的形式, 如方程组 (5) 所示, 为了简化问题, 令Bz (t) 和B0 (t) 都为0。

在外场的调控下, 量子态从初态演化为终态, 但由于环境耦合的存在, 实际的终态与目标态会存在一个

由涨落造成的偏差 X͂, 其形式可以表示为随机场ξ (t ) 的积分

X͂ (tfti ) = ∫
ti

tf

A-1(θ (t ) ϕ (t ) ) ζ (t )dt   . (19)

在上式中, 为方便计算, 忽略了一些绝热项和耗散项的高阶修正项, 而∫
ti

tf

A-1(θ (t ) ϕ (t ) )dt和∫
ti

tf

ζ (t )dt的值都

是确定的, 后面可以通过改变轨迹来调节。回到方程 (19), 偏差 X͂的加权均方差在"经典"热极限的情况下, 即

kBT ³ ℏωc时, 其形式为

X͂ †WX͂ ξ = (2kBT ) ∫
ti

tf

dtTr{ }W ( )tf D[ ]θ ( )t ϕ ( )t    , (20)

这里的D是传统意义上的扩散矩阵, 它与 (18) 式中的S矩阵有关, 可表示为

D =-A-1 SA-1   , (21)

而W则是一个权重矩阵, 它与终态Ω (tf )的角变量θ和ϕ有关, 可表示为

W (tf ) = é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú1 0

0 sin2θ ( )tf

   . (22)

至此, 可以看出, 要想减小环境与系统耦合的影响, 就要最小化方程 (20) 的值, 而这可以通过选择合适的控

制外场B (t )来实现。

2.3 初始轨迹

首先, 构造一条光滑的初始轨迹来进行优化, 假设它满足

θ̇ (ti) = θ̇ (tf ) = ϕ̇ (ti) = ϕ̇ (tf ) = 0   , (23)

这条初始轨迹以布洛赫球面上的点 (θiϕi )为起点, 经过一段时间Ts = tf - ti到达终点 (θfϕf ), 于是在满足该条

件的情况下, 可以进一步设θ (t )为

θ (t ) = θi +
1
2 (θf - θi ) é

ë

ê
êê
ê1 - cos

π ( )t - ti

Ts

ù

û

ú
úú
ú   , (24)

此时, ϕ (t )的选择依赖于θ (t )在何时穿过布洛赫球面上的"赤道", 这种情况会发生在初态Ω (ti)和终态Ω (tf )
处于布洛赫球面的不同半球上的时候。可以将 θ (tc ) = π 2作为条件, 代入方程 (24), 即可得到"穿越"时刻 tc

的值。

接下来进一步讨论如何穿过"赤道", 本研究的解决方法是: 如果 tc存在, 即初态Ω (ti)与终态Ω (tf )处于不

同半球上时, 则令 ϕ̇ (tc ) = 0来克服轨迹在穿越"赤道"时, 方程组 (5) 中 tan θ趋于无穷大, 出现发散的情况。于

是ϕ (t )将被分为两个部分
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ϕ (t ) = ϕi +
1
2 (ϕc - ϕi ) é

ë

ê
êê
ê1 - cos

π ( )t - ti

tc - ti

ù

û

ú
úú
ú   ( ti £ t < tc )   , (25)

ϕ (t ) = ϕc +
1
2 (ϕf - ϕc ) é

ë

ê
êê
ê1 - cos

π ( )t - tc

tf - tc

ù

û

ú
úú
ú   ( tc £ t £ tf )   , (26)

在上两式中, ϕc的形式可设为

ϕc = ϕi + (ϕf - ϕi ) é
ë
ê
êê
ê tc - ti

tf - ti

ù

û
ú
úú
ú   . (27)

这样就得到了一条光滑的初始轨迹, 接下来将对这条初始轨迹进行优化。

2.4 傅里叶分量

在此前已经得到了控制场的具体形式 (5) 式, 但是该控制场在实验中是难以实现的。在实验中一般会

存在许多物理限制, 其中一个可能的限制因素是傅里叶分量的数量, 如果模拟该控制场所需求的傅里叶分量

数较多, 会对实验操作造成巨大困难, 难以精确调控。这里可以通过先计算控制场的傅里叶分量来解决此问

题, 这里依然令Bz = 0, 得到傅里叶分量的形式为

Bjn =
2
Ts
∫

ti

tf é

ë

ê
êê
êBj(t )sin

nπ ( )t - ti

Ts

ù

û

ú
úú
ú dt  ,  ( j = x y )   , (28)

因此, 控制场Bj(t )可以进一步近似为

Bj(t ) =∑n = 1

N Bjn sin
nπ ( )t - ti

Ts

   , (29)

式中N为傅里叶分量的数量。在有限的傅里叶分量数的情况下, 即N足够小时, 可以将Bjn作为可调参数来

进一步执行优化过程。

2.5 优化方案

本节将介绍如何通过调整轨迹或控制场来获得最佳保真度。首先, 设列向量x为{Bjn}的2N维参数空间

中的一个点, 并将方程 (20) 整合到一个代价函数中, 用来寻找最佳的轨迹, 代价函数形式如下

U ( x) = é
ë
êêêê1 - |

| Ω ( )tf Ωf
|
|

2ù
û
úúúú   , (30)

其中Ωf是在量子调控过程中预设的目标态, 并且 Ω ( )tf Ωf 的具体形式为

Ω ( )tf Ωf = cos
θ ( )tf

2
cos

θf

2
exp{ i

2 [ϕ (tf ) - ϕf ]} + sin
θ ( )tf

2
sin

θf

2
exp{ i

2 [ϕf - ϕ (tf ) ]}   , (31)

该代价函数表示与完全保真度 (保真度为 1) 的偏差。由于涨落的存在, 要进一步考虑噪声所引起的偏差

X͂ (titf ), 于是将代价函数修正为

U ( )x
ξ
= {1 - |

| Ω ( )tf Ωf
|
|

2

exp é
ë- X͂ †WX͂ ξ 4 ù

û}   , (32)

式中 X͂ †WX͂ ξ的值由方程 (20) 给出, 而因子1 4是为了匹配| ΩΩ′ |2
在Ω -Ω′处的二阶泰勒展开。
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接下来将对轨迹做进一步优化, 优化方法选择梯度下降法。首先根据方程 (29) 得到预设初始轨迹经傅

里叶变换后的控制场的傅里叶分量, 将其作为优化的起点, 进一步执行优化过程, 优化迭代的递推公式为

xk + 1 = xk - ykÑxU ( xk )   , (33)

式中步长系数yk由Barzilai-Borwein方法[32]确定

yk =
|| ( )xk - xk - 1

†[ ]ÑxU ( )xk -ÑxU ( )xk - 1

 ÑxU ( )xk -ÑxU ( )xk - 1

2
   . (34)

执行完优化过程后即可得到一组"最佳"控制场参数, 这些参数对应于一条最优量子态运动轨迹, 即在有限的

N个傅里叶分量数的限制下, 量子态沿该轨迹运动时, 噪声影响最小, 最终保真度最高。

3 数值计算与讨论

本节依然以欧姆热库为例, 展示量子调控优化的数值计算过程和结果。首先, 量子调控过程的时间尺度

很大程度上取决于ℏ与基准温度TB的相互影响, 在数值计算中, 令ℏ = 1, 且 kBT  ℏωc kBTB (kBTB = 1), 这表明

在TB = 1 K时, 时间变量 t的单位是ℏ ( )kBTB  10-11 s。这里ℏ η, 所以要求粘滞系数 η值很小从而来实现较

长的相干时间, 取ℏωc = 5, kBT = 5, TS = 5来做数值计算。

接下来确定量子态的初态和目标态, 设初态为布洛赫球面上一点 (π 4 π 6 ) (即θi = π 4, ϕi = π 6), 目标态

为 (7π 8 4π 3 ), 根据方程 (24)、(25)、(26)、(27) 可以得到一条初始光滑的量子态运动轨迹p0, 及其穿过"赤

道"的位置(π 2 ϕc0 ), ϕc0 =-0.6176, 其代价c0 = 0.0598, 以该轨迹为基准进行优化。基于变分法的思想, 在初态

和终态确定的情况下, 可以通过改变量子态的运动轨迹来寻找量子态沿不同轨迹运动的最小代价, 这是由方

程 (32) 所确定的, 这里通过改变ϕc的值来得到不同轨迹, 如图1所示, 其中ϕcÎ [ϕiϕf ]。图2则展示了量子态

沿不同轨迹运动的代价随ϕc变化的趋势, 从图中可以看出, 代价随ϕc的变化呈现出涨落现象, 由此可以得到

一条代价最小的轨迹p1及其对应的ϕc1, 经过数值计算, 量子态沿ϕc1 = 0时, 其轨迹的代价c1 = 0.0491最小。

图1　 不同ϕc所确定的量子态的运动轨迹, 其中ϕcÎ [ϕiϕf ]
Fig. 1　 Trajectories of quantum state motion with different ϕc where ϕcÎ [ϕiϕf ]
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图 2　 量子态沿不同轨迹运动的代价随ϕc的变化趋势

Fig. 2　 Cost of different trajectories vary with ϕc

接下来对轨迹p1做傅里叶变换, 求出其傅里叶分量, 此处令傅里叶分量数N = 2。将求得的傅里叶分量

Bjn作为初值, 进一步使用梯度下降法进行优化, 优化的目标函数为代价函数, 如方程 (32) 所示, 最终得到一

组控制场的傅里叶分量, 该组分量即对应一条最优量子态运动轨迹p2, 将该轨迹与基准轨迹p0和变分优化轨

迹p1进行对比, 如图3所示。不同轨迹各自的代价分别为c0 = 0.0598, c1 = 0.0491, c2 = 0.0465, 从图中可以直观

地观察到不同轨迹之间的区别。根据不同轨迹各自的代价, 即与保真度为1的偏差, 可以发现该优化方案在

逐步提高调控过程的保真度。最终优化后的轨迹p2相较于初始轨迹p0的保真度提升约为22.2%。

图 3　 初始轨迹p0、 变分优化轨迹p1和梯度下降法优化轨迹p2的对比, 它们的代价分别为c0 = 0.0598, c1 = 0.0491, c2 = 0.0465

Fig. 3　 Comparison of initial trajectory p0,  trajectory with variational optimization p1 and trajectory with gradient descent algorithm 

optimization p2,  and their costs are c0 = 0.0598,  c1 = 0.0491,  c2 = 0.0465 respectively

通过进一步分析代价函数, 发现影响保真度的主要因素是热涨落。在代价函数中, 平方项 |
| Ω ( )tf Ωf

|
|

2

为耗散项, 表示系统耗散对完全保真度的影响, 而指数项exp (- X͂ †WX͂ ξ 4 )为涨落项, 表示热涨落对完全保

真度的影响。在本节数值计算中的参数条件下, 优化轨迹p2耗散项的值为0.9994, 涨落项的值为0.9540, 涨

落项对代价的贡献远大于耗散项对代价的贡献, 这表明涨落项对最终保真度的影响更大, 即影响调控过程保

真度的主要因素是热涨落。
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4 结 论

采用随机动力学结构分解方法研究了热噪声环境下的量子比特的调控优化问题, 并使用久保-爱因斯坦

涨落耗散定理构造出可用于分析噪声环境下的量子调控问题的随机动力学方程, 且进一步分析了如何减小

环境对调控过程的影响从而提高调控过程的保真度。根据量子调控问题的随机动力学方程, 给出了一个基

于梯度下降算法的变分优化方案, 并通过数值计算证明该方案可有效提高调控过程的保真度。根据代价函

数的定义和数值计算过程中的数值变化, 发现在经典热极限的情况下, 影响保真度的主要因素为热涨落。在

本方案中, 来自潜在环境的绝热、耗散和随机效应之间具有明确关系, 可以直观地展示这些方面的环境影

响。该方案的另一个优点就是可以在布洛赫球面上轻松描绘出量子比特的运动轨迹, 实现量子比特运动的"

经典"可视化, 这个优点可用于进一步探究量子比特运动与保真度的关系, 但是该特性目前只适用单量子比

特的情况。

同时, 本工作展示的是在热噪声环境下初始态和目标态已知的量子调控优化问题, 但是实验场景中的初

始态是任意的, 量子逻辑门的形式是已知的, 该问题可以转化为如何调控幺正变换。为此可以通过扩大参数

空间来解决, 首先随机取一系列初始态, 并扩大参数空间, 即增加傅里叶分量数进行优化, 直到最终所得目标

参数对这一系列初始态同时实现优化效果, 即可达到调控幺正变换的目的; 本工作的结果可尝试推广至绝对

零温极限下, 用于探究量子噪声对调控过程的影响, 包括由量子耗散所引起的非马尔可夫效应, 而目前的主

流方法Lindblad主方程则无法计算; 该方法可进一步运用到多量子比特体系, 将量子纠缠对调控过程的影响

也考虑进来; 本方案将来可与实验相互检验佐证, 或者用"影响泛函"方法进行验证, 然后用来评估指导量子

调控的实验方案。这些研究点未来可进一步探索发展。
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